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Resumo. A variacdo répida da rigidez das vias férreas, quer devido a mudanca de
solucdo estrutural, quer devido a alteracdo das condicdes geotécnicas pode induzir
vibracbes de amplitude excessiva a passagem de comboios de alta velocidade. Este
comportamento causa desgaste da via. Nesta comunicagdo abordam-se aspectos de
modelacdo e analise do problema. A contribuicéo consiste em desenvolvimento das solucdes
analiticas transientes de modelos simplificados em que a alteracao de rigidez é implementada
de duas formas. O primeiro caso corresponde a existéncia de uma rigidez adicional
localizada e o segundo caso representa a passagem entre duas zonas de rigidez constante.
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1. INTRODUCAO

A alta velocidade ferroviaria tem levantado constantes, variados e inovadores desafios a
comunidade cientifica, em particular no estudo da mitigagdo de vibragdes excessivas
originadas por condi¢des especiais da via. Este efeito de aumento dos movimentos transientes
do conjunto formado pela via estrutural e o seu terreno de fundagdo pode originar sérios
riscos para a circulacdo ferroviaria, provocando um maior desgaste da via e do material
rolante, dano do balastro, aumento da polui¢do ambiental e desconforto para os passageiros.

A variacdo rapida da rigidez de fundagdo das vias férreas ¢ uma das possiveis razdes que
originam este efeito. Esta variagdo pode ser devida a mudanca brusca das condic¢des
geotécnicas ou a alteracdo subita da solucdo estrutural, como por exemplo na transicao de via
ordinaria para ponte, viaduto ou tinel e na mudanga de via balastrada para via sem balastro
em laje de betdo armado. Nestes ultimos casos a variagao do valor da rigidez vertical da via
pode ser brusca e muito acentuada. Um exemplo de estudo realizado sobre a minimizagao
destes efeitos pela defini¢do de uma zona de transi¢ao gradual de rigidez entre dois pontos de
rigidez muito diferenciada encontra-se em [1].

A resposta completa e detalhada do comportamento dindmico da via férrea sujeita a passagem
de um comboio de alta velocidade pode ser determinada através de modelos tridimensionais
com elementos finitos. Estes modelos exigem malhas muito finas, tendo em conta as
caracteristicas geométricas da via e os comprimentos de onda e frequéncias que compdem o
fenomeno de propagacdo associado. Por outro lado, a modelagdo de zonas de variagdo de
rigidez ¢ o calculo da respectiva resposta transiente requer a constru¢do de modelos de
dimensao elevada, mesmo incorporando elementos de fronteira absorventes. Por estes
motivos, estes modelos exigem um elevado tempo de calculo computacional tornando-se por
isso inviaveis em projecto.

Em muito menor tempo de calculo podem ser obtidas respostas aproximadas através de
modelos simplificados. Existem varios trabalhos onde se apresentam solucdes analiticas em
termos de campo de deslocamentos como resposta da via a carga movel, por exemplo em
[2-3]. Nestes, sdo usados modelos uni ou bidimensionais formados por vigas, lajes, interfaces
viscoelasticas e, habitualmente, fundagdo elastica caracterizada pela constante de Winkler. A
metodologia implementada nestes trabalhos conduz ao célculo de solucdes estacionarias da
resposta dindmica, ndo permitindo, como tal, outro cenario que ndo a homogeneidade e a
uniformidade geométrica e mecanica dos modelos em analise. A resposta da via férrea a
variacdo brusca de rigidez vertical s6 poderd ser determinada numa andlise transiente, para a
qual as solucdes analiticas continuam a ser escassas. Estas solu¢des analiticas possibilitam
ainda o estudo directo de sensibilidade o que igualmente contribuiu para a seleccdo desta via
de analise. O objectivo deste trabalho consiste em apresentar solugdes analiticas transientes
de modelos simplificados da via férrea em que a alteragao de rigidez sera implementada de
duas formas distintas. O primeiro caso corresponde a existéncia de uma rigidez adicional
localizada, actuante pontualmente na via (Secc¢do 3) e o segundo caso representa a passagem
entre duas zonas de rigidez constante (Secgdo 4). Estes resultados representam extensdes da
metodologia apresentada em [4] que, de acordo com o conhecimento dos autores, ndo foram
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ainda publicados. Os desenvolvimentos analiticos foram programados em software Matlab [5]
e confirmados numericamente em modelos “equivalentes” com software ANSYS [6]. No
entanto, pode concluir-se que em ambos os casos de alteracdo de rigidez vertical da via a
representacdo da carga movel através de forca movel, omitindo o sistema de massas suspensas
com elementos viscoelasticos representando o veiculo ferroviario, ndo representa uma
resposta realistica. A introducdo do modelo do veiculo esta a ser presentemente desenvolvida
e permitira no futuro a desejavel interaccdo directa de veiculo-via-solo.

2. ALTERACAO LOCALIZADA DE RIGIDEZ VERTICAL DA VIA FERREA

Para implementar uma alteragdo localizada da rigidez vertical da via férrea, optou-se pela
representacdo da via através de uma viga finita de fundacdo eléstica com apoios simples
nas extremidades. Com este objectivo a solu¢do apresentada em [4] para viga
simplesmente apoiada foi alterada de forma a contemplar o apoio eldstico da viga e a
existéncia de uma rigidez localizada, esta ultima implementada de uma forma aproximada.
O resultado final permite analise directa de sensibilidades.

2.1. Viga finita de fundacéo elastica sujeita a carga movel

A resposta transiente, expressa em termos do deslocamento vertical, w, de uma viga
simplesmente apoiada sujeita a carga movel constate de valor P, corresponde a solugdo da
equacao, [4]:

ow(x,t)

8W4(x,t)+u(3w2(x,t)
ox* o’
Como ¢ habitual nestes casos, adoptaram-se para o comportamento da viga os seguintes
pressupostos: a hipotese dos pequenos deslocamentos, o comportamento de Euler-
Bernoulli e a lei constitutiva linear elastica caracterizada pelo modulo de Young constante

E. Assume-se ainda que a viga tem a sec¢do transversal caracterizada pelo momento de
inércia constante I, e a massa constante por unidade de comprimento, p. Na Equacdo (1)

EI + 210, =8(x —ct)P. (1)

o, representa a frequéncia circular de amortecimento, X e t sdo varidveis espacial e temporal
e O designa a funcao de Dirac. Pressupde-se que a massa da carga ¢ desprezavel, comparando
com a massa da viga, permitindo representar a carga pela for¢ga P, que se move com
velocidade, ¢, assumida também constante.

O efeito da fundacdo elastica de constante Winkler, k, pode introduzir-se da forma seguinte:

4 2
& )E):,t) O 8t(§’t) 20, %+ kw(x, )= 3(x — ct)P 2)

Assumindo que o comprimento total da viga € L, as condi¢des de fronteira e iniciais
escrevem-se:

EI
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2 2
w(0,1)=0, w(L,)=0, & (f’t) _g, ™ (f’t) —0, 3)
ox o ox L
w(x,0)=0, owlet) ()
2/ S

O problema definido pelas Equagdes (2-4) podera ser resolvido através de métodos de
transformadas integrais. Primeiro implementa-se a transformac¢do finita de senos de
Fourier e em seguida a transformagao integral de Laplace-Carson. A solucdo tem a forma
seguinte:

= 2 Z W sm = &)
L5 L
Onde a imagem W(j,t) exprime-se:

N Pc .
W(J’t)_ u((az +b*-¢? )2 +4a2c2)

o e , (6)
[M sin(ct)— L ) e sin(bt)~ 2a(cos(ct) e COS(bt))J

c b

com
a=o,, b=,0-0, c=jo. (7)

Além dos termos ja referidos, surge ainda a frequéncia circular, o, e a frequéncia circular
da viga simplesmente apoiada sem e com fundag@o eldstica, respectivamente, ©; ¢ cNo(j).

44
w=%c A ]TE / JTC EI )

Para facil comparagdo dos casos analisados, ¢é possivel introduzir constantes
adimensionais, que caracterizam a intensidade de velocidade ¢ de amortecimento, na
forma:

® ON ®

Loy=—, L=—, ©)

O O O)

£ =

Para validar os resultados das Equagdes (5-8), foram criados modelos equivalentes de
elementos finitos com software ANSYS. Da base dos elementos finitos disponiveis foi
escolhido o BEAMS54, que permite directamente introducdo da fundagdo elastica. A
frequéncia circular de amortecimento da viga foi incorporada no coeficiente o =2, do

amortecimento de Rayleigh. Dado que o software ANSYS ndo tem o comando de carga



Zuzana Dimitrovova, José N. Varandas, Jodo R. de Almeida, and Manuel A.G. Silva

movel disponivel, a carga foi redefinida em cada n6 consoante a velocidade aplicada. Cada
passo de carga correspondeu assim a uma nova definicdo de carga no n6 adjacente ao n6 onde
a carga foi aplicada no passo de carga anterior. Optou-se primeiro pela escolha de sub-passos
de tempo automatico. O software ndo detectou a necessidade de diminuir o passo de tempo
em nenhum dos casos estudados e foi precisa apenas uma iteragdo para obter os resultados.
No entanto, forgou-se uma divisdo de cada passo de tempo em trés ou cinco sub-passos,
consoante o caso analisado, para aumentar a precisao.

Varios casos representativos foram testados para confirmar a metodologia e os resultados. Na
Figura 1 apresenta-se o caso correspondente a: L=10m, EI=1000Nm?’, P=IN, p=0,06kg/m,
E=2, y=5 e (=2,1. Os graficos mostram que a concordancia dos resultados analiticos e
numéricos ¢ excelente, designadamente as curvas analiticas de cor violeta sobrepdem-se
totalmente sobre as curvas numéricas de cor azul. A comparagdo ¢ feita para dez posigdes da
carga movel ao longo do comprimento da viga, ou seja, para a carga aplicada em cada metro
inteiro.
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Figura 1. Deslocamento vertical no caso £=2, y=5 e {=2,1 desenhado para 10 posi¢des da carga movel
(curva violeta: solugdo analitica; curva azul: solugdo numérica).

Depois dos casos de teste, com valores dos parametros escolhidos arbitrariamente,
procedeu-se a analise dos resultados correspondentes a um caso proximo da realidade.
Assumiu-se que a viga corresponde a toda a estrutura superior da via férrea, incluindo os
carris, as travessas ¢ as camadas de balastro ¢ de sub-balastro. As dimensées da seccao
transversal considerada foram 4mxlm, o modulo de Young E=200MPa, a densidade
volumica do material p=1800kg/m’, a carga aplicada P=100kN e a velocidade implementada
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¢=45,3m/s=163,2km/h. Considerou-se um comprimento da viga de 100m ¢ um valor para a
constante de Winkler de 2000kN/m?, este, no entanto, bastante mais baixo que possiveis
valores reais. Neste caso, a resposta transiente aproxima-se da solucdo estacionaria, tal como
se verifica na Figura 2. Assim como na Figura 1, a resposta da via ¢ desenhada para dez
posicdes da carga movel ao longo do comprimento. Por razdes de simplicidade, ndo se
considerou amortecimento na analise. Apesar da concordancia dos resultados ser boa, notam-
se ligeiras diferencas entre as curvas analiticas e numéricas. Da analise das possiveis razdes
para estas diferengas, concluiu-se deverem-se a erros da solugdo numérica. Verificou-se que
existem erros na solucdo numérica no valor das frequéncias naturais que ultrapassa 1% a
partir do 16° modo de vibragdo. Ao contrario da resposta da viga representada na Figura 1,
onde o primeiro modo de vibra¢do natural ¢ dominante, para a resposta representada na
Figura 2 foi necessario considerar quase 1000 modos para a composi¢ao da solucdo analitica.
Estes erros nas solu¢des modais da estrutura transferem-se naturalmente para a resposta
transiente do modelo.

deslocamento vertical [mm]

comprimento daviga [m]

Figura 2. Deslocamento vertical do caso ¢=45,3m/s, k=2000kN/m2, P=100kN e sem amortecimento,
desenhado para 10 posi¢des da carga movel (curva violeta: solugdo analitica; curva azul: solugdo numérica).

Ao aumentar a constante de Winkler para um caso real, e.g. 40000kN/m?, o erro numérico
das frequéncias naturais mantém-se na mesma ordem de grandeza. No entanto, dado as
primeiras frequéncias naturais serem muito semelhantes, tal como se pode deduzir da
Equacao (8), o erro numérico no software ANSYS causa a alteracdo da ordem dos modos
de vibragdo, o que afecta os resultados numéricos. Para comprovar esta conclusido, mostra-
se em seguida na Figura 3 uma comparagdo do deslocamento vertical para uma posi¢ao de
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carga nos 20m, correspondente aos dados do problema anterior, mas com a constante de
Winkler igual a 40000kN/m>. Apesar do valor maximo do deslocamento ser idéntico, nota-
se um desfasamento significativo da resposta numérica, o que complica confirmagdo de
algumas conclusGes analiticas. Entretanto a resposta analitica, representada
numericamente no software Matlab, foi facilmente e quase instantaneamente obtida
mesmo considerando 1000 termos da série de senos.
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Figura 3. Deslocamento vertical do caso ¢=45,3m/s, k=40000kN/m?, P=100kN e sem amortecimento,
desenhado para posi¢do da carga movel em 20m (curva violeta: solugo analitica; curva azul: solugao
numérica).

2.2. Alteracdo de rigidez localizada

O aumento ou a diminui¢do localizada da rigidez vertical da fundagdo elastica pode ser
representada pela adicdo de um termo, alterando a Equagao (2) para:

ow*(x,t) N ow?(x,t)

El
xt P

+2pnm, w +kw(x,t)+8(x —x, Jk,w(x,t)=8(x —ct)P, (10)

onde x, e k, correspondem a posi¢do e ao valor da alteracdo de rigidez localizada. Valor
positivo e negativo do pardmetro k, corresponde ao aumento e a diminui¢do da rigidez,

respectivamente. Dado ndo ser possivel resolver a Equagdo (10) analiticamente, ¢ necessario
exprimir a sua solu¢ao de uma forma aproximada, adoptando o pressuposto que:
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wix.t)_ = %W(j,t)sinjn%. (11)

Com este pressuposto a solugcdo da Equagdo (10) com as condi¢des de fronteira e iniciais (3-
4) ¢ dada novamente pelas Equagoes (5-6), apenas com nova defini¢do da variavel b:

~ 2k, . 5,
b= \/wfj) -o; +L—L‘l)s1n2(w%) . (12)

Para testar a viabilidade do pressuposto (11), foi analisado um caso de teste com um aumento
significativo de rigidez vertical de k =1N/m’ para k,=1000N/m, implementado na posi¢io

X, =0.3L . Por razdes de comparacdo foi introduzido um pardmetro adimensional:
k
K=—0".
kL
Nas Figuras 4-6 apresenta-se a comparagdo da solugdo analitica (aproximada) e numérica

novamente para os dados: L=10m, EI=1000Nm?, P=IN, p=0,06kg/m, &=2, y=5 e (=2,1;
assim o parametro adicional k=100 e x, =3m. Para efeitos de comparagdo, juntou-se nestas

(13)

figuras ainda a resposta da viga original, ou seja sem o aumento k, implementado. As figuras

correspondem as posi¢des de carga em 2m, 3m, e 7m, ou seja, na regido anterior, em cima e
posterior ao aumento de k,, respectivamente.
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Figura 4. Deslocamento vertical do caso &=2, y=5, (=2,1 e «=100, desenhado na posi¢do da carga mével em
2m (curva violeta: solugdo analitica; curva azul: solu¢do numérica, curva laranja: solugdo com k=0).
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Figura 5. Deslocamento vertical do caso &=2, y=5, (=2,1 e k=100, desenhado na posic¢do da carga movel em
3m (curva violeta: solugdo analitica; curva azul: solug@o numérica, curva laranja: solugdo com k=0)).
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Figura 6. Deslocamento vertical do caso &=2, y=5, (=2,1 e k=100, desenhado na posi¢do da carga movel em
7m (curva violeta: solugdo analitica; curva azul: solu¢do numérica, curva laranja: solugdo com k=0).).
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E possivel concluir que neste caso de teste o pressuposto adoptado é razoavelmente adequado.
No entanto, nota-se que o local do aumento de rigidez localizado funciona como um apoio
flexivel da viga, o que reduz os deslocamentos verticais e ndo produz efeitos adicionais
indesejaveis. Para obter um resposta do sistema que corresponda a experiéncia real, sera
necessario implementar um modelo simplificado do veiculo ferroviario, dado que neste caso a
interac¢do do sistema de massas suspensas em elementos viscoelasticos ¢ indispensavel para
o estudo destes referidos efeitos. Estes desenvolvimentos encontram-se actualmente em curso.

2.3. Andlise directa de sensibilidade

E do conhecimento geral que as solugdes analiticas tém variadas vantagens e uma delas ¢ a
possibilidade de analise directa de sensibilidades. Com o objectivo de, por exemplo,
estudar a sensibilidade do deslocamento vertical numa dada posicdo e tempo relativamente
ao valor da alteragdo de rigidez localizada k, basta fazer uma derivada parcial e obter:

iw ;3 aw(j.1) JT (14)

onde
OW(j,t)_ @b  -4Pbefa’+b>—c?)
ok, ok, “((az v - f o 4a2C2)Z

(M sin(ct)— (b =a~c’) e sin(bt) 2a(cos(ct)- o™ COS(bt))J '

c b (15)
@ ke |
ok, p((az +b’ —02)2 +4azcz)
2 2 2 2 2
(@sin(ct)—(hr 2 btc Je"‘“ sin(bt)—t(b+_c)e_alt cos(bt)—2ate™ sin(bt)]
c
e
1 . z(jnxoj
——sin’| 50
ob _ Lu L ‘ (16)
k .
= \/co(zj)_wi+k+2k°sin2(mxo)
u o Lp L

A implementacdo das Equacdes (14-16) ¢ imediata.
Em caso de maior complexidade, como por exemplo, para o estudo de sensibilidade do
deslocamento méaximo ao longo da viga e ao longo do tempo em relacdo a k,, proceder-

se-ia de forma analoga, embora neste caso as respectivas expressdes analiticas serem
consideravelmente mais extensas e por tal nao listadas no presente trabalho.

10



Zuzana Dimitrovova, José N. Varandas, Jodo R. de Almeida, and Manuel A.G. Silva

3. MUDANCA SUBITA DA RIGIDEZ VERTICAL DA FUNDACAO ELASTICA

Para a analise da passagem da carga movel em zonas com variagdo subita da rigidez vertical
da fundacdo da via férrea, optou-se pela representacdo da via através de uma viga finita com
fundagdo elastica encastrada nas extremidades. Com este objectivo a solucdo geral
apresentada em [4] para viga em consola foi adaptada de forma a contemplar o apoio elastico
e 0 amortecimento da viga. Em seguida, particularizou-se a solugdo para o caso da existéncia
de uma forga transversal e um momento flector directamente aplicados na extremidade livre,
ou seja com as condigdes de fronteira estdticas ndo-homogéneas e varidveis no tempo. O
sistema pretendido de viga bi-encastrada com variacdo brusca da rigidez de fundacdo foi
assim obtido através da unido das duas solugdes referidas, tendo por base a condi¢do de
continuidade na sec¢do de unido das duas consolas. Como a descontinuidade da constante de
Winkler ndo afecta a continuidade dos esforcos internos da viga, estes foram introduzidos nas
duas consolas com valor igual, mas desconhecido. Os dois valores dos esfor¢os internos
obtiveram-se entdo das condicdes de igualdade do deslocamento e da rotagdo na seccdo de
ligagdo entre consolas, o que, no entanto, exige um procedimento numérico, repetido em cada
passo e tempo.

3.1. Consola de apoio elastico sujeita a carga mével

A forma geral do deslocamento vertical da resposta transiente da viga sujeita a carga movel
escreve-se da forma seguinte:

wix,t)=> Ew(j, hw (). (17)

i W,
onde
. X Aix . Ax Aix

w(j)(x)zsmT+Aj cosT+Bj sth+Cj coshT (18)

representam as formas de vibracdo natural e

L
W, = J.uw(zj)(x)dx . (19)

0

As constantes da Equacdo (18), A, A;, B, C,, sdo determinadas numericamente de acordo
com as condi¢des de fronteira especificadas. Os pardmetros 2, ligados aos valores das

frequéncias naturais, correspondem as raizes da equagéo:

l+cosh;coshd; =0, (20)

quer no caso da viga encastrada a esquerda ou a direita. Por sua vez, as constantes A;

poderao ser calculadas, para ambos os casos, de:

11
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sin; +sinh A,
Aj=m— . (21)

cosA; +coshh;
De seguida, para o encastramento a esquerda e a direita, C;=-A;, B;=-1Vj e C;=A,
B, =1V]j, respectivamente. A equagdo fundamental do problema ¢ novamente dada pela

Equacdo (2) e as frequéncias naturais, para os casos com ¢ sem a fundacdo elastica, sdo
definidas pelas formulas seguintes:

- 7»75 EI k
i 0)= 4
L' p L' p u

(22)

Tal como especificado, neste caso a imagem W(j,t) da transformagdo integral Laplace-
Carson tem de contemplar as condigdes de fronteira estaticas ndo-homogéneas e variaveis no
tempo. Esta introducdo ¢ feita através da funcdo z(0,L,t) e a imagem W(j,t) toma a forma

seguinte:
t
LI Pw(; (1) E1 (0, L, 7)) sin(b(t — ))dr. 23)
0
onde
V(L,t M(L,t) dw(x
(0,L,t)=— ( )W(j)(L)+ 551) ((1;)(( ) ’
00, o MO “
V(0,t M(0, t) dw )X
(0.L1) EI wil0)- EI (;J)
X x=0

para os casos do encastramento colocado a esquerda e a direita, respectivamente, e

a=wm, b= () o; . (25)

Por razdes de comparacgdo, parametros semelhantes aos da Sec¢@o 2 poderao ser introduzidos
de acordo com:

® Q)] ()]
) gz,\,_; \II:_b, C_a:_; (26)
O O O

onde ® corresponde a frequéncia circular da carga moével:
A

o 27)
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Os resultados expressos nas equagdes acima foram validados em modelos equivalentes de
elementos finitos com software ANSY'S, tal como nos casos anteriores. Testaram-se varias
combinag¢des dos pardmetros definidos pela Equagao (26), tal como nos casos com carga
movel introduzida e/ou forcas generalizadas na extremidade, variaveis no tempo,
implementadas. Para os casos de teste foi novamente adoptado: L=10m, EI=1000Nm’
P=IN, p=0,06kg/m. A concordancia entre valores analiticos e numéricos foi excelente em
todos os casos analisados, tal como se vé na Figura 7, onde se apresentam os resultados da
consola com encastramento a direita, com a carga movel e as forgas generalizadas aplicadas
na extremidade livre em fun¢@o de tempo. Dado tratar-se de um caso de teste os valores de
deslocamento vertical obtido ndo tém representatividade real.

0.6

0.5

deslocamento vertical [m]

comprimento daviga [m]

Figura 7. Deslocamento vertical do caso £=0,5, y=0,5 e (=0,6 com forgas generalizadas aplicadas na
extremidade, desenhado para 10 posi¢des da carga movel
(curva violeta: solugdo analitica; curva azul: solugdo numérica).

3.2. Viga encastrada de apoio elastico com descontinuidade sujeita a carga movel

Tal como ja referido, para conseguir modelar a passagem de carga movel entre zonas de
rigidez vertical diferente, é necessario juntar a partir das condigdes de continuidade duas
solugdes, uma da consola encastrada a esquerda e outra da consola encastrada a direita,
cada qual com constantes de Winkler diferentes. Como a descontinuidade da constante de
Winkler ndo afecta a continuidade dos esfor¢cos internos da viga, estes poderdo ser
determinados da igualdade do deslocamento e do declive na seccdo de ligacdo. Este passo
exige uma solucdo numérica em cada passo de tempo. A maior dificuldade consiste na
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implementacdo da Equagdo (23), onde a fung¢do z(0,L,t), dada pela Equacdo (24), tem que
ser integrada ao longo do tempo, mesmo quando contém os esforcos internos, incognitas
do problema, de variacdo temporal desconhecida. Assume-se por isso uma variacao linear
dos esforcos internos em cada passo de tempo e os seus valores iniciais nulos. Com este
procedimento consegue-se calcular o valor dos esforgos internos no final de cada passo de
tempo considerado. No entanto, devido ao integral de convolu¢do da Equagdo (23),
nenhuma das integragdes parciais de um passo de tempo anterior poderd ser usada no novo
passo de tempo.

A metodologia foi testada de forma inversa, ou seja, primeiro uma viga bi-encastrada de
comprimento 20m foi resolvida numericamente no software ANSYS. Os esforcos internos
foram retirados da sec¢do onde se considerou a ligacdo das duas solugdes, que por razoes
de simplificagdo foi considerada a meio da viga. Usando estes valores nas formulas
analiticas, conseguiu-se recuperar completamente a solucdo numérica. Em mais
pormenores, durante a primeira metade do tempo total de passagem da carga movel, a
consola com encastramento a esquerda foi sujeita a carga movel e as forcas generalizadas
aplicadas na extremidade livre e varidveis no tempo. Na consola com encastramento a
direita apenas as for¢as generalizadas, varidveis no tempo, foram implementadas. Passada
a metade de tempo, quando a carga atravessou a sec¢do de ligacdo, as consolas mudaram
as suas fungdes. A concordancia dos resultados foi novamente excelente, tal como se
mostra nas Figuras 8-10. Nestas figuras apresentam-se os graficos dos deslocamentos
calculados numericamente e recuperados analiticamente para os casos: E=(=1 e y=0,
posicdo da carga em 0.1, 0.2,..., Im e os resultados na consola direita; £&=(=1 e y=0, posi¢do
da carga em 1, 1.1, 1.2, ..., 2m e os resultados na consola esquerda; £=0,268, y=2 e (=1,
posicdo da cargaem 1, 1.1, 1.2, ..., 2m e os resultados na consola direita.
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4.E-05

3.E-05

BN

deslocamento vertical [m]

-2.E-05

comprimento daviga [m]

Figura 8. Deslocamento vertical do caso &=1, y=0 e (=1, desenhado para 10 posi¢des da carga movel de 0 até
Im (curva violeta: solugdo analitica; curva azul: solu¢do numérica).

5.0E-04
‘E 0.0E+00 : : :
o D 2 3 4 10
L
& -5.0E-04 -
>
be)
c
£ -1.0E-03 -
@
o
S
(%]
o -1.5E-03 v

-2.0E-03

comprimento daviga [m]

Figura 9. Deslocamento vertical do caso &=1, y=0 e (=1, desenhado para 11 posi¢des da carga movel de 1 até
2m (curva violeta: solugdo analitica; curva azul: solugdo numérica).
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2.5E-04

1.5E-04 /
/l
/.

deslocamento vertical [m]
(=Y
o
m
o
=

comprimento daviga [m]

Figura 10. Deslocamento vertical do caso&=0.268, y=2 e (=1, desenhado para 11 posigdes da carga movel de 1
até 2m (curva violeta: solugdo analitica; curva azul: solugdo numérica).

4., CONCLUSOES

Neste trabalho sdo apresentadas as solucdes analiticas da resposta dindmica de uma
estrutura unidimensional com fundacdo eléstica e variacdo subita da rigidez vertical. O
caso da existéncia de uma variacdo brusca localizada é resolvido de forma aproximada, ou
passo que o caso de mudanga subita numa determinada sec¢do do valor da rigidez da
fundagdo elastica ¢ resolvido de forma exacta, embora a solucdo analitica obrigue a
calculos numéricos. As respostas dindmicas sdo determinadas em termos de deslocamento
vertical. Ainda, evidencia-se a importancia das solugdes analiticas simples em estudo de
sensibilidade e comparam-se os resultados com os obtidos pela utilizagdo de codigo
comercial conhecido. Estes resultados representam extensdes da metodologia apresentada
em [4] que, de acordo com o conhecimento dos autores, ndo foram ainda publicados.
Apesar de referidos a modelos simplificados unidimensionais, estes resultados fornecem
primeiras impressdes sobre a resposta dinamica em regime transiente de um comboio a
atravessar zonas com variagdo brusca da rigidez da via ou fundagdo e servir de base para
futuros desenvolvimentos nos modelos.
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