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1. Introducgao

As disciplinas de Controlo de Sistemas Dinamicos atravessam horizontalmente as diversas
engenharias tradicionais - como a eletrotecnia, mecanica ou quimica - e ainda outras areas

do conhecimento como, por exemplo, a biologia ou a economia.
A Teoria do Controlo tem dois objetivos de base:
o  Permitir compreender a natureza dindmica dos sistemas;
e Fornecer métodos para modificar o desempenho dindmico dos sistemas.

Mas antes de mergulharmos nestas abordagens, vamos definir alguns dos conceitos

importantes para a sua compreensao.

Com generalidade, define-se sistema continuo como uma estrutura organizada de
transferéncia de um sinal u(t) noutro sinal y(t), ambos existentes no tempo continuo t. Se

T[.] representar simbolicamente o operador de transferéncia, entdo escreve-se

y(@) = T[u(®)]

A u(t) da-se o nome de entrada, excitagdo ou estimulo; e a y(t) de saida, resposta ou
reacgdo. Para inicio, neste curso, pensemos apenas em sistemas univariaveis, ou seja, com
apenas uma entrada e uma saida. Estes sistemas sédo habitualmente designados por SISO
(de Single-Input Sigle-Output). Mais tarde, veremos que todos estes conceitos sao
generalizaveis para o caso de multiplas entradas e saidas (MIMO de Multiple-Input Multiple-
Output).

O sistema pode ainda ser representado de uma forma esquematica através de um bloco que
opera a entrada u(t) na saida y(t). Os percursos dos sinais sdo representados por setas

como se observa na Figura 1.1.

u(f) y(i)

— T[.] —

Figura 1.1 — Representagdo esquematica de um sistema.

7

O conceito mais importante associado a teoria dos sistemas dindmicos é exatamente o
conceito de dindmica. Um sistema é dindmico se a sua saida atual depende também das
entradas passadas, i.e. se tem memoria. Em oposicéo, se depender apenas da entrada atual,
o sistema diz-se estético. A dindmica de um sistema é a sua riqueza, ou melhor, a sua

personalidade. Mais do que a forma como o sistema responde aos estimulos exteriores (a
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partir da sua entrada), a analise dinAmica estuda a forma como o sistema reage a si proprio,
ou a sua histéria passada. Por exemplo, o conceito de estabilidade assint6tica, uma das
caracteristicas dinAmicas mais importantes a desenvolver adiante, depende essencialmente

de caracteristicas intrinsecas do sistema.

Na representacao de sistemas fisicos em tempo real é importante definir também o conceito
de causalidade. Um sistema diz-se causal se a rea¢do na saida ndo antecipa no tempo a
excitacdo realizada a entrada. Um sistema causal (no sentido lato) reage, quanto muito, no
mesmo instante em que sofre o estimulo. No entanto, refira-se que existem muitos sistemas
com interesse para a engenharia que sdo ndo causais no tempo. Por exemplo, se 0s sinais
estiverem pré-registados num qualquer tipo de suporte (e.g. fita magnética) é possivel “olhar”

o futuro realizando uma leitura mais adiante no conjunto de dados.

Para o desenvolvimento da disciplina, iremos nos focar na classe de sistemas dinamicos e
causais que, a primeira vista parecem bastante limitados na sua capacidade de representar a
generalidade dos sistemas. No entanto, estes serdo de grande utilidade no alcancar dos
objetivos introduzidos no inicio deste capitulo. Falamos do conceito de Sistema Linear e

Invariante no Tempo (ou SLIT).

Ainvariancia no tempo esté associada a uma certa constancia das caracteristicas dinamicas
do sistema ao longo do tempo. Dado um qualquer sinal de entrada u(t) e a respectiva reaccao
y(t), se a deslocagdo no tempo do sinal de excitacdo de um qualquer intervalo de tempo t

provocar a mesma resposta deslocada do mesmo intervalo, i.e.

y(t —1) =Tlu(t - 1)]
0 sistema diz-se invariante no tempo.

Por outro lado, um sistema diz-se linear se a sobreposicdo escalada de quaisquer sinais a
entrada resultarem sempre numa saida igual & sobreposicéo escalada das respostas de cada

um dos sinais em separado, ou seja, no caso de apenas dois sinais,
y(@) = Tla-u (&) + b-u ()] = a-Tlu ()] + b - Tu,(t)]

A linearidade e a invariancia no tempo irdo permitir que, a partir do conhecimento da reaccéo
do sistema a um sinal de entrada simples (e.g. um impulso), se possa extrapolar as
conclusBes sobre o comportamento dindmico do sistema, para outros sinais mais elaborados

em qualquer instante do tempo.

Na realidade, os sistemas fisicos ndo séo invariantes e poucos serdo absolutamente lineares.
No entanto, o conjunto de ferramentas que serdo desenvolvidas a partir destas hipéteses
permitem projetar sistemas de engenharia que em agregacdo com 0s sistemas fisicos

originais, conseguem apresentar previsibilidade no seu comportamento dindmico.
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Um dos objetivos deste texto € introduzir o conceito de controlo automatico. O controlo
prende-se com a modificacdo do desempenho dindmico de sistemas fisicos que iremos

designar por instalacdes.

A instalacdo é um sistema fisico cliente. O engenheiro responsavel pelo projeto de um
sistema de controlo ndo tem, normalmente, acesso a modificar a instalacdo. Esta instalacao
pode ser, por exemplo, uma maquina elétrica, ou um processo quimico, ou uma caldeira a
gas. O controlador € o sistema a projetar, exterior a instalacdo, que agregado com aquela

resultara num sistema de controlo com o comportamento dindmico desejado.

A Figura 1.2 representa um sistema de controlo por retroacéo para regulagéo.

Y()

Controlador |€¢————

Figura 1.2 — Sistema de controlo por retroacao.

A acéo de controlo por retroacdo serd desenvolvida mais a frente neste texto, mas realiza
uma funcgéo basica que é natural para o ser humano. No caso da figura, se o nivel do tanque
2 esta mais alto que o valor desejado, reduz-se o caudal na bomba através do seu comando;
se o0 nivel se encontra abaixo do valor desejado aumenta-se a entrada de agua. Féacil de
apresentar, mas existe uma infinidade de comportamentos dindmicos diferentes que uma
instalacdo pode apresentar e a forma de compreender esses comportamentos e o

subsequente projeto da unidade controladora serdo o objeto deste texto.

10
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2. Sistemas fisicos e a modelacao

O controlo, motivo deste texto, exerce-se sobre um objeto que € a instalacdo a controlar. Um
passo importante para a realizacdo do sistema de controlo é a realizacdo de um modelo da
instalacdo e sua compreensdo. Embora as ferramentas de projeto de controladores que
iremos ver a frente tenham um alcance mais largo, podendo ser aplicadas em areas téo
diversas como a biologia ou a economia, concentremo-nos, para ja, narealizacao de modelos

de sistemas fisicos com interesse para a engenharia.
2.1. Processo de modelacéao

Antes de se descrever o processo de modelacao é importante sublinhar a diferenca entre o

sistema fisico e um seu eventual modelo.

O sistema fisico a controlar, que designaremos por instalagao, é real e, em geral, formado por

componentes infinitamente complexas.

7

Um modelo matematico € uma descricdo matematica das caracteristicas dinamicas do
sistema que permita prever o seu desempenho antes mesmo do sistema ser realizado ou

construido.

O modelo matematico € uma aproximacao do sistema fisico, ou seja, ndo € o sistema fisico!
Sendo uma aproximacgdo, o modelo tem limites de validade. Por exemplo, uma montagem
eletronica com um amplificador operacional (ou ampop) pode ser observada a diversos niveis

de complexidade, desde a simples relagédo de ganho (Figura 2.1),

Vo =AW, -V)
+Vee
Vs V,
V.
'VCC

Figura 2.1 — Representacdo esquematica de alto nivel de um amplificador operacional.

passando pela consideragdo dos transistores que integram o amplificador, até, no limite, a
consideracdo de todos os efeitos capacitivos e indutivos existentes em cada micrometro do
circuito integrado. As diversas formas de abordar o problema ir&o resultar em modelos de
complexidade crescente. Cabe ao engenheiro dedicado ao problema da construcdo do

modelo encontrar o melhor compromisso entre simplicidade e exatidao.

12
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Os passos para a construcdo de um modelo de um sistema fisico sdo os apresentados nos

paragrafos seguintes.

Inicia-se pelo desenho de um esquema da instalacao, definindo as variaveis fisicas relevantes,
nomeadamente, as entradas de atuacao, saidas medidas por sensores e outras variaveis que

representem a acumulacéo de energia nos diversos componentes.

De seguida, escrevem-se as equacbes para cada componente usando as leis fisicas
adequadas (e.g. a lei de Newton para uma massa sob a acdo de uma forca ou a lei

caracteristica de um componente electrénico).

Combinam-se as equacfes obtidas de acordo com o primeiro esquema de forma a obter o

modelo matematico completo.

Se possivel, verifica-se a validade do modelo, comparando resultados obtidos
experimentalmente na instalacdo com a solucao das equac6es do modelo matematico sujeitos

aos mesmos sinais de excitagao.

Se o resultado final ndo for satisfatério devemos reiniciar o processo realizando uma descricao

mais detalhada das componentes dominantes.

No entanto, nem sempre é possivel ou praticavel realizar a modelacdo a partir de leis fisicas
de todas as componentes. Podemos, nesses casos, socorrer-nos de modelos fornecidos
pelos fabricantes das partes ou pela andlise direta dos sinais de excitagao-reacao. Este ultimo

processo é designado por identificacdo do modelo.

Os exemplos seguintes ilustram o processo de modelacdo em algumas areas diferentes da

engenharia.

Exemplo 2.1

Considere a instalagdo para o comando da posicdo ¢ de uma antena cujo esquema

tecnoldgico esté representado na Figura 2.2.

13
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Figura 2.2 — Esquema tecnoldgico da instalagdo do Exemplo 2.1.

O primeiro passo sera entdo identificar as principais variaveis fisicas que intervém no

funcionamento da instalagdo. Sao estas (ver Figura 2.2):
e atensdo de comando u(t) a entrada da fonte de poténcia;
e a poténcia elétrica P(t) que é fornecida ao motor;
e 0 binario mecéanico B(t) que é transmitido do motor para a estrutura mével da antena;

e aposicao azimutal ¢(t) da antena.

ut) Fonte de () B(t) ()
——> ootenoia ———"| Motor |——| Antena ——»

tensdo de oténcia poténcia binario imut

comando eléctrica mecanico azimuie

Figura 2.3 — Esquema funcional da instalagdo do Exemplo 2.1.

Os passos seguintes passariam por encontrar, para cada um dos trés componentes, a relagéo
entre as variaveis fisicas a entrada e a saida. Este exemplo sera deixado por aqui. No entanto,
existe uma questao fundamental ilustrada neste exemplo. Embora as variaveis u, P, B € @
estejam presentes nas Figura 2.2 e Figura 2.3, sdo em cada uma das figuras entidades
diferentes! Na primeira, sdo variaveis fisicas: uma tensdo de comando u, em volt, uma
poténcia eléctrica P, em watt, etc. Na segunda figura, as variaveis, que representam as
variaveis fisicas, sado fung¢des, ou melhor, sdo sinais, no tempo continuo. Os sinais sdo
transmitidos entre os blocos funcionais sem carregarem os blocos que os transmitem e ndo
representam a fluidez de qualquer entidade fisica como e.g. massa ou energia. A fluéncia é

apenas de informacéao.

14
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Exemplo 2.2

Considere agora, como instalacdo, um espaco habitacional e a modelacdo do seu

comportamento térmico (representado esquematicamente na Figura 2.4).

To

N

Figura 2.4 — Esquema da instala¢do do Exemplo 2.2.

Por simplicidade iremos representar a habitacdo por apenas uma divisdo, de volume V, e
considerar que a temperatura T; € homogénea no interior desse espaco. A divisao esta, do
ponto de vista térmico, bem isolada com exterior a temperatura T, exceto numa das fachadas,

em vidro, com area A e coeficiente de transmissao de calor xk, em WK~ 1m~2.

Faca-se entdo o modelo desta instalacdo. O esquema funcional (Figura 2.5) resume-se a um
bloco de entrada T,(t), a influéncia do exterior (perturbacéo), e saida T;(t), a variavel fisica

(agora, ja o sinal que a representa) que reflete a acumulagéo de energia térmica no espaco.

To(t) Ti(t)
——p Habitagcdo p———»
temperatura temperatura
exterior interior

Figura 2.5 — Esquema funcional da instalagdo do Exemplo 2.2.

O segundo passo é usar a lei fisica do principio de conservagéo de energia para escrever

dE(t)
ar KA(T, (t) — Ti(t))

Esta equacgdo estabelece que a variacdo, ao longo do tempo, da energia térmica E(t)
armazenada no espago, s6 existe se houver transmissdo de calor através da superficie
vidrada que separa os espacos as temperaturas T; e T,. Por outro lado, a temperatura T; é
uma medida desta energia acumulada E(t) através da relacéo

E = parVSarTi

15
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onde p,,. € a densidade do ar, em kgm™3, e S,. € o calor especifico do ar, em Jkg 1K1,
Substituindo esta relacdo na equacdo de conservacdo anterior, resulta (verifique como
exercicio)

parVSar . dTi(t)
KA dt

+ Ti(t) = To(t)

tal que, para que esta equacao seja dimensionalmente correta, a constante

T= parVSar
KA

tem a dimensao de um tempo. O parametro t € a constante de tempo da habitacdo e é uma
guantificacdo de quao rapida sera a evolucdo da temperatura interior face a uma variagcdo no
exterior. Assim, o modelo da instalacdo é dado na forma de uma equacéo diferencial (linear)
de 1° grau, dada por
.. dT;(t)
dt

+Ti(t) = To(0)

No capitulo seguinte teremos oportunidade de estudar a evolugcdo temporal deste sistema e
assim, estarmos habilitados a comparar a solugdo desta equacdo com resultados

experimentais disponiveis.

Exemplo 2.3

Este outro exemplo considera um sistema classico massa, mola e amortecedor, como 0
existente na suspensao de um automaével vulgar (Figura 2.6). Por simplicidade, considere-se

gue o pneu faz uma ligacéo rigida ao solo.

M ?X

Figura 2.6 — Esquema da instala¢@o do Exemplo 2.3.

As caracteristicas dos elementos mola e amortecedor sdo conhecidas e dadas,
respetivamente, pelas expressdes das forcas
Fn = —K(x —xp)

P B(dx dx0>_ de
a~ de de/ T dt
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onde x, € a posi¢cdo em repouso (equilibrio entre a forga gravitica F; e a tensédo na mola); K €
a constante da molaem Nm™1; e B é a constante do amortecedor em Nsm™~1. Agora, podemos
utilizar a lei de Newton para escrever

d2x(t)
M dtz m(t) + Fa(t) - Fg(t)

ou, por substituicao,

d2x(t) dx(t)

M W - —K(x(t) —x9) — B m

Mas, como pela condi¢ao do repouso, Kx, = Mg, obtém-se

d2x(t) dx(t)
M—dtz = —Kx(t)—B T
resultando no modelo final de 22 ordem
d®x(t) B dx(t) K
e tM Tar Tm =0

Note-se que o sistema do exemplo anterior ndo é excitado por qualquer variavel exterior (a
parte da forca da gravidade que é constante e, portanto, ndo realiza excitagao). Um sistema

sem excitacao exterior diz-se autGnomo.

Exemplo 2.4

Mudemaos agora para algo tecnologicamente muito diferente. Consideremos o0 comportamento

elétrico de uma antena gque tem no circuito RLC série um esquema equivalente (Figura 2.7).

Figura 2.7 — Esquema da instala¢éo do Exemplo 2.4.

As caracteristicas dos elementos indutor, resisténcia e condensador sdo dadas,

respetivamente, pelas expressoes

17



Controlo de Sistemas Dinamicos RNS

VRZR'IR

dVc
[r=C—
¢ dt

onde L é a indutancia do indutor em H; R é a resisténcia em ; e C € a capacidade do

condensador em F. Usando as leis das malhas e dos nés podemos escrever

VL+VR+VC=0

e substituindo as caracteristicas dos elementos obtém-se

LdIC+R I +Ve=0
dt C CcC —

ou
Ld[CdVC] R[ ]+V 0
dt ¢~
resultando no modelo final de 22 ordem

d?Ve(t) R dVC(t)
Tdez L dt LC

Ve(®) =0

também auténomo.

Note-se que apesar das diferencas tecnoldgicas entre os sistemas fisicos dos Exemplo 2.3 e

Exemplo 2.4, as equag0des diferenciais resultantes

d?x(®) B dx(®
dt? M dt

. K
e sistema massa, mola e amortecedor: +- x(t) =0

e sistema RLC série:

d?ve(®) |, R _dve(®)
dt2 L dt +L Ve =0

sdo semelhantes a parte dos parametros. Isto significa que do ponto de vista temporal as
variaveis x (a posicao da massa) e V. (a tensao no condensador) terdo exatamente 0 mesmo

comportamento se

B _R
M L
Na realidade, é possivel fazer mais que isso se estabelecermos uma relacéo entre os tempos
de simulacéo dos dois sistemas, por exemplo, se quisermos que um milissegundo no sistema
eletrénico corresponda ao tempo de um segundo do sistema mecanico, bastara estabelecer

as relacoes
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T=10°2 e =10

O ponto importante € que através da modelacdo matematica podemos estabelecer uma
plataforma comum de andlise de sistemas, independentemente da sua origem tecnolégica.
No entanto, o engenheiro nunca deve perder a distAncia ao sistema fisico original e das
limitacBes inerentes ao processo de modelacdo. O modelo matematico néo é a instalacéo
fisica, tal como uma maquete realizada por um arquiteto ndo é o edificio construido pelo

engenheiro civil.
2.2. Linearizagao de sistemas fisicos

Um sistema linear em tempo continuo pode ser sempre colocado na forma de uma equagéo

diferencial como

d"y(t) d™ty(6) dy(t)
den +aq dn-1 + -t a1 T + any(t)
dmu(t)  dm () du(t)
= bo dem + 1 dtm_l o bm—l dt + bmu(t)

ou seja, uma combinacao linear das derivadas da ordem 0 até a ordem n para a saida y; e

uma combinacao linear das derivadas da ordem 0 até a ordem m para a entrada u.

No entanto, os sistemas fisicos n&o s&o, em geral, lineares. E vasta a literatura que se dedica
ao seu estudo. Qual é entdo o interesse do estudo dos sistemas lineares e o que fazer quando

o sistema fisico resultar num modelo néo linear?

O interesse advém de duas razdes. A primeira prende-se com a relativa facilidade com que
desenvolvem ferramentas para tratar os sistemas lineares, que resultam da prépria
caracteristica linear (sobreposigéo e escalamento). No entanto, ndo chega termos um martelo
na mao para que todos os problemas sejam pregos. O segundo motivo, mais importante, esta
relacionado com a finalidade deste texto, o controlo. O controlo por retroacdo realiza uma
linearizac&o do sistema, ou seja, uma instalagéo nao linear colocada em anel fechado sera
mais linear. Assim, parte-se do modelo para a instalacdo néo linear; lineariza-se em torno de
um ponto de operacdo adequado; projeta-se o controlador para o0 modelo linearizado e, no
final, o controlador garantird a manutenc¢ao do funcionamento da instalacdo em redor do ponto

de operacdo em que o modelo foi linearizado.

Exemplo 2.5

Considere-se a instalagdo esquematizada na Figura 2.8. Uma bomba comandada pelo sinal
de atuacao u(t) fornece agua, através do tanque 1, a um sistema de dois tanques ligados por

um tubo de ligacdo de secc¢do conhecida. O tanque 2, a direita, tem ainda um tubo de extracao,
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por onde a 4gua escoa livremente. Este tanque esta instrumentado com um sensor de nivel

de &gua, produzindo o sinal de saida y(t). Os tanques tém ambos area da base A.

Ci(t)

Figura 2.8 — Esquema da instalacdo do Exemplo 2.5.

A primeira tentacd@o para identificar a entrada e a saida da instalagédo € observar por onde a
agua entra e sai! No entanto, como ndo somos canalizadores, devemos identificar as entradas
e saidas, ndo de agua, mas de sinal. A analise do comportamento dindmico dos sistemas
interessa a relacdo entre sinais. Sinais de entrada (comando de velocidade da bomba) que
provocam variagdes no sinal de saida (medida do nivel no tanque). Esta distingéo é crucial ao

entendimento dos sistemas dinamicos.

Facamos entdo o modelo matematico desta instalagdo comegando por desenhar o respetivo
esquema funcional (ver Figura 2.9). Explicando o esquema, temos uma fungéo, representada
pelo bloco Bomba que relaciona o sinal de comando da bomba U(t) com o caudal volumétrico
C;(t) que entra no tanque 1. Por outro lado, existira um caudal C;,(t) no tubo de ligacdo do
tanque 1 para o tanque 2, positivo se for do tanque 1 para o tanque 2, negativo se for no
sentido inverso. A diferenca entre aqueles caudais C;(t) — C;,(t) € o balan¢o do volume de
agua que entra no tanque 1 por unidade de tempo. Integrando esta diferenca e dividindo pela
area do tanque 1 (uniforme ao longo da altura do tanque) obtém-se o nivel de &gua no tanque,

ou seja
1 t
m© =7 @) - Cul)do
ou na versao diferencial

dH 1
10 2@ - )
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Esta equacdo pode ser lida como, a variagdo do volume de &gua no tanque 1 dada por A -

dH,(t)/dt , é igual a diferenca de caudais que entram e que saem desse tanque, ou seja,
Gi(t) — Cp2(0).

u(t) Ci(t) Ci(t) - Cralt) .| Hi(d)
— Bomba - Fungéo
Integral
Tubo de | A1) - Ha(l)
ligacéo
Cia(t) - Co(t) | Ha(t) ¥(t)
- Func&o p-| Sensor ——p
_ Integral
Tubo de ‘
extracgao

Figura 2.9 — Esquema funcional da instalagdo do Exemplo 2.5.
A mesma lei pode ser escrita relativamente ao tanque 2,

dH 1
Cft(t) =7 (C12() = Co(1))

Pensemos ainda que, para simplificar, a bomba de agua tem um comportamento linear dado
por

Gi(t) =B-U®)

Até este ponto estamos na presenca de um sistema descrito por duas equacgdes diferenciais
lineares. No entanto, a relagdo entre os caudais e 0s niveis nos tanques € nao linear e
necessitamos de realizar um procedimento de linearizacdo para obter um modelo linear da

instalacéo.

Naturalmente, o caudal C;,(t) que se estabelece entre os dois tanques dependera da
diferenca de niveis entre estes. A lei de Bernoulli estabelece que o caudal € proporcional a
area do orificio de passagem a, € a raiz quadrada da diferen¢a de niveis de dgua. O caudal

volumétrico que se estabelece entre os dois tanques € entdo dado por

C12(t) = a12\/EVH1(t) — Hy(0)

onde g é a aceleracao gravitica. Do mesmo modo, o caudal de saida C,(t) depende do nivel

do tanque 2. De novo, através da aplicagédo da lei de Bernoulli resulta que

Co(t) = agy/2g/Ha (1)
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Estas duas equacdes que estabelecem os caudais sdo nao lineares na sua dependéncia com
as variaveis niveis de 4gua. No entanto, se estabelecermos um ponto de funcionamento (em
redor de um ponto de equilibrio) para a instalacdo, é possivel obter um modelo linear valido

para pequenas variagdes em redor do ponto de operacao.

Antes, estabelecam-se 0s possiveis pontos de equilibrio. Estes sdo caracterizados por ndo

apresentarem variacfes do valor das variaveis ao longo do tempo, ou seja,

dH 1

D @~ ca) =0
dH 1

;t(t) = Z(Clz(t) —GCo() =0

implicando que, se o comando da bomba for constante e igual a Ugq
Co(®) =C(O)=Ci()=F - Ueq

Significa que o mesmo caudal (constante) estabelecido pelo comando da bomba - Ugq
atravessa o sistema de dois tanques até a saida de agua do tanque 2; e os niveis (também

constantes) sédo dados por

GO _ B,
ao\/Z_g 2a3g "1

C®), =(L 1).!%_2,,2
e 2,eq a2 2g ©d

2
12 Qo
Para cada valor constante U, estabelecido no comando da bomba existirdo pontos de

Hz(t) = Hz,eq = [

Hl(t) = Hl,eq = [

equilibrio diversos com niveis nos dois tanques também constantes.

A linearizagdo surge agora de pensarmos em variagbes na vizinhanga deste ponto de
equilibrio (ou ponto de operagédo). Quanto mais no afastarmos deste ponto, menos valido

serd o modelo linear obtido.

De seguida, definimos variaveis incrementais que representam o desvio face ao ponto de
equilibrio como
u(t) = U(t) — Ueq
hy(t) = Hy(t) — Hyeq
hy(t) = Hy(t) — Hpeq

para expandir em série de Taylor até ao 1° grau as expressdes dos caudais

Ci(t) = BU(t) = BUeq + Bu(t)

Ci,(t) = pU — hy(t
12() ﬁ eq+dH1 eq 1()+dH2 eq

h, ()
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dc,
Co(®) = Blea + | a(®

Finalmente, substituindo as expressdes lineares aproximadas nas equacdes de balanco de

volume obtém-se

dH () dhy(t) 1 dCy, dCy,
= == t) = BUeg ———| hy(t) — hy(t
dH,(¢) 1 dCy, dCy, dc,
=— —| h(t h,(t) — ———| hy(t

eq eq

ou (demonstre como exercicio)

dh(t) «a a B

T _Zhl(t) + th(t) +Zu(t)

dh,(t) « a+a,

2 = () 2 ()
onde
o= dCy; __ dCq, _ alZ\/E
dH dH
1 eq 2 eq \/Z(Hl,eq _ H2,eq)
0 = dc, _ ao\/{g
° dH, eq 4 2Hz,eq

ou seja, parametros que sO dependem dos parametros fisicos da instalacdo e do ponto de

operagéo selecionado.

Note-se que no problema dos tanques é necessario garantir uma componente continua que
posiciona o atuador no ponto de funcionamento adequado. Esta componente pode ser
fornecida diretamente de modo constante, ou ver-se-a mais tarde, ser integrada no
controlador de forma dindmica com o efeito integral. Quanto ao sinal de saida, como a
subtracdo da constante é realizada também no sinal de referéncia a seguir, o erro de controlo
€ exatamente igual a situacao linear. Resumindo, em geral, ndo seré preciso tomar cuidados
especiais na realizacao tecnoldgica do sistema de controlo para garantir este posicionamento
da operacgéo da instalacdo. Ter-se-a, no entanto, que inicializar a memoaria interna (integrador)

do controlador relacionada com o valor constante inicial.
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Assim, quando neste texto se representar a variavel de saida y(t) inicialmente igual a zero,
significa apenas que partimos do equilibrio em redor do ponto de linearizagdo. Quanto mais
nos afastarmos deste ponto, maiores serdo as diferengas entre as dinamicas do modelo linear

e do sistema fisico n&o linear representado.
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3. Resposta no tempo

Como referido anteriormente, este texto concentra o seu estudo nos sistemas lineares

invariantes no tempo (SLIT).

Um primeiro objetivo na modelacdo de sistemas dindmicos é a possibilidade de simular no
dominio do tempo a evolucao do sinal de saida y(t). Esta variagcdo do sinal ao longo do tempo
pode derivar de condi¢des iniciais (fora do equilibrio), do efeito de um sinal de excitacédo
particular na entrada do sistema sob estudo ou de ambos.

3.1. Resposta livre

A resposta de um sistema a um conjunto de condigdes iniciais ndo nulas mas sem excitagéo

na entrada (u(t) = 0), designa-se por resposta livre y;,(t).

Exemplo 3.1
Considere-se o sistema caracterizado pela seguinte equacéo diferencial

d
r% + y(t) = u(t)

com t = 4.0 s, entrada identicamente nula, u(t) = 0, e condi¢éo inicial y(0) = 2.0.

PropGe-se como solugéo para a equacao diferencial um sinal exponencial, dado que a funcéo
exponencial € caracterizada por ter uma derivada igual a si propria. Assim, a solugéo livre

toma a forma
yu() = a-e?
gue substituida na equacéo diferencial resulta em
Tra-b+a=0

ou

e, da condic&o inicial,

yL(0)=a-e’?=a =20

A solucao é entédo dada por
y.(t) = 2.0 e7025t

representada na Figura 3.1.
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yi(t)
2,0

10T

5
4

} } } f 4 -
0 5 10 15 20 25 t

Figura 3.1 — Resposta livre (Exemplo 3.1).

Existe um conjunto de sinais preferenciais, frequentemente usados para a analise dindmica

de um sistema dindmico. Comecemaos por introduzir o sinal em degrau unitario.
3.2. Degrau unitario

Um sinal em degrau representa uma transicao instantanea entre dois valores constantes num
dado instante de tempo particular. O degrau unitario € um caso particular daquele, transitando

do valor 0 para o valor 1 no instante de tempo t = 0. O degrau unitario define-se entéo por

t=0

1
8(t):{o £<0

e a sua representacéo temporal é apresentada na Figura 3.2.

e(f) A

2D
W

Figura 3.2 — Sinal degrau unitario.
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3.3. Resposta forcada

A resposta de um sistema a um sinal de excitacdo na entrada designa-se por resposta
forcada yg(t).

Exemplo 3.2

Considere-se, de novo, o sistema caracterizado pela equacéo diferencial

dy(t)
dt

T + y(t) = u(t)

com t = 4.0 s, condicao inicial nula y(0) = 0 e entrada em degrau unitario u(t) = &(t).

Como no Exemplo 3.1, a solugéo é proposta baseada num sinal exponencial. No entanto, é
necessario considerar uma componente constante que equilibre os dois lados da equacao.
Assim, a solucéo forcada toma a forma proposta dado por

ye(t) =a-ePt +¢

gue substituida na equacéo diferencial resulta para t > 0 em

t-a-b et +a-ett+c=1.0

Daqui se conclui que

e, da condicdo inicial nula,
ye(0) =a-e?%+¢c=0.0

ou seja,
a=—-c=-1.0

A solucao final é entdo dada por (t > 0)
ye(t) = 1.0 — e 0:25¢

representada na Figura 3.3.

28



Controlo de Sistemas Dinamicos RNS

ye(f) A
15
1,0f ——fF-———m-—————omaa .
I
I
V E
I/
05t /'
y
l + t t t t =
0 5 10 15 20 25

Figura 3.3 — Resposta forcada ao degrau (Exemplo 3.2).

Exemplo 3.3

Considere-se, ainda de novo, o sistema caracterizado pela equagéo diferencial

d
T? + y(t) = u(t)

com t = 4.0 s, condicao inicial y(0) = 2 e entrada em degrau unitario u(t) = &(t).

Porque o sistema € linear, a resposta surge da sobreposicdo das respostas livre e forcada

encontradas nos exemplos anteriores. A solucéo é entdo dada por (t > 0)
y(®) = yL(&) + yp(t) = 1.0+ 702
representada na Figura 3.4.

Note-se que, fazendo uso da definicho de degrau unitario, € possivel representar

analiticamente a solu¢cdo como
y(t) = (1.0 + e %25) - g(¢)

ficando a expressao imediatamente valida para qualquer valor do tempo t anterior ou posterior

at=0.
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¥()
2,0

1,01

2D

Figura 3.4 — Resposta a excitacdo em degrau com condi¢@es iniciais ndo nulas (Exemplo 3.3).

3.4. Impulso unitério

Outro sinal muito importante utilizado na analise de sistemas dindmicos é o impulso unitério.
O sinal impulso unitario € uma abstracdo matematica que representa a entrega ao sistema,
pela entrada, de uma quantidade finita de energia num tempo infinitesimal. (Nao confundir a
energia de um sinal de informacdo com a energia em W de um sinal fisico.) Na pratica, o
significado de infinitesimal sera o de ser muito menor que as constantes de tempo naturais do

sistema a excitar.

Considere-se o sinal retangular definido por

1/A 0<t<A
SA(t) - { é C.C.
representado na Figura 3.5.
Sat) A
1/A ¢
P >
0 A t

Figura 3.5 — Sinal retangular de duracéo A.

Note-se que independentemente do valor da largura do sinal retangular, a area definida na

figura (energia do sinal) é sempre de valor unitario.
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O impulso unitério € obtido a partir do limite, quando a largura A vai para zero, do sinal §,(t),

ou seja (ver Figura 3.6)
6(t) = Al_l‘}r(l) NG

tal que

+ oo

6(o)do =1

— 00

No limite, o impulso unitario representa um sinal com amplitude infinita e duracdo nula mas

cuja energia € unitéria.

=7
| I
b
| I
I I
b
| I
o
I
%(0) 4 : A—0
I
__:__s
o
b
| I
1/A 0/ I
// A .
0 A t

Figura 3.6 — Impulso unitario como o limite do sinal retangular.

Do facto do impulso unitario ter energia unitaria pode estabelecer-se uma relagdo entre o

impulso unitario e o degrau unitario como

t
e(t) =f 6(o)do

ou de forma inversa

de(t)
dt

8(t) =

3.5. Respostaimpulsiva

A resposta de um sistema dindmico a um impulso unitario na sua entrada designa-se por
resposta impulsiva h(t). Adiante, ver-se-a que a resposta impulsiva caracteriza de uma forma

Unica um sistema linear invariante no tempo.
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Exemplo 3.4

Considere-se mais uma vez a equacéo diferencial de 1° grau dada por

dy(t)
dt

T + y(t) = u(t)

com t = 4 s, condic¢ao inicial nula y(0) = 0 e, agora, entrada em impulso unitario dada por
u(t) = 8(t).

Sendo o sistema linear, a solu¢do pode ser obtida da resposta ao degrau unitario (Exemplo
3.2) e da relacao estabelecida entre o impulso e o degrau e impulso (derivada). Se 0 novo
sinal de excitacdo (impulso) resulta da derivacdo do anterior (degrau), entdo a resposta

impulsiva pode ser obtida derivando a resposta ao degrau unitario, obtendo-se o sinal
d
y(t) = h(t) = a{(l.O +e7025) . (1)} = 0.25 - 7025 - g(1)
representado na Figura 3.7.

h(t)
0,25

@ t t t f t |
0 5 10 15 20 25 t

Figura 3.7 — Resposta impulsiva (Exemplo 3.4).
|
A propriedade de um sistema ser invariante no tempo significa que uma translacao no tempo

do sinal de entrada, resulta numa translacdo no tempo da mesma magnitude do sinal de saida,

como se ilustra no exemplo seguinte.
Exemplo 3.5

Considere-se novamente a equacéao diferencial de 1° grau

dy(t)
dt

T + y(t) = u(t)

Com 1 = 4 s, condicéo inicial nula y(0) = 0 e entrada impulsiva u(t) = 6 - 6(t — 5).
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Sendo o sistema linear e invariante no tempo, a solucéo pode ser obtida da resposta impulsiva
h(t) (obtida no Exemplo 3.4). A resposta do sistema € dada pelo sinal
y(t) =6-h(t—5) =15 025125, ¢(t — 5)

representado na Figura 3.8

: . : : =
10 15 20 25 ¢

0

Figura 3.8 — Resposta do sistema invariante no tempo (Exemplo 3.5).

Apesar daquilo que os exemplos apresentados neste capitulo nos poderem levar a pensar, a
resolucdo de equacdes diferenciais de ordem n ndo é em geral facil. De seguida, apresenta-
se uma forma alternativa de encontrar estas solu¢des recorrendo a Transformacéo de
Laplace. Por conveniéncia para o estudo dos sistemas causais, este texto limitar-se-4 a

Transformacéo de Laplace unilateral direita.
3.6. Transformacgéo de Laplace

A Transformacdo de Laplace é um operador que transforma um sinal x(t) no dominio do
tempo continuo t, numa fung¢éo X(s) no dominio da variavel complexa de Laplace s. A

operacgdo é definida por

X(s) = f+oox(cr) -e %% o
0

A Transformacéo de Laplace (ou Laplaciana) aparece representada na literatura em diversas

formas equivalentes tais como

TL{x ()} = L{x(1)} = X(5)
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A partir da definicdo é possivel calcular a Transformacdo de Laplace de qualquer sinal,
embora isso possa nao ser simples. Os exemplos seguintes calculam as Transformacdes de

Laplace para o impulso unitério e para o degrau unitario.

Exemplo 3.6

A Transformacao de Laplace do impulso unitario 8(t) € dada por

AGs) = [ " 8(0)-e™do =1 (Justifique!)
]
Exemplo 3.7
A Transformacéo de Laplace do degrau unitario e(t) é dada por
+o0 +00 e~S0 +o0 1
E(s) = f e(0) e %o = f e %% o = [ ] =—
0 0 =S Iy S
]

Adicionalmente, a Transformacdo de Laplace goza de um conjunto de propriedades que
derivam da prépria definicdo. Uma propriedade fundamental é a linearidade do operador de
Transformacdo de Laplace, ou seja, sejam dois sinais genéricos x(t) e z(t), e duas

constantes a e b tais que o sinal w(t) = a - x(t) + b - z(t), entdo
W(s) =TL{w(t)} =TL{a-x(t) +b-z(t)} =a-TL{x(t)} + b-TL{z(t)} =a-X(s) + b - Z(s)

As tabelas das paginas seguintes apresentam as Transformacdes de Laplace dos sinais mais

usuais e as propriedades da Transformacao de Laplace.
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Tabela de Transformacoes de Laplace

1
o(t) 1
? 1
e(t) =
3 1
e—at . S(t) -
s+a
‘ 1
t-g(t) »
° n!
oe® gn+l
° —at 1
t-e % - g(t) T
! —at a
G Gro
® a
sinat - £(t) e
? s
cosat - £(t) e
10 .
sin(at + @) - £(t) (sin (pz:z -_I-l_ Elczos @)a
11 L Y
e % -sinbt - £(t) CToTTR
12 —at s+a
e % . cos bt-e(t) T
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Tabela de Propriedades da Transformacao de Laplace

+00
P1 Definicao X(s) =TL{x(t)} = f x(0) e %°do
0
1 C+joo
P2 Inversa x(t) = TLHX(s)} = —f X(o) e °'do
21 Jejoo
Se w(t)=a-x(t)+b-z(t
P3 Linearidade 2 ®) 2
entdo: W(s) =a-X(s)+b-Z(s)
. dx(t
P4 Derivacao TL{ );(t )} =s-X(s)—x(0)
o d*x(t)
P5 Derivagdo de 22 ordem TL %z (= s2-X(s) —s-x(0) —x'(0)
S d™x(t) _
P6 Derivacéo de ordem n TL{ e } = 5" X(s) — s 1x(0) --- — x™(0)
t 1
P7 Integracéo TL {f x(r)dr} = ;X(s)
0
+00
P8 Convolucao TL {f x(o)h(t — G)do} = X(s) - H(s)
1 /s
P9 Escalamento no tempo TL{x(at)} =—-X (—)
a a
P10 Translacao no tempo TL{x(t — 1)} = e ™ - X(s)
P11 Translagéo em s TL{e? - x(£)} = X(s — a)
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3.7. Produto de convolucao

Com o conhecimento adquirido nas secc¢des anteriores deste capitulo, estamos em condicdes

de determinar a solucdo de uma equacao diferencial a um sinal de excitacdo genérico u(t).

Considere-se um sistema linear invariante no tempo caracterizado pela equacgéao diferencial

d"y(t) d"hy(®) dy ()
dm + aq den-1 + .- Apn—_1 T + any(t)
dmu(t) | dm () du(t)
= bO drm 1 drm-1 + .- bm—l T + me(t)

e o sinal u(t) representado, de forma aproximada, por um trem de sinais retangulares

u(t) = X2 oult) - Salt —t) - A com t; = ti_1+A
como representado na Figura 3.9.

u(t) 4

= 4

«—
0 At G i t
Figura 3.9 — Trem de sinais retangulares.

O ponto revelado aqui € que qualquer sinal de entrada pode ser representado por uma soma
(mesmo que infinita) de sinais retangulares escalados de forma adequada. Se a largura dos
sinais retangulares A for levada para zero, os sinais retangulares (em numero crescente)

convergirdo para impulsos unitarios, e a soma para a integragéo resultando em

u(t) = f+°ou(0) -8(t —o)do

Conhecendo a resposta impulsiva do sistema h(t), as propriedades da linearidade e da
invariancia no tempo do sistema implicam que a resposta a cada um dos termos da soma

u(o) - 8(t — o) sera dada por u(c) - h(t — o) e

y(t) = f+oou(0) -h(t — o)do

A operacao da equacao anterior € designada por produto de convolucéo e é representada

de forma abreviada por
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y(@) = u(t) * h(t)

Interessante mesmo é que, aplicando a Transformacao de Laplace ao produto de convolucao

resulta em

Y(s) = f+ooy(0) e 5% o = f+°° [f+oou(T) -h(o — T)d‘t] e 5% o = ---
0 0 —o0

+00 +00
f u(c)e‘s"dc] . [ h(T)e_STdr] =U(s) H(s)
0 0
ou seja, a aplicacdo da Transformacdo de Laplace ao produto de convolugéo resulta num
produto simples de transformadas, repetindo
Y(s) =H(s) U(s)
Exemplo 3.8

Considere-se a repeticdo do Exemplo 3.3 com o0 sistema caracterizado pela equacéo

diferencial

dy(t)

TT + y(t) = u(t)

com t = 4 s, condic¢ao inicial nula y(0) = 2.0 e entrada impulsiva u(t) = &(t).
Aplicando a Transformacao de Laplace a equacao diferencial obtém-se (justifique)

1
T[sY () =y(@] +Y(s) =U(s) = ¢

ou

T
Y(s) = y(0) +

1 1
s+ 1 S

ws+1 -
Aplicando a Transformacao de Laplace inversa, obtém-se

y(t) = 2.0-e %258 g(t) + (1.0 — e7925%) - g(t)

representada na Figura 3.4 referida anteriormente.

3.8. Solucdo da equacdao diferencial usando a Transformacéo de Laplace

Em geral, se as condig¢@es iniciais forem nulas, pode se obter a solucao da equacéao diferencial
a partir das Transformacoes de Laplace da resposta impulsiva do sistema H(s) e do sinal de

entrada U(s), ou seja

y(t) = TLHH(s)U(s)}
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No entanto, as conclusBGes a retirar deste ensaio estdo limitadas ao sinal de excitacdo
escolhido, neste exemplo, o degrau unitario. Como ganhar generalidade na andlise dos

sistemas?
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4. Funcgao de transferéncia e analise dinamica

O capitulo anterior terminou com o levantamento de uma questédo relativa a como ganhar
generalidade na analise dindmica de um sistema, independentemente do sinal de excitacado
a entrada. Este aspeto divide dois tipos de andlise dos sistemas dinamicos: simulacdo do

sistema versus analise das caracteristicas intrinsecas do sistema.
4.1. Funcéo de transferéncia de um SLIT

E importante poder caracterizar um sistema dindmico pelas suas caracteristicas intrinsecas,
i.e., independentes do sinal de entrada e das condi¢c@es iniciais. Isto é possivel para os

sistemas lineares, onde
Y(s) = H(s)U(s)

Define-se a funcado de transferéncia de um sistema dinadmico linear invariante no tempo
como a funcdo que relaciona as transformadas de Laplace dos sinais de entrada e de saida

do sistema, ou seja

Y

Esta funcado de transferéncia s6 depende das caracteristicas intrinsecas do sistema.

Analiticamente, a funcéo de transferéncia confunde-se com a Transformacdo de Laplace da
resposta impulsiva
H(s) = TL{h()}

e isto sucede pelo facto da Transformacao de Laplace do impulso unitario ser igual a unidade.
No entanto, a funcao de transferéncia representa uma relacéo entrada-saida, independente

do sinal de excitacéo.

Voltando aos dois tipos de analise dos sistemas. A analise da funcdo de transferéncia do
sistema permite tirar conclusdes diretas sobre as caracteristicas dindmicas do sistema sem
envolver a analise de respostas temporais. A simulacdo da resposta temporal a sinais

especificos, tratada no capitulo anterior, € muito importante no contexto da analise da

resposta a sinais externos, e.g. perturbacfes ou sinais de comando.

Exemplo 4.1

Considere-se o sistema representado pela seguinte equacéao diferencial de 1° grau

dy(t)
dt

T + y(t) = u(t)

Aplicando a Transformacao de Laplace a equacao diferencial obtém-se (y(0) = 0)
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wsY(s) +Y(s) = U(s)

e a funcao de transferéncia é dada por

RNS

Note-se que para esta andlise, consideraram-se condi¢des iniciais nulas. De facto, devido a

linearidade do sistema em causa, as condi¢des iniciais ndo maodificam as conclusfes que se

retiram da analise da funcéo de transferéncia, que relaciona os sinais a entrada e saida do

sistema, se este for linear.

Exemplo 4.2

Considere-se o sistema representado na Figura 4.1.

L R

Figura 4.1 — Esquema da instalagcao do Exemplo 4.2.

Podemos escrever a equacdao diferencial que modela o comportamento do circuito eletrénico

e converte-la na funcdo de transferéncia, a semelhanca do realizado no exemplo anterior.

Vejamos, no entanto, uma forma alternativa de chegar ao mesmo resultado tirando partido de

algum conhecimento da teoria dos circuitos elétricos.

A lei de Ohm diz-nos que existe proporcionalidade entre a diferenca de tenséo aos terminais

de um elemento resistivo e a corrente que o atravessa. Mais, que esse fator de

proporcionalidade define o valor da resisténcia, em Ohm, i.e.

dvc(t) _

vp(t)
ig(t)
As caracteristicas dos elementos indutivo e capacitivo, dizem-nos, respetivamente, que
dig(t) _
L el ) (t) e C

ic()

Se aplicarmos a Transformacdo de Laplace as caracteristicas dos trés elementos (sem

pré-historia) obtém-se

VRO _ po Val _
Ir(s) ’ 1L(s)
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Como a montagem da Figura 4.1 constitui um divisor de tensao (i.e. a corrente é estabelecida
pela tenséo de entrada e pela série das impedéancias dos trés elementos; e a tensao de saida
€ igual ao produto da corrente pela impedancia do elemento nesse ramo), a tensao de saida
V,(s) é dada por

1 1

1 ' Vi(s)

R+LS+S—C

Vo(s)

e logo, reordenando os termos, obtém-se para a funcao de transferéncia

1

Vo (s) IC
HO) =5 = TR T
SSTISTIC

4.2. Converséao direta para funcéo de transferéncia

A sequéncia de aplicacao da Transformacao de Laplace a equacéo diferencial com condi¢cbes
iniciais nulas pode ser automatizada num processo de conversao direta por inspecdo. Se a

equacéo diferencial estiver representada na forma

d"y(¢) d™ 1y (t) dy(t)
g TUgma Tt et a,y(t)
d™u(t) d™ 1u(t) du(t)
= bo dem 1 dtm_l st bm—l F + bmu(t)

a funcédo de transferéncia resultante é dada por

Y(s)  bos™+bys™ 4+ by _q5+ by,

H(s) = =
) U(s) s"+as" 44 a, s+ a,

relacionando as Transformacdes de Laplace dos sinais de entrada U(s) e de saida Y (s).
4.3. Algebrade blocos

Quando a complexidade de um sistema aumenta, a abordagem ao processo de modelacao e
andlise passa, numa primeira fase, por seccionar esse processo em subsistemas mais
simples, para depois integrar as funcdes de transferéncia resultantes. Para suportar essa
aproximacao representam-se as fungdes de transferéncia por blocos como representado na

Figura 4.2.

X(s) Y(s)

EEm—— G(S) —

Figura 4.2 — Bloco simples de funcéo de transferéncia.

42



Controlo de Sistemas Dinamicos RNS

O bloco é representado por um retdngulo onde se inscreve a funcdo de transferéncia
representada. O sinal de entrada € representado por uma seta dirigida ao bloco e o sinal de

saida por uma seta dirigida para o exterior. O esquema de blocos da Figura 4.2 significa entdo
Y(s) = G(s)X(s)

E agora possivel descrever sistemas mais complexos por agregacéo de diversos blocos. De
acordo como as entradas e saidas de os diversos blocos estéo interligadas diferentes fun¢des

sdo realizadas pelo conjunto.

Se a saida de um bloco constituir a entrada de outro diz-se que temos os blocos em cascata
(Figura 4.3).

X(s) = X(s) Yi(s) = Xo(s) Va(s) = ()
———— Gi(S) — Gy(s) —

Figura 4.3 — Esquema de blocos em cascata.
Na situacdo da cascata, pode se escrever
Y(s) = G2()X3(s) = Gz(s)Y1(s) = G2(s)Gy1(s) - X(s)
ou seja, o esquema de blocos da Figura 4.3 é equivalente ao bloco da Figura 4.2 com
G(s) = Gy(s)G1(s)

Note-se que no caso de se terem blocos univariaveis (i.e. uma entrada e uma saida) os blocos

da Figura 4.3 sdo permutaveis, resultado do produto de escalares ser comutativo.

Na Figura 4.4 introduz-se um bloco diferente, designado por bloco somador, que realiza a
soma dos diversos sinais dirigidos ao bloco. Neste caso especial o bloco €, normalmente,
representado por um circulo (embora seja possivel encontrar outras representacdes

equivalentes na literatura).

Figura 4.4 — Bloco somador de sinais.

As entradas do bloco somador podem ser afetadas de um sinal negativo. Por omissédo as

entradas sdo somadas positivamente.
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Outra agregacao basica de blocos é o esquema de blocos em paralelo, como representado
na Figura 4.5. A entrada é comum aos dois blocos e as saidas respetivas sdo somadas,

produzindo a saida do conjunto. Assim, temos a operacao algébrica dada por
Y (s) = Y1(s) + Y2(5) = G1($)X(s) + G2(s)X(s) = (G1(s) + G2(5)) - X(5)
ou seja, 0 esquema de blocos da Figura 4.5 é equivalente ao bloco da Figura 4.2 com

G(s) = Gy(s) + Gz (s)

Xi(s) = X(s) Yi(s)

> Gy(S)

X(s) Yi(s) + Ya(s) = Y(s)

\/

= G,(S)

Xa(s) = X(s) Ya(s)

Figura 4.5 — Esquema de blocos em paralelo.

Uma guestao que costuma gerar alguma dificuldade inicial na compreensao destes esquemas
€ aderivacado dos sinais. Na Figura 4.5 o sinal X(s) deriva para as entradas dos dois blocos
em paralelo. Isto n&o significa que o sinal se divide, como um caudal méassico que se divide
por dois canais de escoamento. A derivacdo ndo consome 0 sinal, que transporta apenas

informac&o, e o sinal X(s) entra completo e igualmente nos dois blocos.

Uma forma diferente de agregacéo basica, muito importante para o controlo, é o esquema de
blocos em retroacéo (ver Figura 4.6). Aqui, a saida de um bloco constitui a entrada de um
segundo e, por sua vez, a saida deste é usada para produzir a entrada do primeiro.
Adicionalmente, € vulgar a existéncia de um bloco somador numa das ligacdes para que se

possa introduzir uma entrada de comando do exterior.

X(s) Xi(s) =

-
X(s) + Ya(s)

Gi(s) 4

Ya(s)

Gy(S) ——

Figura 4.6 — Esquema de blocos em retroacgédo positiva.

Assim, temos a operacao algébrica dada por
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Y(s) = G1()X1(5) = G1()(X(5) + Yo (s)) = G1()X(5) + G1 ()G ()Y (5)
ou

Y(s) — G1(s)Go ()Y (s) = G1(s)X(s)
resultando em

G1(s)

VO = 16,0066

X(s)

Assim, o esquema de blocos da Figura 4.6 € equivalente ao bloco da Figura 4.2 com

G1(s)

¢S =1 66)

Como se vera adiante, € vulgar a retroagdo ser negativa como apresentado na Figura 4.7.
Neste caso, fica como exercicio mostrar que o esquema de blocos da Figura 4.7 é equivalente

ao bloco da Figura 4.2 com

_ G1(s)
‘O = 606
X(s) Kls)= G (S) Yi(s) = Y(Sl
1
Xo(s)=Y(s)

Gy(S) [+=—

Figura 4.7 — Esquema de blocos em retroag&o negativa.

Este conjunto de operacdes algébricas permite a simplificacdo de esquemas de blocos que

derivam da modelacéo dos sistemas, como se apresenta nos exemplos seguintes.
Exemplo 4.3

Considere-se o0 esquema de blocos representado na Figura 4.8.
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X(s)

—0 Gy(s) Ga(S)

- A =

Y(s)

\

\/
[9)
—

%)
~

Y

\

Gs(S)

Gs(s)

A

Figura 4.8 — Esquema de blocos do Exemplo 4.3.

O sistema representado neste esquema de blocos pode ser simplificado por agregacéo
sucessiva de blocos. A Figura 4.9 identifica opera¢des sucessivas de simplificacdo marcadas
como A, B, C. O contorno A agrega em série os blocos relativos a G,(s) e G,(s) resultando
em G,(s)G,(s). Por sua vez, o contorno B agrega em paralelo este resultado com o bloco
relativo a G5 (s), resultando em {G,(s)G,(s) — G5(s)}. O contorno C identifica novamente uma
série, agora, equivalente a G,(s) - {G,(s)G,(s) — G3(s)}. Finalmente, sobra a retroacédo
negativa dos blocos no interior de C com o bloco relativo a G5(s), que tem como resultado

final equivalente

G(s) = Y(s) _ G4(5) - {G2(5)G1(s) — G3(s)}
X(s) 1+ Gu(s) {G(5)G1(s) — G3(s)} - Gs(s)
n
:[__I—_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_T;_______TB _______ jlc
X(s) || | | | | Y(s)
Ot Gits) | 6uts) Gils)
-4t L ;
W T |
:: > G3(S) | :
L:::::::::::::::::::J_ _______ I
Gs(s) =

Figura 4.9 — Algebra de blocos do Exemplo 4.3.

Por vezes, existe conveniéncia em realizar uma transposi¢do de pontos de derivacéo ou de
soma através dos blocos. Nesses casos, aplicam-se as equivaléncias Obvias apresentadas

nas Figura 4.10 a Figura 4.13.
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X(s) Y(s) X(s) Y(s
— > G(s) —— — G(s) -
Z(s)> “ L 1 Z(s)

Gis) |

X(s) Y(s) X(s) Y(s)

— G(Ss) - “ |
Z(s) Z(s)

Figura 4.11 — Transposicao para tras de um ponto derivacao.

X(s) Y(s) X(s) Y(s)

G(s) — — G(s) >
Z(s) ‘l’ Z(s)

—» G(s)

Figura 4.12 — Transposicéo para a frente de um bloco somador.

X Y X(s) Y(s)
L) - “ G(s) [—
Z(s) Z(S)» 1
G(s)

Figura 4.13 — Transposi¢éo para tras de um bloco somador.
4.4. Polos e zeros dafuncéo de transferéncia

A andlise do comportamento dindmico de um sistema através da sua funcéo de transferéncia
G(s) € realizada observando a posicdo das raizes dos polindbmios numerador N(s) e
denominador D(s). Assim, seja G(s) a funcdo de transferéncia definida por

N(s)

¢ =D

onde o polinébmio numerador, de ordem m, é dado por
N(s) = bos™ + bys™ 1+ -+ bpy_15 + by,
e o polinbmio denominador, de ordem n, é dado por

D(s) =s"+a;s" 1+ +a,_1s+a,
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Se o sistema for causal a ordem do denominador é superior ou igual & ordem do numerador,
ou seja, se m < n. Se m < n, 0 sistema diz-se causal no sentido estrito. Se m = n, o sistema

€ causal no sentido lato.

As m raizes do numerador N(s) designam-se por zeros da fungdo de transferéncia e

representam-se no plano complexo da variavel s de Laplace por um zero - ‘0’.

As n raizes do denominador D(s) designam-se por polos da fungcdo de transferéncia e

representam-se no plano complexo da variavel s de Laplace por um xis - ‘X’.

O lugar destas raizes, polos ou zeros, condiciona o comportamento dindmico do sistema.

Exemplo 4.4
Considere-se o sistema descrito pela funcdo de transferéncia

2s3 +4s2 +8s + 16

60) = 33 -2 —135 - 10
O polinémio numerador tem as raizes (zeros da funcéo de transferéncia)
zy =-2.0
N(s) =253 +4s2+85+16=0 z; = +2.0
z3 = —2.0j

e o0 polinomio denominador tem as raizes (polos da funcéo de transferéncia)

p1 = +2.0

4 o p, = —2.0 + 1.0j

D(s) =s*+3s3—5s2—-135s—-10=0 pz = —2.0 — 1.0j
ps=—1.0

Na Figura 4.14 observa-se o lugar destas raizes no diagrama polos-zeros.

Ajo

2®  plano s
X 14
& % t % _
o & 1 2 &
¥--mmmmm Ay 4

2j®

Figura 4.14 — Diagrama polos-zeros do Exemplo 4.4.
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Note-se que a ordenacdo dada aos polos e zeros no exemplo anterior € completamente
arbitraria. E de lembrar também que as raizes de polindmios com coeficientes reais sdo reais

ou, quando complexas, em pares conjugados.
4.5. Estabilidade assintoética

A estabilidade é uma das caracteristicas mais procuradas de um sistema dindmico e € muito
importante saber conclui-la a partir diagrama de polos-zeros. No capitulo de introducéo
referiu-se ja, de forma breve, a estabilidade como a capacidade de um sistema voltar ao ponto
de equilibrio apos sofrer uma perturbacdo. A estabilidade de um sistema linear é uma
caracteristica intrinseca do sistema e portanto ndo depende do sinal de excitacao externo.

Um sistema diz-se estavel no sentido assint6tico se, dada a sua resposta impulsiva, existirem

valores a,p > 0, tal que, qualguer que seja o valor do tempo t
|h(t)| < ae™Pt

Significa isto que a resposta impulsiva deve aproximar-se de zero (quando o tempo vai para
infinito) mais depressa que uma exponencial decrescente com parametros positivos
adequados (Figura 4.15). Uma consequéncia desta definicdo € que a resposta impulsiva de

um sistema estavel no sentido assintético converge obrigatoriamente para zero.

Note-se que a estabilidade assintética nao é a Unica definicdo possivel de estabilidade. Uma
definicdo habitual alternativa € a estabilidade no sentido saida limitada para entrada limitada
ou BIBO (de Bounded Input Bounded Output). Um sistema assintoticamente estavel é estavel
no sentido BIBO, mas o contrario ndo se aplica. Por exemplo, um oscilador puro é estavel no

sentido BIBO, mas n&o converge para zero.

ht) A N

7
R
st ae
/

Figura 4.15 — Estabilidade assintdtica.

49



Controlo de Sistemas Dinamicos RNS

Um sistema dinamico representado pela sua funcdo de transferéncia € estavel no sentido
assintotico se e so6 se todos 0s seus polos estédo posicionados a esquerda do eixo imaginario,

ou seja, se e so se
Re{p;} <0 para i=1,..,n

A posicao dos zeros néo influencia a estabilidade do sistema, podendo estar localizados nos

semiplanos complexos esquerdo ou direito.

Em oposicdo, um polo diz-se instavel quando tem parte real positiva.

Exemplo 4.5
Considere-se de novo o sistema descrito pela fungéo de transferéncia

2s3 +4s2 +8s + 16

G(s) =
() = T35 —s2 - 135 — 10

Viu-se ja no Exemplo 4.4 que os polos da fungéo de transferéncia sdo dados por

pL=+2.0

) 3 2 p, = —2.0 + 1.0j

D(s) =s*+3s3—5s2—-135s—-10=0 p3 = —2.0 — 1.0j
Py =—10

Como pelo menos um polo, p;, tem parte real positiva, o sistema ndo é estavel no sentido

assintotico (Figura 4.16).

Ajo /
plano s 2 ea/ Io
mstavy
_________ 1J J /
P /

Figura 4.16 — Polo instavel (Exemplo 4.5).
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Exemplo 4.6

Considere-se o sistema descrito pela funcao de transferéncia

5

G(s) =
(s s3+2s2+4s5+8

Neste caso os polos da funcéo de transferéncia sdo dados por

p1 = —2.0
D(s)=s+2s>+45+8=0 pz = +2.0j
p3 = —2.0j

Como os polos p, e p; tém parte real nula, o sistema ndo é estavel no sentido assintético.
Nesta situacdo em que os polos estdo sobre a fronteira da estabilidade (e ndo existe nenhum

com parte real positiva) o sistema diz-se marginalmente estavel (Figura 4.17).

i 1% plano s
polos /

marginalmente 1j 1
estaveis /
S t |
-2 c/
zona /

ok

Figura 4.17 — Polos marginalmente estaveis (Exemplo 4.6).

O exemplo seguinte mostra, para um sistema de 12 ordem sem zeros, o efeito da posicéo do

anico polo nos semiplanos complexos esquerdo ou direito nas respetivas respostas impulsivas.
Exemplo 4.7

Considere-se o sistema caracterizado pela equacéo diferencial

dy(t) B
—ar T ay(t) = u(t)

onde a é uma constante real. Aplicando a Transformacéo de Laplace a equacgéo diferencial

obtém-se a funcao de transferéncia

G(s) =

s+a

51



Controlo de Sistemas Dinamicos RNS

com um polo p = —a. A resposta impulsiva obtém-se aplicando a Transformacé&o de Laplace

inversa, resultando em

h(t) = TL—l{ X 1} )

s+a

Se a > 0, o polo p = —a tera parte real negativa, o sistema é estavel e a resposta impulsiva
converge para zero (Figura 4.18.a). Se a < 0, o polo p = —a tem parte real positiva, o sistema
é instavel e a resposta impulsiva diverge (Figura 4.18.b). Na fronteira entre estes dois casos,
com a = 0, o polo é nulo, o sistema é marginalmente estavel e a resposta impulsiva, embora

nao divergindo, ndo converge para zero (Figura 4.18.c).

a) A j(i) plano s h(t?]
a>0
¥ '
-a o 0 t
. h(t)
b) A Jo plano s
a<o0
1
K
= 0 t
h(t)
c) A plano s T
a=0 1
T - |
0 t

Figura 4.18 — Estabilidade de um sistema de 12 ordem sem zeros (Exemplo 4.7).

4.6. Teorema do valor final

Um resultado de grande utilidade é o descrito pelo teorema do valor final com o enunciado
seguinte. Seja X(s) a Transformacé&o de Laplace de um sinal x(t), entdo o valor do limite do
sinal quando o tempo vai para infinito € igual ao limite de s - X(s) quando s tende para zero,

ou seja

lim x(t) = lir%s - X(s)
S—

t—oco

Um corolario interessante deste resultado é que se o sinal em causa for a saida de um sistema
descrito pela sua funcdo de transferéncia G(s), entdo o valor final da resposta a um degrau

unitario € dado por
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. : . 1
Y ={ns V) ={igs 665 =60
sendo este valor designado por ganho estatico do sistema.

4.7. Teorema do valor inicial

De um modo dual, enuncia-se o teorema do valor inicial do seguinte modo. Seja X(s) a
Transformacao de Laplace de um sinal x(t), entdo o limite do sinal no tempo quando o tempo
se aproxima de zero (por valores a direita) & igual ao limite de s - X(s) quando s tende para

infinito, ou seja
tll,r(§1+ x(t) = 5!1—>r2) s-X(s)

Novamente, se o sinal em causa for a saida de um sistema descrito pela sua fungédo de

transferéncia G (s), entdo o valor inicial da resposta a um degrau unitario € dado por

1
limy(t) = lims-Y(s) = lims-G(s)-—= lim G(s)
t—0 S—00 S—00 S S—00

sendo este valor nulo sempre que o sistema for causal no sentido estrito (n > m). Se o
sistema for causal no sentido lato (n = m), existe uma descontinuidade na origem na

resposta ao degrau, e o valor inicial toma o valor do coeficiente b, da funcéo de transferéncia.

Este teorema € ainda de grande utilidade para analisar a continuidade das primeiras derivadas
na origem da resposta ao degrau. Assim, se n-m = 1, entdo a resposta ao degrau é continua
na origem, mas a derivada é descontinua apresentando um vértice. No caso em que n — m >
2, entdo a resposta ao degrau é continua na origem, bem como a sua derivada, transitando

suavemente a partir da condigao inicial.
4.8. Resposta no tempo de sistemas de ordem reduzida

Compreendido o conceito de funcéo de transferéncia, é possivel agora retomar a questao da
resposta no tempo com uma abordagem diferente. Do ponto de vista da resposta no tempo
de um sistema estavel, a dinamica dominante é estabelecida pelo grupo de raizes (polos e
zeros) mais proximos da origem (e a esquerda desta). Nesta seccdo, apresenta-se as
respostas no tempo para um conjunto de sistemas basicos de primeira e segunda ordem que

constituem na grande maioria dos casos a dindmica dominante do sistema.

Considere-se, para comecar, o sistema de 12 ordem sem zeros com a fungéo de transferéncia

dada por

G(s) = Ka _ K
S s+a Ts+1

Este sistema € caracterizado pelo ganho estéatico igual a K e um polo em (ver Figura 4.19)
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B 1
b1 a= T
& plano s
el
a3 =
-a=-1 =

Figura 4.19 — Posicionamento do polo do sistema de 12 ordem.

y(t

B e el

>

O T= 1/a t
Figura 4.20 — Resposta ao degrau unitario do sistema de 12 ordem.

Na Figura 4.20 representa-se a resposta no tempo deste sistema a um degrau unitario. A
resposta sera tanto mais rapida quanto maior for o polo em valor absoluto (mais afastado da

origem para o lado esquerdo).
No caso particular em que o valor do polo € igual a zero, o sistema representado é o integrador
puro e a fungéo de transferéncia escreve-se

K
G(S) = ?

O ganho estatico é agora infinito significando que a resposta ao degrau unitario néo
estabilizard em nenhum valor finito, como se pode observar na Figura 4.21. Relembre-se que
estando o polo da funcéo de transferéncia do integrador sobre o eixo imaginario, o sistema ja
nao é estavel. No entanto, o integrador também nao é instavel e, como se vera no capitulo
seguinte, € um bloco de grande utilidade no controlo pela sua capacidade de impor o

seguimento sem erro permanente.
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A P
y(t FO) =+, -
resposta ao
degrau unitario
=K
K
resposta ao
impulso unitario
B

0 t
Figura 4.21 — Resposta ao degrau e ao impulso unitarios do sistema integrador.

O sistema de 22 ordem sem zeros é o bloco dindmico mais importante por apresentar
simultaneamente riqueza de comportamentos dindmicos diferentes e coincidir

frequentemente com a dinAmica dominante de sistemas de controlo em anel fechado.
Considere-se entédo a funcdo de transferéncia do sistema de 22 ordem sem zeros dada por

bO K(A)rzl

G(s) = =
() s2+a;s+a, s%+2Dw,s+ w’

A segunda forma de representacdo permite distinguir o efeito dos parametros da fungéo de

transferéncia no comportamento dinamico. Definem-se assim as seguintes variaveis:
e Ganho estatico K
e Frequéncia natural w,
e Fator de amortecimento D

Esta funcédo de transferéncia (sem zeros) tem dois polos nas raizes do polindmio denominador,

dados por (verifigue como exercicio)

P12 = —Dw, + wyyD?% -1

Enquanto o fator de amortecimento estabelece a posicao relativa dos dois polos, a frequéncia
natural determina a distancia a origem de ambos, e logo, irA ser determinante no
estabelecimento da rapidez da resposta. Quanto maior for a frequéncia natural w,, mais

rapida sera a reaccdo do sistema a uma excitacdo na entrada.

Por outro lado, de acordo com o valor do fator de amortecimento D (positivo para ser estavel),

importa distinguir trés casos possiveis
e Sistema sobre-amortecido quando o fator de amortecimento D > 1;

e Sistema criticamente amortecido quando o fator de amortecimento D = 1;
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e Sistema sub-amortecido quando o fator de amortecimento D < 1.

Quando o fator de amortecimento é igual ou superior a unidade o sistema apresenta dois
polos sobre o eixo real, e é equivalente a dois sistemas de 1° grau em série. A resposta no
tempo ao degrau unitario ndo apresenta qualquer sobrelevacéo face ao valor final e o tempo
de subida é imposto, essencialmente, pelo polo mais préximo da origem. No caso limite em
que o fator de amortecimento € unitario, os dois polos ficam sobrepostos em p;, = —w, €
temos a resposta mais rapida (com w, fixo) sem sobrelevacao face ao valor final (ver Figura
4.22).

y(t) |

K

on=1rad/s

' } I I -

0 10 20 30 40 t [;]

Figura 4.22 — Resposta ao degrau unitario do sistema de 22 ordem (D > 1).

No entanto, o caso mais interessante do ponto de vista dindmico é aquele que resulta de um
fator de amortecimento entre zero e a unidade (0 < D < 1). Como D? — 1 < 0, as raizes serao

complexas e dadas por
P12 = _D(*)n ij(")n 1-D?

Como se observa na Figura 4.23, estes polos encontram-se a uma distancia w, da origem e
o factor de amortecimento D estabelece a relagéo entre as componentes real e imaginaria dos
polos. Quanto menor for o fator de amortecimento, maior é o peso da componente imaginaria
e logo menor € o angulo (asin D) que os polos formam com o eixo imaginario. Antevé-se deste
modo, que com a reducédo do fator de amortecimento, os polos aproximar-se-do da zona

instavel (semiplano complexo direito).

56



Controlo de Sistemas Dinamicos RNS

0=asinD

-------- jwa = jon1- D?

>
o)

plano s

Figura 4.23 — Lugar dos polos em funcéo do valor do fator de amortecimento.

Na Figura 4.24-a) mostra-se o lugar dos polos para diversos valores do fator de amortecimento
e na Figura 4.24-b) regista-se a forma da resposta no tempo ao degrau unitério para os valores

de D correspondentes. A expresséao da resposta ho tempo ao degrau unitério é dada por

Dw
y() = K{l — e bont (cos Wat +— = - sin mat)} e(t)

a

onde w, = w,V1—D?. Ou seja, a resposta é dada pelo produto de: uma exponencial
decrescente com o fator (—Dw,), a parte real dos polos; por uma componente sinusoidal de

frequéncia w,, a parte imaginaria dos polos.

a) Ale b) y(t) 1

XD=0

plano s

R PR

op=1rad/s

8,0 10,0 t

Figura 4.24 — a) Posicdo dos polos e b) resposta ao degrau unitério do sistema de 22 ordem.

Quando D se aproxima da unidade a sobrelevacéo reduz-se, aproximando-se do caso limite
da Figura 4.22. Na outra direcdo, & medida que o fator D se reduz o sistema é menos
amortecido (mais oscilatério) apresentando valores de sobrelevacdo mais altos. No caso limite

em que o fator de amortecimento se anula, os polos estéo sobre o eixo imaginario em p; , =
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t+jw,, 0 sistema deixa de ser assintoticamente estavel e resulta hum oscilador sinusoidal

permanente.

Analisa-se de seguida o efeito na resposta no tempo da introducdo de um zero na funcéo de
transferéncia dum sistema de 22 ordem. Considere-se entdo a funcdo de transferéncia do

sistema de 22 ordem com um zero dada por

S 2
G(s) = K (aDwn + 1) ©n
52+ 2Dw,s + w?

que, para além do lugar dos polos ja analisados, tem um zero em
z1 = —aDw,

No caso em que o fator a é positivo, 0 zero encontra-se no semiplano esquerdo (zero de fase
minima) como se representa na Figura 4.25-a). Na Figura 4.25-b) apresenta-se a resposta ao
degrau unitario para diferentes valores de a (D =0.5 e w, = 1.0rad/s). Para valores
elevados de a 0 efeito do zero adicional ndo se faz sentir e a resposta é semelhante a do
sistema sem zeros. Com a reduc¢do do fator, o zero aproxima-se da zona dos polos e observa-

se um aumento de rapidez inicial da resposta bem como da sua sobrelevacéo.

a jo b
) A/ ) A
y(t)
a=1
D=05 _——"]
A
/7 a=2
/ |
i | a=g =100
;a=1 |
- S R KLd-LLL___N
~aDon, i | c
\ |
\
\ |
\
Y, ]
\\
plano s *\\\__ o= 1rad/s
D=0,5
t

0 20 4,0 6,0 8,0 10,0

Figura 4.25 — a) Posicdo do zero de fase minima e b) resposta ao degrau unitario.

No entanto, este efeito de sobrelevagdo tem uma origem diferente daquele j& observado na
funcéo de transferéncia sem zeros e polos complexos. A sobrelevacéo originada pelos polos
complexos surge de uma oscilacéo interna, independente da entrada como, por exemplo, um
sistema pendular pouco amortecido que troca energia potencial e energia cinética. O efeito
do zero efetua-se todo sobre o sinal de entrada. Recuando a equacéao diferencial que da
origem a esta fungdo de transferéncia, teremos

Kw, du(t)
oD dt"

d?y(t) dy(t)
dt? 2Dwn den

+ w2 y(t) = + Kw? u(t)
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Com a reducéo do fator a, aumenta-se o peso da derivada da entrada u(t) na excitacdo do

sistema, ou seja, no caso do degrau unitario (t), 0 peso de um impulso unitario (t).

Se o fator « for negativo, o zero esta localizado no semiplano complexo direito (zero de fase
ndo minima), a excitacdo impulsiva explicada no paragrafo anterior tem sinal contrario. A
Figura 4.26-a) representa a localizacdo do zero e na Figura 4.26-b) apresenta-se a resposta

ao degrau unitario para diferentes valores de a negativo (D = 0.5 e w, = 1.0 rad/s).

a) Ao b) A
y(t)
D=05 _——— I
Y )l( plano s
7 Kiee e N - - S e
7
/ |
/ : g a
|\ | —(15(-)n 0" Wp = 1 rad/s
\ | D=0,5
\ | a<0 + + + + >
X 0 ,0 4,0 6,0 8,0 10,0 t
\\ |
\* o =-2
i o=-1

Figura 4.26 — a) Posi¢do do zero de fase minima e b) resposta ao degrau unitario.

Note-se que, com o afastamento do zero de fase ndo minima para o lado direito (¢ = —100),
a resposta é semelhante a resposta do sistema de 22 ordem sem zeros, sem se observar

gualquer sublevacao inicial.

Os zeros de fase ndo minima, porque sao zeros, ndo tém qualquer influéncia na estabilidade
do sistema sob andlise. No entanto, quando falarmos no controlo por retroagdo iremos
observar que os sistemas de fase ndo minima (ou seja, contendo zeros de fase no semiplano
complexo direito) apresentam-se mais dificeis de controlar e com tendéncia para resultarem
instaveis em anel fechado. Nesta fase, deixo a imaginacgéo do leitor a dificuldade em controlar
uma instalacéo a qual pedimos para se mover numa direcdo, e aquela, teimosamente, insiste
em ir por uns momentos na direcdo contraria antes de obedecer ao comando. Um exemplo
classico deste tipo de sistemas é a reacdo na altitude de uma aeronave por atuacéo no leme
de profundidade (Figura 4.27).

Figura 4.27 — Exemplo de um sistema de fase ndo minima.
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A atuacao do leme de profundidade causa, no inicio da manobra de subida, uma perda de
sustentacdo total da aeronave face ao seu peso. Assim, a aeronave comeca por descer antes

de, por reorientacao do vetor velocidade, realizar a subida pretendida.
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5. Controlo por retroacao

Nos dois capitulos anteriores, fez-se a analise dos sistemas, primeiro a partir da equacéao
diferencial e respetiva solu¢éo no tempo e, segundo, através da Transformacado de Laplace e
consequente funcdo de transferéncia. Estes sdo dois passos basicos para compreender a

engenharia associada a teoria dos sistemas e, em particular, do controlo.

Identificam-se dois posicionamentos possiveis na engenharia de sistemas. Podemos estar
envolvidos no projeto e construcdo de uma instalacdo. Neste caso, temos como objetivo
especificar a dindmica pretendida para cumprir os objetivos da misséo da instalacao. Inicia-
se pelo desenvolvimento de um modelo matemético de base fisica e participa-se na adequada
selecdo dos parametros fisicos da instalagéo para cumprir a especificacao.

Num posicionamento diferente, o engenheiro de sistemas é frequentemente chamado ap6s o
desenvolvimento da instalacdo. Neste caso, o envolvimento prende-se com 0 projeto e
realizacao do sistema de controlo para a instalagdo. Inicia-se com a obtencdo de um modelo
da instalacdo (com componentes de base fisica e outras resultantes da identificagéo a partir
de dados experimentais) e projeta-se o0 sistema de controlo para cumprir a especificacdo
estabelecida pelo cliente. O projeto do sistema de controlo desdobra-se em dois passos de
igual importancia. A selecéo da estrutura do controlador — o tipo de controlador - e a sele¢céo

dos parametros do controlador (vulgo ganhos).

Apesar desta visao alternativa, estas duas fases devem ser realizadas de forma integrada, se
possivel. A engenharia do controlo deve ser chamada a participar o0 mais cedo possivel no
dimensionamento da propria instalagdo, maximizando o desempenho global alcangével, mais
tarde, com o projeto do sistema de controlo. O exemplo mais critico desta aproximacao
acontece na industria aeronautica na qual o comportamento dindmico é um dos primeiros
objetivos a ser definido. Este objetivo é alcancado com o desenvolvimento integrado da

aeronave e dos seus sistemas de controlo.
5.1. O sistemade controlo
Os sistemas de controlo dividem-se em dois grandes grupos:

e 0 controlo por antecipacdo — este tipo de controlo é efetuado em anel aberto (i.e.
sem retroacao) e baseia-se no conhecimento preciso dos efeitos que uma entrada de
perturbacdo tem sobre a saida da instalacao. Tendo acesso a medida da perturbacéo
€ possivel injetar no atuador o sinal de compensacao adequado para minimizar o efeito

da perturbacéo na saida (ver Figura 5.1).
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P(s) - perturbagao

v
U(s)

— C(8) ——— As) ——

Compensador Instalagédo

Figura 5.1 — Esquema de controlo por antecipacéo.

e 0 controlo por retroacéo — este tipo de controlo é efetuado em anel fechado (blocos
em retroacao) e rejeita os efeitos das perturbacdes atravées da medida dos seus efeitos
na saida da instalacdo. O desvio da medida da saida face ao valor desejado é usado

para calcular a agédo de controlo sobre o atuador da instalacédo (ver Figura 5.2).

P(s) - perturbagcao

Y
cs) LY TR 1O,

Controlador Instalagéo

R(s) E(s)

Figura 5.2 — Esquema de controlo por retroagao.

Estas duas aproximacges sdo complementares e compativeis e os melhores resultados sao

conseguidos, frequentemente, pela melhor combinag&o dos dois tipos de controlo.
Os sistemas de controlo subdividem-se ainda de acordo com os objetivos, podemos ter

e sistemade comando — este tipo de controlo pode ser obtido com retroacdo ou apenas
em antecipacdo. Neste caso, pretende-se apenas obter um comportamento dindmico
especifico entre um sinal de comando (por exemplo, vindo de um joystick manual) e a

saida da instalacao.

e sistema de seguimento — este tipo de controlo €, quase sempre, alcancado por
retroacdo, pretendendo-se que o erro entre a saida da instalacdo e o valor desejado
para aquela, a entrada de referéncia, seja minimo. O objetivo de um sistema de

seguimento é fazer a saida da instalacdo y seguir a entrada de referéncia r.

e sistemade regulacédo — este tipo de controlo, também obtido por retroacéo da saida,
designa sistemas em que o valor de referéncia permanece constante por longos

periodos de tempo.
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5.2. Especificacdo de um sistema de controlo

A forma mais simples (utilizada pela maioria dos clientes deste tipo de sistemas) de transmitir

s

0 resultado pretendido para o sistema de controlo € através do estabelecimento das
especificacBes dindmicas do sistema num conjunto de pardmetros associados a resposta

temporal, por exemplo, na resposta a um sinal em degrau.

Na Figura 5.3 apresenta-se um conjunto habitual de parametros de especificacdo do
comportamento dindmico de um sistema de controlo através da sua resposta temporal. Estes

parametros definem-se como
¢ Valor final da resposta y., (a partir de um certo valor inicial y,);
e Valor méximo da resposta yn,ax que define a sobrelevacao (overshoot) s[%];

e A sobrelevacao s[%] = % X 100%
o0 —Jo

e Tempo de subida a 90% do valor final t, (rise time);
e Tempo de estabelecimento a +5% (ou a +1%) do valor final ts (settling time);
e Tempo de pico t, (peak time).

Por vezes, existe interesse em relacionar estes parametros de especificacdo com o0s
parametros de uma fungéo de transferéncia que sirva de modelo ao comportamento dinamico
do anel fechado. Se considerarmos a fungéo de transferéncia de 22 ordem sem zeros

Kw?

s2 +2Dw,s + w3

H*(s) =

oferece-se, como modelo, um conjunto vasto de comportamentos dinamicos disponiveis com

a sele¢cdo adequada do ganho K, da frequéncia natural w,, e do factor de amortecimento D.

ne 4 sl%] = Yoz Y=, 100%
ymax 444444444 ® yo
v Lo L v N 4
90%Y- [--- e 5%y
Yo _

O tr tp tS t

Figura 5.3 — Parametros de especificacdo no dominio do tempo (resposta ao degrau).
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A lista seguinte apresenta um conjunto de férmulas aproximadas que relacionam os
parametros que caracterizam a resposta no tempo de um sistema de 22 ordem com 0s seus

coeficientes da funcéo de transferéncia:

¢ Valor final da resposta ao degrau unitario
o Y, =IlimH(s)
s—0

e Tempo de estabelecimento a 1% e a 5%

4.6 3
bsliw] ~ 5o © ts[5%] ~ Door
e Tempo de subida a 90%
3.7D
trioon] = o
n
e Tempo de pico (férmula exata)
T T

e Sobrelevagéo

—D1

s[%] = 100 e v1-p?

Note-se que esta fungéo de transferéncia s6 tem trés graus de liberdade (K, D e w,), sendo

portanto necessario realizar algum compromisso no estabelecimento deste modelo.
5.3. Especificagdo no plano s

A especificagdo no dominio temporal, introduzida através de restricbes nos parametros
referidos na seccao anterior, pode ser transportada para o dominio da variavel s de Laplace.
Considere-se, por exemplo, uma especificacdo envolvendo a sobrelevacdo, o tempo de

estabelecimento e tempo de subida. A férmula relativa a sobrelevacao diz-nos que
s[%] < Spax = asinD = asin Dg
onde Dg €é tal que

DS 1 Smax

~ = " 100
Segundo, a formula (aproximada) para o tempo de estabelecimento resulta que

3
ts[S%] <T, = Re{pi} = —Dgmax * Wy < _F
s

e, por ultimo, a expressao para o célculo aproximado do tempo de subida estabelece que
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3.7D,
T;

tr[90%] <T = |pi| =wy <—

A Figura 5.4 representa a sobreposicéo de cada uma destas restricdes ao lugar dos polos do

anel fechado p; no plano s.

A \
Do, <-3IT, | 1®

plano s

ay

Figura 5.4 — Parametros de especificacdo no dominio da variavel s.
5.4. Retroacgdo proporcional da saida

Comecemos por analisar a estrutura de controlo linear mais basica disponivel, a retroagéo
proporcional da saida. Referiu-se ja no capitulo de introducédo que a funcéo basica do controlo
consiste em atuar positivamente se a variavel a regular tiver um valor aquém do valor de
referéncia, e atuar negativamente se o valor estiver em excesso. Desejavelmente, queremos
gue a acdo seja na direcéo certa, no sentido de contrariar a existéncia de erro, mas também

que seja tanto maior quanto maior for este desvio.

referéncia erro actuacéao saida
I'(t) e(t) Controlador U(t) 5 y(t)
L »| Instalagéo -

Proporcional

Figura 5.5 — Esquema tecnoldgico do sistema de controlo.

A retroacao proporcional da saida atua sobre a instalagcdo com um valor que € proporcional,

através de um ganho K, ao erro entre a saida da instalacdo a controlar y e o seu valor
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desejado, o sinal de referéncia r (ver Figura 5.5 e Figura 5.6). Ou seja, o erro de controlo é
dado por

e(t) =r() —y(©)
e a atuacao (também designada por acdo de controlo) é calculada por

u(t) =K-e(t)

R(s) E(s) U(s)

” Y

F(s)

Instalagao

Figura 5.6 — Esquema de blocos do sistema de controlo.
De forma equivalente, as Transformacgfes de Laplace destes sinais escrevem-se

E(s) =R(s) —Y(s)

U(s) =K E(s)
como representado no esquema de blocos na Figura 5.6.

Sabemos das regras da algebra de blocos que o0 esquema de retroacdo da Figura 5.6 tem a
funcéo de transferéncia de R(s) para Y (s) dada por

Y(s) B K- F(s)

H(s) =R(s) 1+ K-F(s)

Esta funcdo de transferéncia H(s) € o objectivo final do projecto do sistema de controlo.
Queremos, como resultado final, que a funcéo de transferéncia do anel fechado H(s), tanto

guanto possivel, cumpra a especificacéo definida previamente.

Exemplo 5.1

Considere-se de novo a instalacdo de dois tanques da Figura 5.7.
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Tanque 1, An(t)

Tanque 2 aohy(t)
Figura 5.7 — Esquema da instalacdo do Exemplo 5.1.

O modelo linearizado desta instalacdo é dado pelo conjunto de equacdes que contabilizam a

variagdo de volume de dgua em cada um dos tanques (ver Capitulo 2)

dh
10 - T+ Tha0 + by
dh .
20 20 -0

onde «a, o, e B s@o constantes positivas; h; e h, sdo 0s niveis dos tanques 1 e 2 e a saida da

instalacao, y(t) = h,(t), € medida pelo sensor de nivel.

Fica como exercicio a demonstragédo que a funcdo de transferéncia da entrada de atuacao u

para a saida y é dada por

ves) Lk

F(s) = =
(s) Us) 24 zaz a,

o Oy
A2

s+

Considere-se agora a instalacdo de uma forma mais concreta através da atribuicdo de valores

numeéricos aos parametros da instalagao:
e Area dos tanques: A=1.0m?
e Abertura da unido entre tanques: o = 2.5 m?s™!
e Abertura da saida do tanque 2: oy = 12.0 m?s™1
e Ganho comando-caudal da bomba: B = 4.0 m3s~?!
Neste caso, a funcdo de transferéncia da instalacdo toma a forma

Y(s) 10
U(s) s2+17s+ 30

F(s) =
A funcéo de transferéncia da instalagdo n&o tem zeros e tem polos em (Figura 5.8)
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pL=—2
p2 = =15
joo A
plano s
ray v
-15 2 G

Figura 5.8 — Diagrama polos-zeros da instalacdo do Exemplo 5.1.

Surge entdo a questao: que dinamicas estdo disponiveis para o sistema de controlo (anel
fechado da Figura 5.6) com retroagao proporcional?

Calcule-se a funcdo de transferéncia H(s) do anel fechado (verifique como exercicio)
obtendo-se

Y(s)  K-F(s) _ 10K

H(s) =R(S) - 1+K-F(s) _52+17S+(30+10K)

sem zeros e com dois polos nas raizes de
D(s) = s*>+17s + (30 + 10K)
ou seja, em

p1,2 = -85 i V4225 — 10K

Isto significa que a posi¢ao dos polos da funcéo de transferéncia do anel fechado ird depender
do valor Unico selecionado para o0 ganho K do controlador proporcional, oferecendo a
possibilidade de comportamentos dindmicos diversos. Continuando este exemplo, a tabela
seguinte e a Figura 5.9 apresentam o valor e o lugar dos polos para um conjunto de ganhos

positivos diferentes.

Tabela do lugar dos polos para diferentes valores do Exemplo 5.1

Ganho K D1 D2
K=0 —-15.0 -2.0
K=2.0 —13.2 —-3.8
K = 4.225 -8.5 —-8.5
K =8.0 —-8.5+j6.1
K =16.0 —-8.5+j10.9
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' Ao
X
plano s
X
1 4j
D * + K- P r
-15 -8,5 2 (o)
t-4j
X
1-8j
X
bl

Figura 5.9 — Lugar de raizes do anel fechado para diferentes valores de K do Exemplo 5.1.

Viu-se ja no capitulo anterior que o conhecimento da posi¢éo dos polos no plano s estabelece
completamente o comportamento dindmico do sistema sob analise. Neste caso, relembre-se
gque analisamos o sistema de controlo em anel fechado.

: } o
plano s
1 4j
> % =
-15 85 -2 S

1-4j
1-8j

0

Figura 5.10 — Diagrama do lugar de raizes do Exemplo 5.1.

Se considerarmos uma variagdo continua do ganho K positivo, o diagrama da Figura 5.9 pode
ser substituido pela Figura 5.10. Fica conhecido assim, o conjunto de dindmicas disponiveis

para este sistema, nesta estrutura de controlo proporcional. Faltara, a partir de uma
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especificacdo para a dindmica do sistema de controlo, selecionar um valor especifico para o

ganho K.

Exemplo 5.2

Considere ainda a instalagdo do Exemplo 5.1 e introduza-se a seguinte especificacdo a
cumprir pelo sistema em anel fechado com controlo proporcional:
s[%]<5% e tsisy) < 0.75s

Usando as formulas introduzidas acima, fica como exercicio o célculo demonstrando que as
condi¢des de especificacdo anterior sdo equivalentes a
D =0.7 e Dw, = 4.0rad/s

respetivamente. Se sobrepusermos estas restrices ao diagrama representado na Figura 5.10,
observa-se (ver Figura 5.11) que o diagrama do lugar de raizes fica restringido num ganho
minimo K,;, pela condigcdo que derivou do tempo de estabelecimento e num K,,.x pela
condigc&o que derivou da sobrelevagdo méaxima. Note-se que a situacao de sobrelevagéo igual
a 5%, equivale aproximadamente a ter a parte imaginaria dos polos igual a parte real. Uma
vez que, para este exemplo, temos a expresséo da localizacdo dos polos do anel fechado, o
calculo dos valores dos ganhos maximo e minimo pode ser feito a partir de

V10K oy — 4225 =85 = Kpay = 11.5

—8.5 +/42.25 — 10Kpyin = —4.0 = Kpin = 2.2

1 jo A
1 8i
Kmax ]
plano s
asin 0,71
=45°
1 4
Kmin Kmin

o \E / \E S >
-16 -85 -2 ‘ ©

1 -4

Kinax
1-8j

Figura 5.11 — Diagrama do lugar de raizes limitado pela especificacdo (Exemplo 5.2).
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A resposta no tempo do sistema em anel fechado com os dois ganhos maximo e minimo estao
representadas na Figura 5.12. Note-se que o ganho maximo representa o cumprimento no
limite da condicao relativa a sobrelevacdo e o ganho minimo representa o cumprimento no
limite da condicdo relativa ao tempo de estabelecimento. As respostas no tempo para 0s
ganhos compreendidos entre os dois extremos irdo estar também compreendidas entre estas
duas respostas limite. Portanto, todos os ganhos compreendidos no intervalo K € [Kyin; Kmax]

cumprem a especificacéo.

A
() s[%] < 5%

1,0 1

Kmax

- s <075

05 T

+ + t t t
0 0,2 0,4 0,6 0,8 t [S]

Figura 5.12 — Resposta no tempo dos sistema em anel fechado (Exemplo 5.2).

Observe-se ainda que a resposta no tempo relativa ao ganho maximo tem um tempo de subida
minimo. Mesmo que ndo tenha sido introduzida qualquer especificacao relativa a este
parametro, a resposta mais rapida entre as disponiveis seria a relativa ao ganho maximo K, .«

e portanto essa seria a melhor selecdo para o sistema de controlo.

5.5. Diagrama do lugar de raizes

Interessa agora generalizar o resultado do exemplo anterior introduzindo, formalmente, o

diagrama do lugar de raizes.

O diagrama do lugar de raizes (ou root-locus) representa a localizacdo geométrica das raizes
(polos e zeros) do sistema em anel fechado no plano complexo s. O diagrama da Figura 5.10

relativa ao Exemplo 5.1 é um diagrama do lugar de raizes do respetivo sistema de controlo.

Atualmente, existem inimeras ferramentas computacionais que nos permitem obter o tracado
deste diagrama a partir da funcéo de transferéncia do anel aberto. No entanto, é possivel,
através de um conjunto de regras simples, fazer o tracado do lugar de raizes diretamente
numa folha de papel. Mais do que obter o diagrama perfeito (onde os computadores
claramente vencem), € importante conhecer e saber aplicar estas regras para compreender o

efeito da introducao de raizes adicionais no comportamento dindmico final do anel fechado.
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Assim, considere-se o0 anel aberto de um sistema de controlo dado pela funcdo de

transferéncia

Ny (s)
Dy(s)

onde Ny(s) e Dy(s) séo, respectivamente, os seus polindmios numerador e denominador. No

Go(s) =

Exemplo 5.1, o anel aberto resumia-se a funcao de transferéncia da instalagcédo, no entanto, o
anel aberto G, (s) pode ter uma componente dinamica pertencente ao controlador. Nesse caso,

o controlador ndo sera apenas proporcional, mas incluindo polos e zeros.

Considere-se agora que este anel aberto esta incluido numa estrutura de retroacdo com um
ganho proporcional livre, como representado na Figura 5.6. A funcao de transferéncia do anel

fechado sera entdo dada por

K.NO(S)
Hs) = Y(s)  K-Go(s) _ Do(s) _ K - Ny(s)
—R(S)_l"'K'GO(S)_1+K-g0—ES%_D0(S)+K'No(S)
oS

Os zeros do anel fechado sé@o entdo dados pelas raizes solugdo de
K- No(S) = 0

Ou seja, sao iguais aos zeros do anel aberto e os polos do anel fechado sédo dados pelas

raizes solucao de
Do(s) + K " No(s) = 0

ou seja, dependentes do valor do ganho K. Note-se que para K = 0, as raizes desta equacédo

coincidem com os polos do anel aberto.

Fazendo um ponto da situacdo, conclui-se que 0S zeros permanecem imutaveis para
diferentes valores do ganho K face ao seu valor para o anel aberto; mas os n polos mudam
de lugar com a variagdo do ganho K a partir do lugar dos polos em anel aberto. Resta saber
de que forma varia entdo o lugar dos polos para cada valor possivel do ganho K que

desenham os ramos do diagrama do lugar de raizes (root-locus)?

Como a funcéo de transferéncia do anel fechado tem um denominador com coeficientes reais,
este tem raizes reais ou complexas conjugadas e logo, o root-locus é simétrico em torno do

eixo real.
Peguemos na equacao que deve ser verificada pelos n polos r; do anel fechado
Do(r;) + K- No(r;) =0

que é equivalente a
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No(r) _
Do(7y)

Porque estamos no dominio dos nameros complexos, esta equacdo da origem a duas

condicdes:

e acondicao de modulo

NG| _ 1
Do(r)| K
e e acondigdo de angulo
No(Ti)}
argi—— =12l + D
g{Do(Ti) ( )

Estas duas condi¢fes seréo a base do conjunto de regras que permitem o tragcado aproximado

do diagrama de lugar de raizes.

Pegando na condi¢gédo de médulo e levando o ganho K para infinito, ou seja

Ny () 1
=—->0
Do(7y) K
conclui-se que, ou
No(r;) =0

significando que, & medida que o ganho K aumenta, as solu¢des para os polos do anel
fechado aproximar-se-&8o ou dos zeros de Gy(s) ou

Dy (r;) = oo

significando que, & medida que o ganho K aumenta, as solu¢cdes para os polos do anel

fechado aproximar-se-ao do infinito. Como o numerador N,(s) tem m raizes,
e m dos n ramos irdo tender para os m zeros do anel aberto; e
e 0s restantes (n —m) ramos irdo afastar-se para infinito (em modulo).

Peguemos agora na condi¢do de angulo, que estabelece que qualquer lugar r; pertencente
ao root-locus esta sujeito a restricdo do somatério dos angulos (argumentos) dos diversos

fatores do numerador e do denominador

m n
Z arg{r; — zj} - Z arg{r; — p]-} =42+ Dm
j=1 j=1

ou seja, tem de ser um multiplo impar de 180°. A primeira concluséo é que se o lugar r;, sob

analise, pertencer ao eixo real, s6 pertencerdo ao root-locus os tro¢os do eixo real que tiverem
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a sua direita um namero impar de raizes (polos ou zeros que contribuem com +180° ) do anel
aberto. O nimero de raizes a esquerda (que contribuem com 0°) é irrelevante.

Facamos um exemplo com o que sabemos até este ponto.

Exemplo 5.3

Considere-se a fungéo de transferéncia do anel aberto

s2+4.5s+5.0
GO(S) = 4 3 2
s*+ 11.5s% + 43.55% 4+ 54.0s
com as raizes seguintes:
e Zeros: z; = —2.0; Zy = —2.5;
e polos: p, = 0.0; p, = —3.0; p3 = —4.0; Py = —4.5;

Colocam-se entéo os polos e zeros no diagrama e marcam-se 0s tro¢os do eixo real que tém
a sua direita um numero impar de raizes (ver Figura 5.13). Estes tro¢os pertencem ao root-
locus. Na mesma figura observa-se ainda que ha 2 polos ligados por ramos a 2 zeros e outros
dois polos ligados entre si a esquerda do plano. Viu-se ja que estes dois polos terdo que ir
para infinito quando o ganho K — c. Como néo € possivel que o fagam pelo eixo real, porque
0s trogos para infinito ndo pertencem ao tragado do root-locus, estes polos terdo que sair do
eixo real e desenhar ramos em dire¢éo a infinito. Esta situagéo foi observada ja no Exemplo
5.1.

Ajo
L 5

plano s

Figura 5.13 — Diagrama parcial do lugar de raizes do Exemplo 5.3.

Na sequéncia deste exemplo, interessa saber como os ramos se dirigem para infinito na

situacgdo habitual de existirem mais polos do que zeros (i.e. quando n — m > 0).
Deixa-se como exercicio (mais dificil) a demonstracdo das duas regras seguintes:

e 0s (n—m) polos do anel fechado dirigem-se para o infinito, quando K — oo,

aproximando-se de (n — m) assintotas que fazem com o eixo real os angulos

¢j=£°°(2j+1) para j=0,,n—-m-—1

n-m
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e estas assintotas definem um centro assintotico em

n m
_ Zj:lpj_2j=1zj

r n-m

Exemplo 5.4

Repetindo o Exemplo 5.3 € possivel dizer agora algo mais sobre o que acontece aos dois
polos que sobram. Assim, sabemos que vao em direcao a infinito com 2 assintotas que fazem

com o eixo real os angulos

_180° _180°

bo = 7= (2 X 0+ 1) = +90°; by = > (2 X 1+1) = 270° = —90°

centradas em

X~ Xtz {0-3.0-4.0-45}—{-20-25} 2
o, = = = —3.
n—m 4—-2

Na Figura 5.14 observa-se o tracado exato do root-locus da fungcédo de transferéncia do
Exemplo 5.3 com a marcacgédo das assintotas verticais em —3.5. Note-se que estas assintotas

ndo pertencem ao root-locus, sendo apenas linhas de constru¢do para apoiar o tracado do

diagrama.
A jo
plano s
110j
P 5J
3¢ ¢ & & P =
-3 2 -1 c
1-5§
+-10j

Figura 5.14 — Diagrama completo do lugar de raizes do Exemplo 5.3.

Note-se que €é possivel também, através da formula dos angulos das assintotas, preencher a

tabela seguinte para os seis primeiros casos.
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Tabela de angulos das assintotas do root-locus

Padrédo n-—m $o ¢q ¢ ¢s3 by
+ 0 sem assintotas

«— 1 +180°
{ 2 +90° +270°

‘—< 3 +60° +180° +300°

hd 4 +45° +135° | +225° | +315°

‘%(I 5 +36° +108° +180° +252° +324°

Como se observa, as assintotas dividem sempre a circunferéncia de 360° em fatias iguais.
Quando a diferenca do numero de polos e zeros (n —m) € impar, existe uma assintota em
direcdo a —oo pelo eixo real. Quando esta diferenca é par, a simetria do root-locus s6 deixa
disponivel uma solugdo. Assim, é relativamente facil determinar mesmo sem célculos o valor
dos angulos das assintotas. No entanto, o centro assintotico € importante e tem de ser

calculado para os casos com (n —m) > 2.

Observou-se no Exemplo 5.4 que os ramos do root-locus saem do eixo real e tendem
assintoticamente para as duas assintotas verticais bem identificadas pelo centro o.. No
entanto, o tracado exato mostrou que os polos ndo saem do eixo real sobre a assintota, mas
num ponto diferente. A regra seguinte introduz uma forma de determinar os pontos de entrada

e saida dos ramos no eixo real.

A condicdo a que estdo sujeitos os polos do anel fechado
Do(s) + K- Ny(s) =0

pode ser reescrita como

— Dy(s)
Ny (s)

significando que se pode definir uma fungéo k(x) real de variavel real

Dy(x)

K== No(x)

Para cada saida k(x) = K (interior ao subdominio da funcéo k(x)) a funcéo ira ter como
solucdo as raizes reais correspondentes aos polos do anel fechado sobre o eixo real para o

valor K respectivo. Ou seja, os valores de K que resultam em polos complexos conjugados
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ndo pertencem ao contradominio da fungéo k(x). Como k(x) é uma funcdo continua no seu
dominio R\{z;}, os pontos de entrada e saida dos ramos no eixo real irdo coincidir com os

minimos e maximos relativos da funcéo, respetivamente.

Assim, para determinar os pontos de entrada e saida no eixo real, define-se a funcéo k(x), e

determinam-se 0s pontos onde a sua derivada se anula, ou seja
d (Do(x)) _ 0
dx\Ny(x)/)

A determinagdo se o ponto € maximo ou minimo pode ser realizada calculando a segunda

derivada de k(x). No entanto, se o objectivo & determinar se um ramo do root-locus esta a
entrar ou a sair do eixo real, a disposi¢do dos polos e zeros do anel aberto € normalmente
suficiente para o determinar. Em geral, entre dois zeros teremos pontos de entrada e entre

dois polos teremos pontos de saida.

Uma regra adicional (sem demonstracdo aqui) estabelece que, quando diversos ramos
(sempre em numero par) chegam e partem de um ponto, fazem-no deixando &ngulos iguais
entre si. Assim, quando dois polos se encontram no eixo real saem para o dominio complexo

fazendo angulos de +90°. E apenas um detalhe de tragado.

Exemplo 5.5
Considere-se entdo, mais uma vez, o sistema do Exemplo 5.3 e defina-se a fung¢éo k(x) como

Do(x)  x*+11.5x> +43.5x* + 54.0x

k() = CNp(x) x%+4.5x + 5.0

A determinag&o dos pontos de entrada e saida realiza-se agora derivando k(x) e igualando a
zero. O calculo da derivada fica como exercicio para o leitor, mostrando que os pontos de

entrada e saida coincidem com as solucdes de
2x> 4+ 25x* + 123.5x3 + 314.25x2% + 435x + 270 = 0
que tem raizes: rn=-231, 1r,=-325  r;=-425 1ns=-1341jl56
A solucao que procuramos € aquela que se encontra entre —4.5 e —4.0; logo 75, como se pode
comprovar na Figura 5.14. Substituindo o valor de r; na funcéo k(x) obtém-se

Dy(—4.25)

0= 0.084
N (Caag) ~ 00843 >0

k(r;) =

sendo este o valor do ganho K correspondente ao ponto de saida do eixo real. A Figura 5.15
apresenta a forma da funcéo k(x) no intervalo —4.5 < x < —3.0. Note-se que 0s pontos —4.5

e —4.0 correspondem aos polos do anel aberto que anulam a funcéo k(x).
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Kix) 4
0271

45 -4,25

Figura 5.15 — Funcéo k(x) no intervalo —4.5 < x < —3.0 (Exemplo 5.5).

O diagrama do lugar de raizes foi tragado para K > 0. No entanto, pode fazer-se a mesma
andlise para ganho negativo. As solugbes, também reais, r, e r, deste exemplo
correspondem a pontos de entrada e de saida do root-locus para ganho negativo,
nomeadamente, K = k(r;) = —100< 0 e K = k(r,) = —0.813 < 0.

Existem ainda outras regras relativas aos angulos que as raizes complexas fazem com os
ramos de chegada/partida que derivam da condicdo de angulo e que foram, antes do
desenvolvimento das ferramentas computacionais, de grande utilidade. Atualmente, esse

nivel de detalhe no tracado deve ser obtido através dessas ferramentas.
5.6. O problema do seguimento da referéncia

Um esquema de seguimento tem por objetivo fazer a saida y da instalacdo seguir a entrada
r de referéncia através da injecao do sinal de erro (desvio da saida ao valor de referéncia) no

controlador.

R E U Y
(s) (S)> C(s) () F(s) (s) _

Controlador Instalagao

Figura 5.16 — Esquema de controlo de seguimento por retroacao.
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Note-se que o sinal de referéncia (também usualmente designado por set-point) pode ser
gerado por um operador do sistema (e.g. uma pessoa numa habitacédo estabelece no sistema
de ar condicionado o valor da temperatura desejada) ou por outros sistemas automaticos (e.g.
um sistema integrado de gestdo de energia de um edificio imp&e valores de referéncia de
temperatura para cada divisdo aos diversos controladores dos aparelhos de climatizacdo

locais).

A dindmica do seguimento do sinal de referéncia depende, como ja se viu, do valor dos polos
e zeros da funcao de transferéncia do anel fechado. Igualmente importante € o valor do erro
quando o valor de referéncia é constante e diferente de zero. Este valor pode ser calculado
através do Teorema do Valor Final (ver capitulo anterior) aplicado a resposta do sistema em
anel fechado, ou seja

FOICE) peo| = tim

S
1T+ F()CE) I T F)C(s) )

lime(t) =lims-E(s) =lims - |R(s) —
t—oo s—0 s—0

Para analisar a capacidade de seguimento em regime forcado a um sinal de referéncia

constante, analisa-se o valor final da resposta a um degrau de amplitude A

A
R(S) = ;

resultando para o erro em regime estacionario
lim e(t) = i > I 4
= —_— X — —_—
M e = T F e <5 B T+ FEICE)

Para haver seguimento, o erro permanente deve ser 0 mais reduzido que for possivel. Isto
implica que o ganho estético do conjunto controlador e instalacdo, F(s)C(s), deve muito maior

que a unidade.

O exemplo seguinte ilustra as limitacdes do controlo proporcional na resolucdo do problema
de seguimento.

Exemplo 5.6

Considere-se entdo o caso de um controlador de retroagéo proporcional C(s) = K na controlo
da instalacdo dada pela fungéo de transferéncia

1

F(s) = ——
(s) s2+2s+4

Para o caso do controlo proporcional, o erro de seguimento a um sinal em degrau de amplitude

A é dado por

A

lim e(t) = li =

e =lm T e T 17 K- lim F(s)
S—
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ou seja, dado um valor finito de ganho estatico da instalacdo erro de seguimento sera tanto
menor quanto maior for o ganho de retroacéo.

Como neste exemplo o ganho estatico da instalacéo vale
lim F(s) = L
im F) =7
0 erro permanente, em termos relativos, € dado por
e(t) 1 4
B 1 44K

1+K-7

lim

t—oo

A tabela seguinte mostra o valor do erro permanente em fungéo de alguns valores do ganho

K, véalidos para este exemplo (ver Figura 5.17).

Tabela de ganhos do Exemplo 5.6.

K lim @
t—oo
1 80%
4 50%
10 29%
100 4%

[\ /\ K =100 = el
1‘0 /\ P &

05 1

0 1t0 2,'0 3j0 4t0 5',0 t [S]

Figura 5.17 — Resposta ao degrau para diferentes valores do ganho K no Exemplo 5.6.

Note-se que o objetivo de levar o erro final para zero é equivalente a obter um ganho estético

do sistema em anel fechado unitério, i.e.
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imy@®  F(s)C(s)
lim () S0 T+FG)CG)

Esta condicao exige que, de modo a levar o erro de seguimento para zero, o ganho estético

do conjunto instalagédo/controlador seja infinito, ou seja

£i_1)13 F(s)C(s) =

Assim, a condic&o para obter erro de seguimento nulo significa que o anel aberto do sistema
tem de ter, pelo menos, um polo em s = 0 (efeito integral). Note-se que, a presenca de um
bloco integrador no anel aberto do sistema significa que, se o sistema for estavel, o Unico
ponto de equilibrio possivel equivale ao erro nulo.

No entanto, como se verifica em muitos aspetos da engenharia, a introducdo de um beneficio
acarreta um custo e a anulagdo do erro permanente em sistemas de seguimento ndo €
excegao. A introdugao do efeito integral normalmente degrada a estabilidade do sistema em
anel fechado.

Em geral, classifica-se um sistema quanto ao tipo consoante o nimero de pélos na origem,
ou seja, um sistema de tipo 2 apresenta 2 polos na origem. A tabela seguinte apresenta o erro
em regime permanente para sistemas de controlo com retroac¢ao unitaria para referéncias

em degrau, rampa ou parabola; para sistemas do tipo 0, tipo 1 e tipo 2.

Tabela de erros em regime permanente.

Referéncia

1
Degrau e(®) T+ F(0)C(0) 0 0
1
Rampa t-e(t) o F(0)C(0) 0
Parabol t o o0 i
arabola T-g(t) F(0)C(0)

Fica como exercicio a sua verificagao.
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6. Resposta em frequéncia

7

Quando a complexidade das instalaces é muito elevada, a obtencdo da funcdo de
transferéncia pela via da modelacéo fisica do processo pode transformar-se numa tarefa
herculea. Por exemplo, o engenheiro de controlo, deparando-se com uma grande instalacéo
envolvendo processos termodindmicos complexos (e.g. uma central de producéo de energia
elétrica a partir de combustiveis fosseis), ndo tera a possibilidade de modelar, usando apenas
leis fisicas e em tempo Util, todo o comportamento dindmico importante para a realizacéo do
sistema de controlo (Figura 6.1). Nesta situacdo, as leis fisicas de conservacdo (massa,
energia, momento) sdo de grande utilidade, porque inviolaveis, mas apenas explicam o que
acontece em termos médios (i.e. nas variagdes lentas). O restante comportamento dinamico
da instalacéo face a variacdes rapidas, necessita de outras formas de identificacdo pela via
de ensaios experimentais de recolha de sinais do sistema real.

= —— F8) —

Figura 6.1 — Funcéo de transferéncia equivalente a uma instalacéo real.

Os métodos de resposta em frequéncia constituem uma alternativa aos métodos
apresentados no capitulo anterior, bastante populares em aplicacbes na indastria de
processos devido aos bons resultados atingidos, na realizagdo dos sistemas de controlo,
mesmo em presenca de incerteza no modelo da instalacdo. Outra vantagem esta relacionada
com a facilidade em obter, de forma experimental, modelos ndo paramétricos da instalacao,
ou seja, sem necessitar obter explicitamente a fungdo de transferéncia do processo, mas

suficientemente exatos para cumprir as especificacdes de controlo.
6.1. Sinal periddico sinusoidal

Antes de avancarmos para o controlo, importa introduzir (ou relembrar) alguns conceitos

fundamentais da teoria dos sinais.

Um sinal x(t) diz-se periddico sinusoidal de amplitude A, frequéncia w e (desvio de) fase ¢,

se a sua varia¢ao no tempo continuo t for representada pela funcéo (Figura 6.2)

x(t) = Asin(wt + ¢)
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A frequéncia angular w diz-nos quantos radianos séo percorridos pelo argumento da funcdo
seno, por unidade de tempo, em segundos. E, portanto, medida em radianos por segundo, ou
rad/s. Como a funcéo seno é periddica com 27 (equivalente a 360°), define-se o periodo de

tempo T como
w-T=2n

ou seja

W= = nf

onde f é a frequéncia em numero de ciclos por unidade de tempo ou Hertz (Hz).

A
x0T T=1/f g
Al !
./ i _\,
% o |
— f >
¢ 0 ~ 2n > ot

Figura 6.2 — Sinal sinusoidal de frequéncia angular .

A fase ¢ define o valor do argumento da funcéo seno quando t é igual a zero e a amplitude A

escala o valor maximo do sinal, visto que a saida da func&o seno varia no intervalo [—1; +1].

Consultando a tabela das Transformacdes de Laplace obtém-se para a Transformacéo de
Laplace do sinal x(t)

[sin ¢p]s + [cos p]w

X =A
(s) s2 + w2

6.2. Resposta no tempo a um sinal sinusoidal

Considere-se agora um sistema G (s) excitado com um sinal sinusoidal u(t) de frequéncia w

e amplitude U,. Se os n polos p; de G(s) forem todos estaveis e diferentes entre si, a saida
Y(s) = G(s)U(s)

admite a expansé&o em fracdes simples

T T; ¢ T T
1 2 4ot n + 0 + 0

Y(s) =
(s) S—p1 S—py S—p, St+jo s—jw
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onde r; sdo os residuos e ry € o conjugado de ry. Se aplicarmos a Transformacéo de Laplace
inversa a esta expressao obtém-se

y(t) = rePrt + ryeP2t + - 4 1 ePrt 4 2|1y | sin(wt + &)

Na Figura 6.3, representando a resposta y(t), podem identificar-se duas componentes
sobrepostas. A primeira, constituida pelos n termos exponenciais, é transitoria porque se
extingue a velocidade do polo mais lento. Passado este transitorio resta o regime permanente

dado por
Yp(t) = 2|rp| sin(wt + )

com Transformagé&o de Laplace

"o o _Tols —jw) +15(s +jw)
Yo(s) = : T 2 2 =
s+jw  s—jw s+ w
(ro +15)s + (o +jrg)w ) Re{ry}s + Im{ry}w
s? + w? B s? + w?

onde Re{ry} e Im{r,} representam as componentes real e imaginaria de r,.

Resta saber quanto valerdo as quantidades |r,| e ¢.

A

y(t)
— > Regime

n permanente

T

ﬂ -

Figura 6.3 — Resposta a excitacdo sinusoidal em regime permanente.

O célculo dos residuos r, e r; complexos conjugados, € feito a partir das expressdes

: . Up . Up . .
o lim (s +jw)Y(s) = —— lim G(s) = ——G(—jw)
so—jw 2j s>-jo 2j

Jim (s = jw)Y(s) =+ lim G(s) = +7G(+jw)

S
I

que substituido na expressao de Y, (s) resulta (demonstre como exercicio)

Im{G(jw)}-s + Re{G(jw)} - w
s? + w?

Y,(s) =Up -
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com Transformacao de Laplace inversa
Yp(t) = Up - |G(jw)| - sin(wt + arg{G(jw)})

Assim, conclui-se que se um sistema linear invariante no tempo, estavel, descrito pela sua

funcéo de transferéncia G (s) for excitado por um sinal sinusoidal

u(t) = Uy sin(wt) (t)
responde, apds a extingdo de um transitorio, com um regime permanente

Yp(£) = Up - Mg(w) sin(wt + dg(w)) &(t)
também sinusoidal de frequéncia o igual mas com um ganho de amplitude dado por
Mg (w) = |G(jw)]

e desvio de fase dado por

P (w) = arg{G(jw)}
A guantidade complexa G (jw) é designada por resposta em frequéncia.

Um primeiro comentario ao que foi exposto é que a resposta em frequéncia de uma instalacao
pode ser obtida por via experimental. Excitando a entrada do sistema sinusoidalmente,
fazemos variar a frequéncia w por patamares, e regista-se o0 ganho de amplitude e o desvio
de fase (por exemplo, com um osciloscépio) apds a passagem do transitorio, para cada valor

de w seleccionado.

Sendo uma funcao complexa, é possivel representar G(jw) graficamente de diversas formas,

tais como:

¢ Representacdo direta de G(jw) num plano complexo para todos os valores possiveis
da frequéncia w. Esta representacéo designa-se por diagrama polar e € a base para o

tracado do diagrama de Nyquist a estudar mais a frente.

o Representacdo nhum diagrama cartesiano de M;(w) e ¢g(w) para todos os valores
possiveis da frequéncia w. Esta representacdo, que ndo sera analisada neste texto,
designa-se por diagrama de Nichols e permite-nos tirar conclusbes semelhantes

aquelas que tiraremos com o diagrama de Nyquist.

e Representacdo em separado das quantidades M;(w) e ¢g(w) em funcdo da
frequéncia w Esta representacdo é designada por diagrama de Bode. Porque a
variavel w aparece explicitamente estes diagramas contém mais informacéo que as

duas representac0fes referidas antes.

O exemplo seguinte introduz estas representacdes diagramaticas possiveis, entre outras.

85



Controlo de Sistemas Dinamicos RNS

Exemplo 6.1

Considere-se a instalacao de 22 ordem com a funcao de transferéncia

A resposta em frequéncia da instalacdo € obtida substituindo a variavel s por jo, ou seja

_ 2 2
Fio) = 6o = o) + Zo
com ganho
Mp(w) = |F(jw)| =
F J(1 — 02)? + 4w?
e fase

2
e () = arg{F ()} = — atan (1)

O estudo destas duas fun¢des da frequéncia angular w pode fazer-se pela anélise assintotica
e pela substituicdo de certos valores notaveis. Iniciemos esta analise, pelo limite na baixa
frequéncia (w — 0), observando que
M (0) =2
¢r(0) =0°
e na alta frequéncia (w — ), através dos limites
lim Mp(w) =0
w00

lim ¢p(w) = 180°
w—00

Um ponto notavel ocorre quando w = 1 rad/s porque resulta para a fase o arco cuja tangente
€ infinito, ou seja,
¢p(1) = —atan(o) = —90°

onde

Na Figura 6.4 observa-se o registo da resposta em frequéncia no plano complexo.
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Im{F(jc)} 4

1,0 2,0

-+

Pr(er) Re{F(jo)}

MC(OJ)
i1,0

Figura 6.4 — Diagrama polar da resposta em frequéncia do Exemplo 6.1.

6.3. Critério de Nyquist

Até este ponto no capitulo, introduziu-se a resposta em frequéncia e foram discutidas
possiveis representacdes diagramaticas. Nesta seccdo, aborda-se a influéncia da resposta
em frequéncia no comportamento dindmico do sistema sob analise. No entanto, diga-se ja
gue, a semelhancga do que se fez no diagrama do lugar de raizes, iremos usar a informacgéo
do sistema em anel aberto para retirar conclusfes sobre o sistema em anel fechado, ou seja,

o produto final do controlo por retroagéo.

Para fazer a analise dindmica a partir da resposta em frequéncia, recordemos antes um

teorema da teoria dos nimeros complexos gque estabelece o seguinte.

Considere-se um contorno fechado o no plano complexo e uma funcdo complexa de variavel
complexa F(s) com um numero Z de zeros e um namero P de polos no interior do contorno o.
Entdo, o nimero N de envolvimentos (no mesmo sentido do contorno) da imagem desse
contorno através da fungéo F em redor da origem é igual & diferenca entre o nimero de zeros

e 0 numero polos, ouseja, N = Z-P.

& N

o X N=2Z

o >(s-2) _
F(s)=F(s)——— r\- \

l >(s-p;) 5 .

> componente sem /

polos ou zeros no
interior do contorno ¢

P

N
N

Figura 6.5 — Teorema dos Envolvimentos.
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Exemplo 6.2
Considere-se a fungdo complexa de variavel complexa dada por
F(s) =s—(a+jb)

e duas circulacbes g; € g, que, respetivamente, envolvem e nao envolvem a raiz da funcéo
F(s),em (a + jb), como representado no diagrama a esquerda da Figura 6.6. Como a fungéo
F(s) é também uma funcdo de translagdo de s para s —(a+jb), 0 ponto (a +jb) €
transladado para a origem e o0 contorno ¢4, que envolvia a raiz, terd uma imagem através de
F(s), que envolvera a origem umavez (N = 1) no mesmo sentido (ver Figura 6.6). Pelo mesmo

motivo, a imagem do contorno ¢, nao envolvera a origem.

bj + & .

1 s | Fs) N>

Figura 6.6 — Envolvimentos em redor da origem da imagem dos contornos o por F(s).

Note-se que se fosse considerado a funcao inversa
1

Flo) = s—(a+ijb)

a imagem iria ser o inverso das obtidas no caso anterior, ou seja, o inverso da amplitude e o
simétrico da fase. A imagem do contorno o, iria envolver a origem uma vez no sentido inverso

(N = —1) e aimagem do contorno o, continuaria a ndo envolver a origem.

Apliquemos agora o teorema dos envolvimentos a teoria do controlo. Considere-se o sistema

de controlo em anel fechado da Figura 6.7.

R E U Y
(s) (S)> C(s) () F(s) (s) _

Controlador Instalagao

Figura 6.7 — Esquema de controlo de seguimento por retroacao.
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Se 0 anel aberto for dado por

Ny (s)
Dy (s)

a funcéo de transferéncia do anel fechado seré entédo dada por

Go(s) = F(s)C(s) =

AR No(s)

_ ols)  Dy(s _ o\S

R TN BTG R NOETAG
DO(S)

Assim, os polos do anel aberto sdo dados pelas raizes de D, (s) e os polos do anel fechado

séo dados pelas raizes de Dy(s) + Ny(s).

Considere-se agora a funcdo (completamente artificial no sentido em que né&o representa
nenhum sistema especifico)

No(s) _ Do(s) + No(s)

L6 =14 = Do)

e o contorno — Contorno de Nyquist — que envolve todo o semiplano complexo direito, ou seja

a regiao instavel do plano s, no sentido dos ponteiros do reldgio.

Segundo o teorema acima, a imagem do contorno de Nyquist através da funcao
Dy(s) + No(s)
Dy (s)

terd um namero de envolvimentos em redor da origem igual a diferenga entre os polos

1+ Gy(s) =

instaveis (i.e. no interior do contorno de Nyquist) do anel fechado e os polos instaveis do anel

aberto (ver Figura 6.8).

=~ ~ . Contorno de

~ ~ Nyquist
\ 7/ \\\
X 7 = =3 \
00 \‘ ‘P, ~ 0
v L,
14G,(s)) —¥ 11—
WV I
ZONA / X Ssla® 5
X INSTAVEL / " _”
/ . -
/

Figura 6.8 — Teorema dos Envolvimentos aplicado ao Contorno de Nyquist.

Sendo mais facil analisar a imagem da funcdo G,(s) (0 anel aberto), a contagem de
envolvimentos em redor da origem da funcdo 1+ G,(s) é equivalente a contagem de

envolvimentos da funcdo G, (s) em redor do ponto —1, como se ilustra na Figura 6.9.
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=~ = . Contorno de

~ . A
Nyquist -
\ =Y
‘ I/ ‘ \
v . | I
GO(S) N 1 1
N T | [}
X ZONA ! AT
INSTAVEL / X
7 .
’

Figura 6.9 — Diagrama de Nyquist como a imagem do contorno de Nyquist através de Go(s).

Assim, o critério de Nyquist enuncia-se da seguinte forma. A imagem do contorno de Nyquist
através da funcao G,(s) tera um numero de envolvimentos em redor do ponto (—1) igual a
diferenca entre os polos instaveis do anel fechado e os polos instaveis do anel aberto, que
equivale a escrever

N=Z-P

onde
e P —¢é o numero de polos instaveis do anel aberto;
e 7 — € o numero de polos instaveis do anel fechado e

e N — é o numero de envolvimentos em redor do ponto —1 no mesmo sentido do

contorno de Nyquist (ver Figura 6.9).

O diagrama que se constréi através da imagem do contorno por G,(s) designa-se por

diagrama de Nyquist de Gy (s).

No caso mais geral, em que o anel aberto do sistema G, (s) é estavel (i.e. P = 0), o critério de
Nyquist resume-se a
Z=N

ou seja, para que o sistema em anel fechado resulte estavel (Z = 0), o diagrama de Nyquist
do anel aberto G,(s) ndo pode envolver o ponto —1 (i.e. N = 0). Se envolver o ponto —1, o
namero N de voltas corresponde ao niumero de polos instaveis do sistema em anel fechado.
Resulta disto, que para um anel aberto estavel e no objetivo de ter um sistema em anel

fechado estavel, a circulacao do ponto —1 deve ser evitada.

Considere-se agora o caso, menos frequente, em que o anel aberto do sistema G,(s) é

instavel (i.e. P > 0). Para que, novamente, o sistema em anel fechado resulte estavel (Z = 0),
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o diagrama de Nyquist do anel aberto G,(s) tem de envolver o ponto —1, em sentido contrario
ao do contorno de Nyquist, num numero de voltas igual a
N=-P

(negativo porque no sentido contrario). Assim, para um anel aberto instavel e no objetivo de
ter um sistema em anel fechado, a circulagao do ponto —1 tem de ocorrer no sentido contrario

ao dos ponteiros do relégio P vezes.

Exemplo 6.3

Considere-se o sistema em anel aberto dado por

1
O =511

gue € estavel, pois o seu Unico polo vale —1, e portanto P = 0. Se tracarmos o diagrama de
Nyquist deste sistema, ou seja, o diagrama polar de

G(jw) =

jo+1

para valores de o positivos e negativos, obtém-se o resultado da Figura 6.10.

IMm{Go(jco)} 4

-1,0
f >

" Re{Gy(jo)}

Figura 6.10 — Diagrama de Nyquist de G,(z) do Exemplo 6.3.

Este diagrama de Nyquist ndo realiza qualquer envolvimento em redor do ponto —1, i.e. N =

0. Assim,
Z=N+P=0

o anel fechado nao tera qualquer polo instavel. De modo a verificar este resultado, podemos

calcular diretamente o anel fechado

_

Go(s)

_ 1
1+Go(s) 4

T s+2
1

H(s) = +}

S
+

+

S
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gue, com um polo em —2, é estavel.

Exemplo 6.4

Facamos agora a mesma analise para o anel aberto dado por

1

S e N TE )

de segunda ordem e estavel (P = 0). O tracado do diagrama de Nyquist esta representado na
Figura 6.11 e, como no exemplo anterior, G,(jw) néo realiza qualquer envolvimento em redor

do ponto —1.

Conclui-se, portanto, que
Z=N+P=0

e o anel fechado do sistema é estavel (verifique como exercicio!).

L

IM{Go(joo)}

-1,0

" Re{Gyjo)}

Figura 6.11 — Diagrama de Nyquist de G,(z) do Exemplo 6.4.

Exemplo 6.5

Considere-se um caso diferente com a analise do anel aberto dado por

1
(s24+03s+1)(s+1)

Go(s) =

de terceira ordem e, ainda, estavel (P =0). O tracado do diagrama de Nyquist esta
representado na Figura 6.12, mas, neste caso, G, (jw) realiza dois envolvimentos em redor do

ponto —1, ou seja, N = 2.
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IM{Go(joo)} A

; >
1,0 1,0 Re{Gy(jo)}

Figura 6.12 — Diagrama de Nyquist de Go(s) do Exemplo 6.5.
Entao, conclui-se que
Z=N+P=240=2
e o0 anel fechado do sistema € instavel com dois polos com parte real positiva. Verificando o
resultado, se fecharmos o anel obtém-se

1
s34+13s2+13s+1

H(s) =

gue tem polos em —1.40 (estavel) e 0.05 + j1.20 (instaveis!).

Exemplo 6.6

Finalmente, um caso com o anel aberto instavel dado por

2
Go(s) = -1

de primeira ordem (P =1). O diagrama de Nyquist esta representado na Figura 6.13,

realizando um envolvimento em redor do ponto —1 mas no sentido contrario ao do contorno

de Nyquist, ou seja, N = —1.
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e Re{Go(jo)}

Figura 6.13 — Diagrama de Nyquist de G,(s) do Exemplo 6.6.
Entdo, conclui-se que
Z=N+P=-1+1=0

e o anel fechado do sistema é estavel. Verifigue-se o resultado calculando a fungéo de

transferéncia do anel fechado

s+1

gue é estavel.

6.4. Diagrama de Nyquist e a resposta em frequéncia

Podemos, nesta altura, perguntar qual a relagéo entre o diagrama de Nyquist e a resposta em
frequéncia, também introduzida neste capitulo. Repare-se que o contorno fechado de Nyquist

€ constituido pelas seguintes trés partes:
e 0 semieixo imaginario positivo, i.e. s = jw com 0 < w < +oo;
e 0 arco infinito definido no limite de s = p - €/® com p —» 400 e —90° < 8 < 4+90°;
e € 0 semieixo imaginario negativo, i.e. s = jo com —oo < w < 0.

O diagrama de Nyquist é a imagem destes trés trogos através de G,(s). Mas, a imagem do
primeiro troco é o diagrama polar da resposta em frequéncia G, (jw). A imagem do arco infinito
€, para um sistema com mais polos do que zeros, a origem coincidente com o limite de G, (jw)
quando w — +oo. A imagem do terceiro troco é a resposta em frequéncia para frequéncias
negativas G,(—jw), que resultard no diagrama polar da resposta em frequéncia rebatido em

torno do eixo real.
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6.5. Diagrama de Bode

O diagrama de Bode representa, explicitamente em dois diagramas paralelos, as funcdes de
ganho (M;(w) = |G(jw)]|) e fase (bg(w) = arg{G(jw)}) em funcdo da frequéncia angular w.
Este diagrama pode ser representado para o anel aberto do sistema, estando intimamente
ligado ao diagrama de Nyquist, mas também para o anel fechado, fornecendo informacgdes de
caracter diferente.

Através da representacdo da resposta em frequéncia do anel aberto de sistemas estaveis
(P = 0) é possivel retirar a mesma informagéo que concluimos da andlise do diagrama de
Nyquist mais conclusdes sobre a rapidez de resposta do sistema em anel fechado. No entanto,
para sistemas em anel aberto instaveis (P > 0) o diagrama de Bode n&o dispensa a realizagéo

do Nyquist para verificacdo da estabilidade.

O diagrama de Bode do sistema em anel fechado concentra a informagéo importante no

diagrama de ganho, resumindo-se esta a capacidade de seguimento e rapidez de resposta.

O diagrama de Bode é representado em escala logaritmica (de base 10) de frequéncia. A

representacdo da frequéncia angular desenvolve-se assim em progressao geomeétrica.

Adicionalmente, a representacédo do ganho faz-se em escala logaritmica (de base 10) ou em

escala linear recorrendo previamente a conversao do ganho para decibel (dB).
O ganho em dB é calculado como
Gag = 20 - logy0lG|
Deste modo, a composicdo de fatores multiplicativos (por exemplo, de uma fungcédo de
transferéncia) torna-se aditiva. Se o ganho
G = 616263
entdo o ganho em dB sera dado por
Gag = 20 - log;o|G| = 20 - logy|G,G,G3| =
20 - logyolGy| + 20 - logyolG2| + 20 - logyo|Gs| = Gy g + G248 + G348
A Figura 6.14 aponta alguns valores a memorizar, Gteis para a manipulagdo de fatores de
ganho em série. Note-se que o valor central correspondente & multiplicagéo pela unidade (n&o
amplifica nem atenua) tem como equivalente a adicdo de 0 dB (que mantém o valor inalterado).

O produto por fatores de 10 corresponde a adicdo de multiplos de 20 dB; e logo a divisao por

factores de 10 corresponde a subtrac¢do de multiplos de 20 dB. Um valor de grande utilidade

na construcdo do diagrama de bode é o +3 dB correspondente ao produto por v2. O motivo

deste interesse sera apresentado mais adiante no texto.
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Figura 6.14 — Relac&o entre ganho absoluto e valor correspondente em dB.

6.6. Construcdo aproximada do diagrama de Bode — método das assintotas

O tracado do diagrama de Bode pode ser realizado de forma aproximada tirando partido da
escala logaritmica de ganho, que permite a sobreposicdo das diversas contribuicbes dos

fatores, i.e.
log(G1(jw)G,(jw)) = log G; (jw) + log G, (jw)

do facto do argumento do produto de dois nimeros complexos ser igual a soma dos

argumentos de cada um, ou seja
arg{G,(jw)G,(jw)} = arg{G,(jw)} + arg{G,(jw)}
e ainda, da escala logaritmica de frequéncia, como ficara mais claro a frente.

Vejamos entdo a contribuicdo de cada fator de uma fungéo de transferéncia para o tracado

do diagrama de Bode.
Considere-se o fator simples de ganho
G(jw) =K

amplificador, se K > 1, ou atenuador, se K < 1. Entéo, a resposta em frequéncia é dada, no

ganho de amplitude por
log Mg (w) = log|G(jw)| = log|K|
e no desvio de fase por

dg(w) =arg{K} =0°se K >0
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ou
¢Po(w) = arg{K} = 180°se K < 0

A Figura 6.15 representa o diagrama de Bode deste fator.

Ms(o) 1
K]
1 B
 [rad/s]
bo(o) 4
se K>0
0° >
o [rad/s]
se K<0

127 -3 OISO | i 4o - i S

Figura 6.15 — Diagrama de Bode do fator G (jw) = K.

Note-se que um ganho K representa uma abstraccdo matematica pois nenhum sistema fisico
real pode apresentar uma fungédo de transferéncia com ganho constante para frequéncias
indefinidamente elevadas. Por exemplo, a realizacéo eletrénica de um amplificador € feita com
elementos eletronicos ativos (e.g. transistor) que apresentam limitagdes a partir de um dado
valor de frequéncia maximo. Na realizacdo pratica de um amplificador, apenas se tem de
garantir que, na gama de frequéncias de interesse (adiante designada por largura de banda
do anel fechado) o bloco amplificador mantém o valor do ganho constante.

Doravante neste texto considera-se, por omissdo, 0 ganho K positivo sabendo que, se for

negativo, basta subtrair (ou adicionar) 180° a fase obtida.

Considere-se agora um fator polinomial de 12 ordem no numerador da funcéo de transferéncia
- . w
G(jw) = K(l +]—>
wC
Este fator, viu-se ja, esta relacionado com a posicao de um zero da fungéo de transferéncia,

neste caso, em z = —w,.

A resposta em frequéncia é dada, no ganho de amplitude por

wz
= log|K| +log |1+ —
og|K| + log oz

C

log M;(w) = log|K| + log

LW
1+j—
(DC

L

gue, de forma assintotica para 0 e +oo, se pode aproximar como
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logK + 0 & w-0

log Mg (w) = W
logK+logw— & w-+4oo
C

Isto significa que a baixa frequéncia (w — 0) o factor contribui com um valor constante e na
alta frequéncia (w — +) a resposta de ganho evolui em linha recta com inclinagéo unitaria.
Para entender melhor esta ultima afirmacéo repare-se que

)
log M;(w) = logK + logm— =1-logw+ (logK —logw,)

C

e como a representacdo no diagrama de Bode é feita em escalas logaritmicas de ganho e
frequéncia, i.e. log M;(w) e log w, a assintota € uma reta de inclinacao 1. Na Figura 6.16 faz-
se a representacdo das duas assintotas e representa-se a curva real do ganho de amplitude
deste fator. A indicacdo 1:1 representa que, para valores de frequéncia suficientemente
elevados, o ganho aumenta uma década (dez vezes) por cada década de aumento da
frequéncia. Como uma década de aumento no ganho equivale a adi¢céo de +20 dB, diz-se que

0 ganho cresce a razdo de +20 dB por década, ou +20 dB/dec.

Por outro lado, a contribuicdo da fase é dada por

¢g(w) = arg{K} + arg{l + ]wﬂ} = 0° + atan {wﬁ}

que, de forma aproximada, se pode escrever
0° & w-0
dg(w) = 145° & = w,
90° & w—> 4+

Apesar da expresséo anterior, 0s 45° a frequéncia w. Sdo exactos.

Representamos entdo, também na Figura 6.16, a contribuicdo da fase. Aqui, repare-se que a
diferenca entre o diagrama assintotico e o tragado real faz-se notar desde uma década antes
até uma década apoés a frequéncia w.. Mais a frente se fara, com detalhe, a quantificacdo

destas diferencas entre os diagramas assintoticos e reais, quer na fase quer no ganho.
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Ma(w) 4
o) real
10K W —> 0
O«—w
K - T
| assintotico
| | >
0,10 (G 10w  [rad/s]
do(®) A
90°
4551 -
0° -

0,1ec 0 100 o [rad/s]

Figura 6.16 — Diagrama de Bode do fator G(jw) = K - (1 + jw/w).

Pensemos agora naquilo que muda para o caso anterior se considerarmos o fator

J . W

Como dividir no argumento do logaritmo é subtrair o logaritmo do inverso, resulta

w2
= log|K| — log 1+E

C

log M;(w) = log|K| — log

L

w
1+j—
w

C

logK — 0 & w-0

~
=~

W
logK —log— & - 4o
("‘)C

ou seja, teremos da mesma forma uma reta mas de inclinagcéo unitaria negativa (ver Figura
6.17). De forma algo semelhante, como dividir por um numero complexo é inverter o ganho e

subtrair a fase,

$g(w) = arg{K} — arg{l + ]wﬁc} = 0° — atan {wﬁc}

como representado na Figura 6.17.
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Mg(o) 4
O«—wo
K :
|
|
0,1K
| 0 —> 0
J B
bo(®) A 0,1 ®c 100 o [rad/s]
e >
-45°
-90°

Figura 6.17 — Diagrama de Bode do fator G(jw) = K - (1 + jw/w.) 2.

Note-se entdo que na representacdo em escalas logaritmicas as contribuicbes provenientes

de zeros e polos da fungéo de transferéncia resultam absolutamente simétricas.

Talvez o leitor ja tenha reparado no facto que na escala logaritmica o valor 0 ndo aparece
representado. Se formos em busca do zero, por exemplo na frequéncia, isso levar-nos-a para
regides do diagrama cada vez mais a esquerda. Quando temos 0 caso em que 0 zero esta na

origem o fator de Bode correspondente é
G(w) =K - (jw)
e logo
log M;(w) = logK + logljw| =logK + 1 -logw
dg(w) = arg{K} + arg{jw} = 0°+ 90° = +90°

como representado na Figura 6.18. Esta representacdo é compativel com aquela feita na
Figura 6.16 se atendermos ao facto que, neste caso, w. = 0 rad/s e logo 0 zero ndo aparece

representado.
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Ms(w) 4
10K

1:1

. ; |

0.1K
0,1 1 10 o [rad/s]
do(e) A
90°
0° B
1  [rad/s]

Figura 6.18 — Diagrama de Bode do fator G(jw) = K - (jw).

De forma analoga, temos para a contribuicdo resultante de um polo na origem (integrador)

6o = =
Jw) = jo
0 ganho de amplitude e desvio de fase dados por

log M;(w) = logK — log|jw| =logK — 1 -logw

$g(w) = arg{K} — arg{jw} = 0° = 90° = —90°
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Me(w) !

10K

K

0,1K

0,1 1 10 .

¢G( ®) A w [rad/s]
Oo

-90°

Figura 6.19 — Diagrama de Bode do fator G(jw) = K/(jw).
Com o que vimos até agora ja podemos realizar o tracado aproximado de diagramas de Bode
de funcdes de transferéncia com polos e zeros reais.
Exemplo 6.7
Considere-se entéo o tracado do diagrama de Bode do sistema representado pela fungéo de
transferéncia

S+ Wey

600 =Ko T GG + o)

Substituindo a variavel de Laplace s por jw e colocando na forma de Bode obtém-se

)
1+](‘)c2

(+igg) (1 +igg)

G(jw) =K

tal que (verifigue como exercicio)
Wc2

K =Ky—————
We1We3

Teremos entdo para 0 ganho e fase as contribuicdes (ver Figura 6.20 e Figura 6.21)

| B L ) )

ogMG((»)—log|K|—10g|1+]wc1 +log|1+]wC2 —10g|1+]wC3
= 14 d 14j @ 14 @

bg(w) —arg{K}—arg{ +]wc1}+arg{ +]wcz}—arg{ +]00c3}
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Mg(o) A o “‘.—
O".
K li—!-!“!&'f““‘f ez
Y - | Ce.
Teda 11 Teal 11
: T -, L L &
| Te o - >
M1 ®c2 O3  [rad/s]
bo(®) 4
900 7777777777 Precscccccscccccccnne
.
(OFS] ! Mc3
0° gsss33sgessesses >
[ Oc2 o [rad/s]
e °

O0°F - ————— PP X KRR R R KR

Figura 6.20 — Tracado assintético dos fatores de Bode do Exemplo 6.7.
MG(Q)) A ..............
K
®ct ®Oc2 ®c3 o [rad/s]
do(®) 4
e B e
|
®c3

0° ' >

: ‘  [rad/s]

; ¢ t
EoTp o EEE e 1 — |

Figura 6.21 — Sobreposicéo dos fatores de Bode do Exemplo 6.7.

E agora possivel estimar o comportamento real do diagrama como se representa na Figura

6.22.
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MG((D) &
K |

1.0

-1 assintotico

real

\ -

o [rad/s]

-

assintotico

Loy N

Figura 6.22 — Diagrama de Bode do Exemplo 6.7.

Exemplo 6.8
Considere-se agora o tracado do diagrama de Bode do sistema representado pela fungéo de
transferéncia

S+ W

G(jw) = KO—S-(S+w )

com um fator resultante de um polo na origem.

Temos entéo a resposta em frequéncia colocada na forma de Bode como

w

K Weq

G(jw) = ———2c_
jo(1+j

(1+ig)

1+]j

onde
w
K = k. Lt
We2
e
N w
log M;(w) = log|K| — log|jw| +log|1+j —10g|1 +j
Wcq Wcz
N N
¢b¢(w) = arg{K} — arg{jw} + arg{l +j } - arg{l +j }
Wcq ()
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Nas Figura 6.23 e Figura 6.24 representam-se dois passos da construcdo assintética e na
Figura 6.25 o diagrama final estimado. Neste exemplo, note-se que o fator de Bode relativo

ao polo na origem (com o zero seria 0 mesmo) domina na baixa frequéncia.

M (,0 A ‘O'
G( ) y s
3 ‘.""
§.~. "'O
K ls.ls.;it;g.s.l.sssr" ~5
e e
§~ | §.~
“Seedd | ~uy 11
. O ~‘~~
| S i
| ‘~~ )
Bs = >
1 Ot ®e2 “Seo. O [rad/s]
do(®) 4 i
900_____, - - - Peeescccsccssccccccsss
.
®c1 ‘ ®c3
Oom&w ‘ >
Wc2 : o [rad/s]
<
\
s ) o PR —— ¥ F F X ¥ F PP XY X T

Figura 6.23 — Tracado assintdtico dos fatores de Bode do Exemplo 6.8.

Mg(o) 4

-’

oY o
o

.’
Prog
e

‘»

1 5 o5 @ fadle
d)G(O)) A c1 c2 [ ]
o'y SRR — PR ST—————
il 1 I ) Oc3
0 ®e2 | ® [rad/s]>
. .
_900 l _______________ L

Figura 6.24 — Sobreposicéo dos fatores de Bode do Exemplo 6.8.
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B
Oc1 M2 ®c3 \ d/
¢G(®) A  [rad/s]
0° >
real
assintoético

-90°

Figura 6.25 — Diagrama de Bode do Exemplo 6.8.

6.7. Diagrama de Bode real e assintotico

Vejamos entdo agora, com mais detalhe, qual a diferenca entre o diagrama de Bode real e
assintotico, para o ganho de amplitude e para o desvio de fase.

Dada a simetria da representacéo dos fatores resultante de polos e zeros estas observacdes
sdo generalizaveis. Comecemos pelo ganho de amplitude de fator resultante de um polo real

em —w,

G(jw) = ®

+ ](}0—C
O ganho a frequéncia de canto w, sera dado por
K K

K

Mg (wo) = = — = — =0.707K

GATe |1+joo£ [1+j1] 2
C

ou seja
K
MG ((A)C)dB = 2010g105 = 20 loglo K - 20 10g10 1414 = KdB - 301 dB
ou seja, a frequéncia de canto w, teremos um diferenca de —3 dB, como representado na
Figura 6.26. Nas frequéncias w./3 (antes) e 3w, (depois e equidistante) o diagrama real vale

—0.5 dB que o assintético, ou seja, o ganho real é cerca de 95% daquele indicado pelo

diagrama assintotico. No caso de um zero da funcdo de transferéncia teremos a frequéncia
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de canto +3 dB (relativamente ao diagrama assintotico) que equivale aproximadamente a 1.4

vezes 0 ganho de patamar as baixas frequéncias.

Ms(w) 4

R {

0,1K

B
\

¢ 10

(]
frequéncia de canto” o [rad/s]

Figura 6.26 — Diagrama de Bode de ganho real de um polo sobre o eixo real.

Relativamente ao diagrama de fase, pode observar-se na Figura 6.27 o comportamento da
curva real da contribuicdo de um zero (no semieixo real negativo). Os limites, quando a
frequéncia vai para zero e infinito, séo 0° e +90°, respectivamente; e no valor da frequéncia

de canto w. temos +45° de fase.

E possivel calcular a inclinagcdo da tangente & curva quando w = w, (que é deixado ao leitor
como exercicio) que resulta em 66° por década, cruzando as assintotas em 0.2w. € 5w,
como se observa na figura. Apesar de ndo coincidir com a tangente, uma melhor aproximagéo
(com 6.5° de desvio maximo) surge de ligar as assintotas desde 0.1w, (uma década antes de

w.) até 10w, (uma década apos w.).

'”2—10 = 1,15 rad/dec
do(®) A = 66°/dec
00 [rmimmmimim i oo i i i i Y Y e i
4500 L SO—
0° >
0,1w¢ 0,20¢ oc So;  100¢  [rad/s]

Figura 6.27 — Comportamento da fase real de um zero de fase minima.

Na situagdo em que temos zeros (ou polos) reais duplos estes efeitos serdo duplicados, como

representado na Figura 6.28.
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Mg(w) #
6(o) -
100K~~~ S ISSRSLSEREEs o —> 0
real ¢/
D=1
K 1:0
0,10 ® 10
bo(w) 4 ’ ‘ o [rad/s]
180° |- — -
90°
0° o
0,1m¢ on 100c @ [rad/s]

Figura 6.28 — Diagrama de Bode de um sistema de 22 ordem com zero duplo.

Uma situacdo diferente € a que ocorre quando o fator de amortecimento de um facto de

22 ordem € inferior & unidade e temos polos complexos conjugados.
Considere-se entdo um fator da funcdo de transferéncia do tipo

K- w?

G(s) =
) 2+ 2Dw,s + w3

que colocado na forma de Bode resulta em

K

w? .2Dw
1 -2 ot
( (1)121> ) Wn

G(jw) =

Note-se que, quando a frequéncia w esta na vizinhanca da frequéncia natural w,, 0 médulo
do denominador sera tao reduzido quanto menor for o fator de amortecimento D. Se o
amortecimento for nulo o ganho de amplitude é infinitamente elevado representando a
situacdo de ressonéncia, bem conhecida dos engenheiros civis e mecéanicos pela sua
capacidade destrutiva das estruturas, e dos engenheiros eletrotécnicos na capacidade de
colocar uma antena em sintonia com uma estacao emissora. A Figura 6.29 apresenta a forma
dos diagramas de Bode reais para diversos valores de amortecimento. Repare-se que com a
diminuicdo do amortecimento a transi¢éo de fase vai sendo progressivamente mais rapida em

redor do ponto médio em w = w. = wy,.
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Me(o)

0,1K

0,01K ~
0, 1o ¢ 10mc

® o [rad/s]
do( %OL; ,, il

-90°

-180°

Figura 6.29 — Diagrama de Bode real para sistemas de 22 ordem com polos complexos conjugados.

Mais uma vez, se em vez de polos tivermos zeros complexos conjugados os diagramas sao
verticalmente simétricos, apresentando um fenémeno de antirressonancia. Os sistemas com
zeros anti ressonantes nao apresentam reacdo a saida (em regime permanente) quando

excitados nestes valores de frequéncia.
6.8. Contribuicéo de polos instaveis e zeros de fase ndo minima

Até este ponto, considerou-se apenas a contribuicao de zeros e polos no semiplano complexo

esquerdo, ou seja, zeros de fase minima e polos estaveis ou marginalmente estaveis.
Um zero no semiplano direito (designado por zero de fase ndo minima) contribui entdo com
um fator de Bode

G(jw) =K<1—j§)

C

Este fator difere daquele j& visto para o zero de fase minima no sinal associado a componente
imaginaria. Assim, esta diferen¢a ndo afeta 0 ganho de amplitude igualmente dado por (ver
Figura 6.30)

w2
= log|K| + log 1+E

C

log M;(w) = log|K| + log

1-j2
i
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logK + 0 & w-0

~
=~

w
logK +log— & w- 4o
Wc
mas a fase vem afetada de um sinal contrario, ou seja (Figura 6.30)

bo(w) = arg{K} + arg{l - ]u%} = 0° — atan {wﬁc}

—45° & w=w,
-90° & w- 4

{0° = w—0

Mg(w) }
10K |-
K
\
|
!
(1)@((1)) A 0,10 (O 100 o [rad/s]
0° -
-45°
-90°

Figura 6.30 — Diagrama de Bode do fator G(jw) = K - (1 — jo/w).

O zero de fase ndo minima comporta-se, na fase, da mesma forma que um polo estavel,
reduzindo a fase do conjunto. Isto constituird um problema para o sistema de controlo pois

facilitara a perda de estabilidade por envolvéncia do ponto —1 no diagrama de Nyquist.

De forma anéloga, podemos realizar o estudo da contribuigcdo de um polo instavel com o fator
de Bode

. K
G(jw) = o)
1,

Novamente, a diferenca cinge-se a fase. O ganho é dado por (Figura 6.31)

2
= log|K| — log 1+F

C

log M;(w) = log|K| — log

w
1—j—
(DC

L
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logK — 0 & w-0

~ W
logK —log— & w- 4o
(‘OC

e a fase

ba(w) = arg(K} —arg{1 —j— = 0° + atan { =]

C (DC

+45° & w=w,

{0° = w—-0
4+90° & w-o 4o

0,1K

bo(®) A

90°
45°
0° -
0,1wc o 100  [rad/s]

Figura 6.31 — Diagrama de Bode do fator G(jw) = K - (1 — jo/w.) L.

Dois comentarios sdo importantes para este caso relativo ao polo instavel. O primeiro vai no
sentido de questionar a realizacao de um diagrama de Bode de um sistema instavel, visto que
a resposta no tempo em regime permanente sinusoidal ficard dominada pela componente
exponencial crescente resultante da instabilidade. No entanto, o diagrama de Bode do anel
aberto serd um passo intermédio para a realizacdo de um sistema em anel fechado estavel e
nesse sentido, aceita-se o tracado como ferramenta de projeto. O segundo comentario, surge
na forma de advinha: “se a adicdo de um zero de fase ndo minima é prejudicial a estabilidade
do anel fechado porque introduz mais fase negativa, isso significa que a adicdo de um polo
instavel é benéfica para a estabilidade do anel fechado porque introduz fase positiva?” A
resposta a esta pergunta é: “ndo!” — como sugere 0 senso comum. A adi¢ao de polos instaveis

no anel aberto ndo melhora, em geral, a estabilidade do anel fechado. Sugere-se ao leitor que
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reflita sobre a justificacdo desta resposta tendo em conta os fundamentos do critério de

Nyquist.
6.9. Construcao do diagrama de Nyquist a partir do diagrama de Bode

Vimos ja ser possivel realizar o tracado do diagrama de Bode, de forma aproximada, através
do método das assintotas. Como o tracado do diagrama polar (ou do diagrama de Nyquist)
nao é tdo simples, pode-se usar o diagrama de Bode como passo intermédio para o tracado
do diagrama de Nyquist. Isto, sem desvalorizar o resultado que é o diagrama de Bode por si.
O diagrama de Bode representa, ao longo da frequéncia angular o, o0 comportamento do
madulo e da fase da resposta em frequéncia. Recolhendo do diagrama de Bode um conjunto
de pontos notaveis, podemos, com bastante aproximacao, realizar o tracado do diagrama de
Nyquist. O exemplo seguinte ilustra este procedimento.

Exemplo 6.9

Considere-se a fungéo de transferéncia do sistema em anel aberto dada por

S+ Wey

600) = Ko o) G + o)

A Figura 6.32 representa o diagrama de Bode deste sistema onde foi marcado um conjunto
de pontos notaveis pela facilidade de marcacédo no diagrama polar, nomeadamente, pontos

com valores de fase igual a 0, —45° ou —90°.

Este conjunto de (7) pontos esta registado na tabela seguinte e tém correspondéncia com os
pontos do diagrama polar da Figura 6.33. Na Figura 6.34 apresenta-se o diagrama de Nyquist

completo, obtido por rebatimento em torno do eixo real do diagrama polar da Figura 6.33.
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Conjunto de pontos notaveis para o tracado do Nyquist do Exemplo 6.9

Frequéncia angular o M; (w) dg(w)
1 W K Weqp ~ K ~ 0°
2 W= W¢g ~ 0.7K; (—3dB) —45°
3 W= \/m =./KiK, —-90°+ A
4 W= Wey ~ 1.4K, (+3dB) —45°
S 0 = /w0 ~ K, 0°—A
6 W = W3 ~ 0.7K, (—3dB) —45°
7 W > We3 ~ 0 (—20 dB/dec) ~ —90°

Mes(o) 1
Ki

Kz

da(®) 4

00

-90° |~ -

Figura 6.32 — Tracado do diagrama de Bode do Exemplo 6.9.
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Im{Go(joo)} 4
M=o >
Re{Go(jm)}
® = W3
JKi

Figura 6.33 — Construcao do diagrama polar de Go(jw) a partir do diagrama de Bode (Exemplo 6.9).

Im{Go(jo)} 4

w<0
Ki
B
Re{Go(jm)}
>0

Figura 6.34 — Diagrama de Nyquist do Exemplo 6.9.
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7. Especificacao e projeto na frequéncia

Este capitulo debruca-se sobre um primeiro aspeto, mais basico, da especificacdo em
frequéncia pela via da robustez do sistema em anel fechado a variacbes de ganho de
amplitude ou a desvios de fase. Os dois parametros que daqui resultam, mais as respetivas
frequéncias de cruzamento, permitem especificar o sistema com graus de liberdade

equivalentes aos realizados no dominio do plano s, no capitulo O.

No caso mais geral, em que o anel aberto do sistema G,(s) é estavel (i.e. com P =0), a
especificacdo de estabilidade do anel fechado obriga a que
Z=N=0

Para estes sistemas, estaveis em anel aberto, podem definir-se margens que mecam quao
longe esta o sistema em anel fechado de se tornar instavel. Em particular, € Gtil poder saber
gquanta fase ou quanto ganho pode ser introduzido no anel aberto do sistema sem que este
fique instavel, que é equivalente a definir uma margem de fase ¢yr € uma margem de ganho
Kye, respetivamente. A Figura 7.1 ilustra este conceito apontando os pontos do diagrama de

Nyquist que sdo candidatos, pela adigdo de fase ou introdugéo de ganho, a envolver o ponto

(=1).

Im{Go(jo)}

-1 Re{Go(jo)}

Figura 7.1 — Margens de estabilidade contra a adicdo de ganho e fase.
7.1. Robustez de estabilidade face a incerteza no ganho e na fase

Eventuais variacBes de fase e ganho estdo associadas a incerteza na fase de modelacéo, a
existéncia de dindmica ndo modelada ou as nao linearidades. Por exemplo, um atuador ndo
linear pode apresentar variacdes de ganho de acordo com o respetivo ponto de funcionamento,
por um lado, e a sua dindmica, ndo considerada na fase de modela¢do da instalacao,

introduzir polos que atrasem mais a fase. A simples colocacdo de um sensor num sistema
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com transporte de massa (e.g. o permutador de calor no pasteurizador) introduz atraso na

medida que, como se vera adiante, insere fase negativa no ganho do anel.

Assim, na perspetive independente da robustez a variacdo de fase ou de ganho, os dois
pontos da resposta em frequéncia G, (jw), candidatos a serem responséveis pela instabilidade

sao, por um lado
|Go(jwcg)| =1
bmr = arg{GO(jwcg)} — (—180°)

ou seja, 0 ponto que ja estd a distancia unitaria (tal como o ponto critico (—1)), mas que lhe
falta um determinado angulo ¢y para envolver o ponto critico (ver Figura 7.2); e, por outro
lado

arg{Go(jocr)} = —180°

1
Kve =
MG |Go(wer)|
Ou seja, 0 ponto que ja se apresenta sobre o semieixo real negativo (tal como o ponto critico
(—1)), mas que lhe falta um determinado fator de ganho Ky para envolver o ponto critico (ver
Figura 7.3).

Estas quantidades ¢yr € Ky Sdo designadas por margem de fase e margem de ganho (de
estabilidade do anel fechado), respetivamente. Note-se que a margem de ganho também
pode ser representada em dB, como

Kmgasy = —1Go(wep)lag = —2010g10|Go(jwer)|

no entanto recomenda-se cautela visto que estas margens estdo primeiramente ligadas ao

tracado do diagrama de Nyquist onde a representa¢cédo do ganho em dB n&o tem lugar.

.
Re{Go(jo)}

Figura 7.2 — Estabilidade marginal em consequéncia de adi¢cdo de fase no diagrama de Nyquist.
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Im{Go(jo)}

A~
o

Re{Gy(jo)}

KucGoljo)

Figura 7.3 — Estabilidade marginal em consequéncia de adi¢cdo de ganho no diagrama de Nyquist.

As margens de estabilidade de ganho e fase podem ser transportadas para o diagrama de
Bode onde as suas representacdes e medidas aparecem mais simplificadas. Na Figura 7.4
ilustra-se a marcacdo das margens de fase e ganho no diagrama de Bode. Assim, para
identificacdo da margem de fase, procura-se o ponto de cruzamento da curva do ganho com
0 ganho unitario, a frequéncia wg, € regista-se como margem de fase a distancia positiva até
a fase —180°. Para identificacdo da margem de ganho, procura-se o ponto de cruzamento da
curva de fase com o valor —180°, a frequéncia w.¢, € regista-se como margem de ganho a

“distancia positiva” (no sentido logaritmico) até ao ganho unitario.

Mes(w) A

1/Kve

do(o)
OO

-180° + dwr

-180°

Figura 7.4 — Margens de ganho e de fase no diagrama de Bode.
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O sistema em anel fechado sera estavel se estas margens forem ambas positivas, que implica
que a frequéncia de cruzamento de ganho w, deve ser inferior a frequéncia de cruzamento
de fase w.s. Deve ser 6bvio que as conclusdes de estabilidade que se tiram da andlise destes
dois parametros sao concordantes; o sistema em anel fechado ndo pode ser,

simultaneamente, estavel e ndo estavel.
7.2. Efeito daintroducéo de atraso puro na estabilidade

Referiu-se jA que uma causa comum de variacGes de fase (negativas) é a existéncia de um
atraso puro no anel aberto do sistema. Para dar mais um exemplo, nos sistemas de controlo
remoto cujo canal de transmissao introduz atraso (e.g. controlo de veiculos submarinos
usando ultrassons) € necessario realizar localmente o sistema de retroagdo que garante a

estabilidade. Expliguemos o porqué.

Considere-se a introducdo de um tempo-morto T ha dindmica de um sistema, ou seja, de um
bloco de atraso puro (Figura 7.5) entre a excitagdo na entrada e a resposta na saida. Se a

entrada deste bloco for y(t) a saida sera
(&) =yt -1
ao qual aplicando a Transformacao de Laplace obtém-se

Y.(s) =e7 - Y(s)

Tyt =yt -1) Y(s) Y.(S)

Il 1 } -

0 5 10 15 20 t[s]V

Figura 7.5 — Atraso puro.
A resposta em frequéncia de um atraso é, entdo, dada por
Gr(jw) = e T
com
Mg (w) = |e‘j““| =1=0dB

boe(@) = argle o) = — o
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ou seja, ndo tem qualquer efeito na resposta de ganho de amplitude, mas introduz fase
negativa que reduz as margens de estabilidade do sistema em anel fechado. Esta degradacéo

da fase é dada por
Adp, = —wT = —10'°8® . ¢

gue no diagrama de Bode com escala logaritmica de frequéncia tem um crescimento negativo

exponencial, como se ilustra na Figura 7.6.

sem atraso

Ms(w) 4
1 \ B
Ocg | @
i
do(0) 4 1 @
e° } =
|

MF positiva — AF estavel
-180° + (bMF 77777777777777777 ome >0

comatraso ¢y < 0

I T-To . . V. S -.....

MF negativa — AF instavel

Figura 7.6 — Efeito possivel na margem de fase pela introdu¢ao do atraso puro.

Exemplo 7.1
Considere-se o sistema com o anel aberto representado pela funcéo de transferéncia

103

Go(s) = F(s)C(s) = 2 11005

O tracado do seu diagrama de Bode (que é deixado como exercicio) resulta numa margem

de fase com o valor aproximado de 85° (i.e. 1.5 rad) e uma frequéncia de cruzamento w¢g ~

10 rad/s.

Um problema classico trata de determinar qual o valor maximo de atraso t que pode ser
inserido no anel aberto sem o sistema em anel fechado perca a estabilidade. Neste caso,

temos entao

1.5
Tmax=%=—=0.155

Weg 10
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que significa que, se a este sistema fosse introduzido um atraso de 0.15 s, 0 sistema em anel
fechado estaria no limiar da estabilidade.

7.3. Critica as margens de ganho e fase

Apesar de bastante (teis, as margens de ganho e de fase devem ser observadas com sentido

critico.

Figura 7.7 — Margens de ganho e fase iguais para diagramas de Nyquist diferentes.

Os dois exemplos da Figura 7.7, ttm as mesmas margens de estabilidade mas o primeiro é
mais tolerante a uma variacdo simultanea de ganho e fase pois todo o diagrama de Nyquist

esta mais afastado do ponto critico.
7.4. Largurade banda e rapidez de resposta

Considerando a dependéncia do ganho de um sistema dindmico com o valor da frequéncia,
pode dividir-se a as gamas de frequéncias por bandas passantes e de rejei¢do, ou seja, gama
de frequéncia em que o sinal ndo é atenuado (ou mesmo amplificado) e gama de frequéncia

em que o sinal de entrada sofre uma forte atenuacao para a saida.

Tipicamente, um sistema de controlo tem uma caracteristica de ganho passa-baixo. Uma zona
de baixas frequéncias em que o ganho € aproximadamente constante (se for de seguimento
deseja-se unitario) e a partir de um dado valor de frequéncia uma zona onde o ganho

apresenta um forte decaimento, como se representa na Figura 7.8.

Designa-se por largura de banda de um sistema o valor de frequéncia maximo da gama de

frequéncias passantes.

A situacdo mais habitual é ter para o anel aberto ganhos elevados (amplificacdo) a baixa
frequéncia e ganhos reduzidos (atenuacdo) a alta frequéncia. Isto reflete a incapacidade
natural dos sistemas fisicos responderem a solicitagbes progressivamente mais rapidas, ou

seja, a inércia. A largura de banda de um sistema final em anel fechado pode ser prevista a
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partir do anel aberto (controlador mais instalacao) através da frequéncia de travessia do ganho
unitario w¢, (frequéncia de cruzamento de ganho). A tabela seguinte apresenta a relagéo
entre 0s ganhos do anel aberto e anel fechado para as gamas de frequéncias muito menores

€ muito maiores que wg.

Tabela de relacdes de ganhos do anel aberto e do anel fechado.

Gama de Anel aberto Anel fechado
frequéncias Go(s) H(s)
. . | Go(w)
W K Weg |Go(Gw)| > 1 |H(w)| = T+ Go(jo) ~
0
_ ol=1 | IHGo) = [0 . > 05
w = (*)cg |GO (]wcg)l =1 1+ Go(j(l)) |1 + ej'arg{Go(jmcg)}| -
> . . _ Go(jw) .
W >> Weg |Go(jw)| < 1 |H(jw)| = 15 GyG0) ~ |Gy(jw)| K 1

>

O [rad/s]

Figura 7.8 — Largura de banda no diagrama de Bode do anel fechado.

A largura de banda do anel fechado fica entdo estabelecida pela frequéncia de cruzamento
de ganho do anel aberto w.;. Com o0 aumento da largura de banda do sistema em anel

fechado a resposta no dominio do tempo fica mais rapida como se ilustra no exemplo seguinte.

Exemplo 7.2
Considere-se a instalagéo representada pela fungéo de transferéncia

2(s +10)
s(s+1)(s+100)

KGy(s) =K
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A Figura 7.9 representa o diagrama de Bode de amplitude do anel aberto, com ganho K igual
al;5e5?% =25, tal que a frequéncia de cruzamento de ganho aumenta progressivamente

comK.

Mgo(®)
10°4
107 -

10 +

1 + £ t t B
J o [rad/s]

1074

102+ OLB1
1038 g
. WLB2 |Goljo)|
104 3
- 5|Gofjoo)|

5%Goljo)|

Figura 7.9 — Diagrama de Bode de amplitude relativo ao Exemplo 7.2.

Fechando o anel e excitando o sistema com um sinal de referéncia em degrau (unitario)
obtém-se as respostas no tempo representadas na Figura 7.10. Aqui, observa-se que o tempo
de subida é progressivamente menor com o aumento da frequéncia de cruzamento de ganho,
consequéncia do aumento do ganho K, no anel aberto. Simultaneamente, é possivel observar
gue existe uma reducdo da estabilidade relativa. Apesar de ndo termos representado o
diagrama de fase, normalmente, com o cruzamento da amplitude unitaria a valores de
frequéncia mais altos existe uma reducdo da margem de fase, que se reflete num aumento

da sobrelevacado na resposta temporal.
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yit)y A

1,2 =

() = e(t)

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

| | } »
0 5 10 15 20 t[s]

Figura 7.10 — Resposta ao degrau do sistema em anel fechado (Exemplo 7.2).

O exemplo anterior mostra 0 aumento da rapidez da resposta do sistema em anel fechado
com o aumento da largura de banda, mas observa-se também alguma degradacdo da
estabilidade do sistema. Este efeito j& observado e explicado antes sera desenvolvido mais a

frente no contexto da resposta em frequéncia.
7.5. Especificagdo no dominio da frequéncia

O projeto de controladores no dominio da frequéncia tem, como anteriormente, um ponto de
partida na especificacdo do comportamento pretendido para o anel fechado. Neste caso, a
especificacdo tem de ser adaptada a condicdes verificaveis diretamente na resposta em

frequéncia (diagrama de Bode do anel aberto).

e Seguimento — consegue-se estabelecendo condicbes de ganho do anel aberto
suficientemente elevado na baixa frequéncia, i.e.

lim |Gy (jw)| > 1
w—-0

No capitulo 0 impés-se condi¢des para o seguimento sem erro da referéncia constante
(degrau) que resultou na presenca de efeito integral no anel aberto. O efeito integral

garante ganho infinito a baixa frequéncia.

e Rapidez de resposta — viu-se na seccao anterior estar ligada ao valor minimo da
largura de banda estabelecida pela frequéncia de cruzamento de ganho do anel aberto,

i.e.

Weg = WLB
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e ]
70

60
50
404
30

204

O tempo de subida (aproximadamente igual ao tempo de estabelecimento se o
amortecimento for reduzido) é inversamente proporcional a largura de banda e da
ordem de

25

ty & —
WLB

Amortecimento e estabilidade — sdo garantidos por valores positivos minimos das
margens de fase e ganho, i.e.
bmF = PmEmin > 0

Kwmg(dB) = Kmgmins) > 0 dB

As margens de estabilidade tém um efeito direto no amortecimento da resposta
temporal. Quanto menor forem as margens de ganho e fase, menos amortecida é a
resposta temporal do sistema. A férmula seguinte (a esquecer!) relaciona a margem
de fase de um sistema (estabelecida no anel aberto) com o fator de amortecimento D
de um sistema de 22 ordem

2D
q)MF = atan{ }
VVI + 4D% — 2D?

Isto significa que o sistema em anel fechado se comportara, no dominio do tempo,

como um sistema de 22 ordem com este fator de amortecimento. O comportamento
desta relacao esta representado na Figura 7.11 e pode ser aproximado pela equagéo
mais simples

dmr ~ 100D

s b)
100 -

90

80

dur(D) 07
X 60 1

s[%] = 100(1 - oue/60)

dmr = 100D A
40
30 4
20 4
10

0.1 02 03 04 05 06 07 p 0 10 20 30 40 50 60 70 Gy

Figura 7.11 — Relagdo entre margem de fase, fator de amortecimento (a) e sobrelevacao (b).

As seccdes seguintes apresentam dois mecanismos classicos de compensagéao da instalacao

de modo a cumprir especificagdes basicas no dominio da frequéncia.
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7.6. Compensacao de atraso

A forma de compensacao mais basica € a compensacao de atraso que consiste em adicionar
um par polo-zero, ambos no semiplano complexo esquerdo, tal que o polo se encontra mais

préximo da origem.

A funcao de transferéncia do compensador de atraso é dada por

K aTs+1

) = To¥ T

com a < 1. Nesta situagdo, o compensador apresenta um zero em —1/(aT) e um polo em
—1/T. Assim, no diagrama de Bode, a influéncia do polo realiza-se a um valor de frequéncia
mais reduzido que o relativo a influéncia do zero. A Figura 7.12 representa do diagrama polos-
zeros e o diagrama de Bode do compensador de atraso genérico.

a) b) Mc(w) 4
Kla
plano s A jo a<1
K 1 i B
o x .
= 1 = 0 ©
1 o T . Ll T i
5 dc(®) A Jar al
-90°

Figura 7.12 — Compensador de atraso. Diagrama polos-zeros (a) e Diagrama de Bode (b).

Este compensador realiza uma aproximacao conservadora através do aumento do ganho a
baixa frequéncia, sem modificar a frequéncia de cruzamento de ganho, ou seja, tem por
objetivo cumprir especificacdes de seguimento mas sem aumentar a largura de banda. Este

compensador é designado de atraso porque subtrai fase ao anel aberto.

A Figura 7.13 representa os Varios passos do dimensionamento do compensador de atraso.
O primeiro passo consiste no cumprimento duma especificacdo de margem de ganho.
Procura-se o ponto do diagrama de fase que se encontra a distancia ¢y de —180°, ou seja,
a frequéncia para qual a fase vale —180° + ¢yr. De seguida, corrige-se o ganho do anel
aberto com o parametro K, do compensador, de forma a fazer, dessa frequéncia, a nova
frequéncia de cruzamento wg,. Note-se que, no caso deste método de compensagdo, a
largura de banda é consequéncia deste passo e, portanto, ndo se encontra livre para

especificacéo.
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O passo seguinte corrige 0 ganho estatico do anel aberto de modo a cumprir uma
especificacdo de seguimento. O ganho adicionado por este compensador vale K/a. Como K
se encontra ja dimensionado pelo passo anterior, determinamos o parametro a de modo a

obter

K
Car(OIF(0) = —F(0) = G;(0)

onde G4(0) representa a especificagdo de ganho a baixa frequéncia.

Mo(w) 4 O Goljor) = F(j0)C(j)
KF(jo)

1/Kmc

dc(®)

OO

-180°

Figura 7.13 — Dimensionamento do compensador de atraso.

O dimensionamento do parametro T, que sobra, é feito de modo a ndo danificar o primeiro
passo, i.e. sem modificar a frequéncia de cruzamento de ganho nem reduzir a margem de
fase. Como a influéncia do zero se faz sentir até uma década acima da respetiva frequéncia

de canto, temos de colocar o zero numa década abaixo de cozg, ou seja
1 Weg

al 10

Como o parametro a ja foi seleccionado no passo anterior, determina-se o valor do tempo T.

Como jareferido, a compensacao de atraso nao possibilita o dimensionamento independente
da margem de fase de estabilidade do anel fechado e a da respetiva largura de banda.

Normalmente, privilegia-se o primeiro.
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7.7. Compensacédo de avanco

Nos casos em que O seguimento ndo é um problema (e.g. porque a instalacdo tem
originalmente comportamento integral ou porque ja foi compensada por um compensador de
atraso), existe um método bdsico alternativo a compensacdo de atraso que permite

estabelecer a margem de fase e a largura de banda de forma independente.
A funcao de transferéncia do compensador de avanco é dada por

K aTs+1

C [
aV(S) \/a TS+1

agora, com a > 1. Também aqui, 0 compensador apresenta um zero em —1/(aT) e um polo
em —1/T. No entanto, com a > 1, no diagrama de Bode, a influéncia do zero realiza-se a um
valor de frequéncia mais reduzido que o relativo a influéncia do polo. A Figura 7.14 representa

do diagrama polos-zeros e o diagrama de Bode do compensador de avango genérico.

a) b) M) 4

Kap———— - 1 /
A K ] il

plano s

~lI= )
- e

00

®
Figura 7.14 — Compensador de avanco. Diagrama polos-zeros (a) e Diagrama de Bode (b).

Este compensador tem uma aproximacao ambiciosa através do aumento da fase a frequéncia

de cruzamento de ganho de modo a possibilitar o aumento de largura de banda sem perda de

estabilidade relativa. Este compensador € designado de avango porque adiciona fase positiva

ao anel aberto.

Na Figura 7.15 pode observar-se os varios passos do dimensionamento do compensador de
avanco. O primeiro passo consiste no cumprimento duma especificacdo de largura de banda.
Identifica-se o valor do ganho de amplitude a frequéncia correspondente a largura de banda
pretendida, normalmente inferior a unidade, e estabelece-se o ganho K do compensador igual

ao inverso desse ganho
1

K = I———
|F(ogg)|
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tal que o conjunto KF(jw) tenha frequéncia de cruzamento igual a w¢g. Este aumento de
largura de banda é acompanhado por uma reducdo da margem de fase e € aqui que o
compensador de avanc¢o da a sua contribuicdo principal. O passo seguinte é comparar 0 novo
valor de margem de fase e verificar a diferenca para a margem de fase especificada. Esta
diferenca vai ser solicitada ao compensador através do dimensionamento do parametro a. O
valor maximo de fase adicionado pelo compensador de avango vale (demonstre como

exercicio)

o (a—1

como se observa na Figura 7.16, ou, de forma inversa, o parametro a a seleccionar para obter

um determinado valor de fase maxima ¢ max € dado por

1+ sin ¢ max
a=———T———
1 —sin q)c,max

onde (ver novamente a Figura 7.15)

bcmax = —180° + dmr — ¢F(jng)
Falta s6, como ultimo passo, garantir que a fase maxima é adicionada no valor de frequéncia
correto, ou seja,

1
VaT

Como o parametro a foi ja estabelecido pelo passo anterior, esta expressao estabelece o valor

— *
= O‘)Cg

do pardmetro T, ficando o compensador dimensionado.
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1
Ma(w) R Ja Go(jo) = F(jo)C(jm)
KF(jo)

1 B

Q)
N e

do(@) 4 5
0° o

¢Cn18X GO(J('))
4800 o NN Y

Figura 7.15 — Dimensionamento do compensador de avango.

Como jareferido, a compensacado de avan¢o nao possibilita o estabelecimento (independente)
do ganho a baixa frequéncia para efeitos de especificacdo de seguimento.

Note-se ainda que, apesar de um conjunto zero-polo poder adicionar até 90°, o compensador
de avanco nao é eficaz na recuperacao de valores de fase superiores a cerca de 45° (a < 6),
como se observa na Figura 7.16. Para recuperar valores de fase superiores € preferivel

colocar dois compensadores em cascata distribuindo a fase a compensar.
domax |

50° 4
40° 4
30° 4

20° 4

10°

0° >

a

Figura 7.16 — Fase maxima do compensador de avango em funcéo do parametro a.
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Note-se que o compensador reduz o ganho a baixa frequéncia e aumenta o ganho a alta
frequéncia. Na frequéncia de travessia, enquanto a instalacdo contribui com ganho
decrescente, o compensador contribui com ganho crescente (1:1 por cada compensador). Se
a instalacdo tiver um decaimento de ganho fraco a frequéncia de travessia pode acontecer
uma situacao de patamar ou mesmo de ganho crescente com a frequéncia, aumentando a

sensibilidade do sistema a variagBes simultdneas de ganho e fase.
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8. Controlo PID

Existe uma estrutura de controlo classica amplamente utilizada designada por controlo de trés
termos ou PID de proporcional, integral e derivativo. Os controladores baseados nesta
estratégia cobrem uma parcela muito significativa na regulacdo dos processos e produtos
industriais. Adicionalmente, existe uma bibliografia infindavel sobre diversos aspetos deste

tema.

O controlo PID resulta da acdo combinada (em sobreposicdo) das trés componentes

seguintes:

e Proporcional — em que a acéo de controlo € proporcional ao erro no instante de tempo

atual,
e Integral — onde a acao de controlo é proporcional ao integral do erro passado; e

e Derivativa — cuja acdo de controlo é proporcional a derivada (tendéncia) do erro no

instante presente.

De forma analitica, a agdo de controlo PID é calculada a partir da adigdo dos trés termos

correspondentes

u(t) = up(t) + uy(t) + up(t)

definidos por

up(t) = Kp - e(t)
t
u(t) = Klf e(o)do

de(t)
dt

up(t) = Kp
onde
e(t) =r() —y(t)
€ 0 erro de seguimento da referéncia r pela saida da instalacéo y.
Aplicando a Transformac&o de Laplace a lei de controlo PID, pode escrever-se
U(s)
S

K;
CPID(S) = ﬂ = Kp +?+ KDS

como representado na Figura 8.1.
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C(s) - K |
I I

R) L ~ES] [ L UGs) Fs) L.
T o = — | -
: - : Instalagéo
I
' Y(s) y i I

Figura 8.1 — Esquema de blocos do controlador PID em anel fechado.

Um formato alternativo com grande aceitacdo resulta de colocar o ganho proporcional em
evidéncia e definir duas constantes de tempo T; e T4, designadas respectivamente por tempo

integral e derivativo, como

_Kp _Kp
Ti = K_l e Td = K_P
tomando o controlador a forma
U(s) 1
CPID(S) = m = Kp (1 + ﬂ + TdS)
como representado Figura 8.2.
[Controlador ﬂ]
C(s) |
I
I
Rs) | _E® L U(s) Y(s)
ol 1 K ] B F(S) >
| " Tis E 1
| - ] Instalagao
I
I
- TdS ]
:Y(s) |

Figura 8.2 — Esquema de blocos do controlador PID com Kp em evidéncia.

Note-se que, relativamente a componente integral, a anulacdo do ganho K; corresponde a

levar o valor do tempo integral T; para infinito.

O controlador PID pode aparecer truncado de alguma das suas componentes, embora seja
comum manter sempre a componente proporcional. Assim, é possivel encontrar aplicacdes

para os quais a melhor resposta surge de controladores tipo PI, tipo PD ou apenas tipo P. Do
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ponto de vista analiticos, estes sdo apenas casos especiais que surgem da anulacdo dos
ganhos K; e/ou Kp, no entanto do ponto de vista dinamico implica a introdugdo de
controladores de ordens diferentes.

Um primeiro comentério a fazer a este controlador com a componente derivativa ativa (Ty4
diferente de zero) é que nao € causal. Na pratica, a implementacao do controlador exige que
a componente derivativa seja aproximada, por adicdo de um polo de alta frequéncia, ou seja

C ()—U(s)—K(1+1+ Tas )
PIBSS CE(s) P Tis aTgs+1

onde o € uma constante positiva que estabelece o ganho méaximo de alta frequéncia.

Definida a estrutura do controlador, como selecionar o valor dos seus parametros
(normalmente também designados por ganhos do PID)? Para fazer esta sele¢do, importa

compreender o efeito que cada uma das trés componentes tem na agéo de controlo total.

A componente proporcional depende apenas do erro no instante t presente. No momento
exato em que o erro € anulado a sua agdo desaparece. O valor de Kp avalia a agéo de controlo
sobre a instalagéo por cada unidade presente no erro, positivo ou negativo, como referido nos

capitulos anteriores.

A componente integral depende de todo o erro acumulado no passado até ao instante t actual.
Esta componente dindmica s6 estabiliza quando o erro for igual a zero. No entanto, mesmo
com erro nulo a entrada a componente integral pode fornecer uma saida constante diferente

de zero, servindo para estabelecer o ponto de operacéo da instalacéo.

A componente derivativa gera uma agdo de controlo proporcional a derivada do erro,
independentemente do seu valor absoluto. Ou seja, introduz capacidade preditiva (ver Figura
8.3) da tendéncia futura do erro antes que este ocorra e portanto tornando-o mais rapido

abrindo a largura de banda do sistema.

Cit/ird_e
_ /IN_ A ddt,

Figura 8.3 — Capacidade preditiva da componente derivativa.
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8.1. Ajuste manual de controladores PID

Para além das capacidades desta estrutura de controlo, uma caracteristica apreciada no meio

industrial é a relativa facilidade do ajuste do controlador de forma manual, sem o

conhecimento especifico da funcao de transferéncia da instalacao.

O procedimento para o ajuste manual desenrola-se em trés passos (com a possibilidade de

reajuste posterior) com a observacao de variagdes em degrau no valor de referéncia:

Iniciar a componente proporcional com um valor reduzido do ganho Kp. Aumentar Kp até obter
uma velocidade de resposta aceitavel (tempo de subida t,) tolerando alguma sobrelevacgéo e

algum erro estético;

Iniciar a componente integral com um valor elevado de T;. Reduzir T; até obter a remocao do
erro estatico num tempo aceitavel (tempo de estabelecimento t;) sem deixar o sistema perder

a estabilidade.

Iniciar a componente derivativa com Ty igual a zero. Aumentar T4 até atingir um valor de
sobrelevagéo aceitavel (s%).

O exemplo seguinte ilustra a aplicacdo destes passos a uma instalagéo a controlar.
Exemplo 8.1

Considere-se uma instalacdo a controlar com funcdo de transferéncia desconhecida, mas

acessivel para ensaios. Coloca-se um controlador PID em série com a instalacéo e fecha-se

0 anel, como representado na Figura 8.4.

R E U Yl
(s) © o s () Fs) ()
- Controlador Instalagéo
PID

Figura 8.4 — Esquema de blocos do sistema de controlo (Exemplo 8.1).

Aplicando uma sequéncia de degraus, faz-se variar o ganho proporcional Kp desde 0 até 8.0.
Na Figura 8.5 regista-se (em sobreposi¢@o) trés respostas do sistema para os valores de
ganho proporcional de Kp = 0.5; Kp = 2.0 e Kp = 8.0. Com este Ultimo valor decidiu-se parar
devido ao tempo de subida satisfatorio e a crescente sobrelevacdo. Observe-se que o valor

do erro permanente foi diminuindo com o aumento do ganho proporcional, como era esperado.

Num segundo passo, com o valor do ganho proporcional fixado no passo anterior (Kp = 8.0),
varia-se o valor do tempo integral T; desde 100s até 2.0s. Na Figura 8.6 regista-se as

respostas do sistema para os valores de tempo integral de T; = 100s; T; = 4.0s e T; = 2.0 s.
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Neste Ultimo valor parou-se devido ao tempo de estabelecimento satisfatério e, novamente, a

oscilacdo crescente. O erro permanente € removido pela componente integral.
()

10 /\ rt) = &(t)
0,8 + \/\ Ke =80

0,6 + Kr=2,0
0,4 +
Kr=0,5
0,2 -
} } } } } } -
0 2 4 6 8 t[s]

Figura 8.5 — Ajuste manual do PID — ganho proporcional (Exemplo 8.1).

A
() Ti=20s
12 + Ti=40s
n(t) = &(f)
110 /\ —— e ————
08+ \/\ T=100s
0.6 Ko = 8,0
0,4 +
02+
} } } } } } } } >
0 2 4 6 8 t[s]

Figura 8.6 — Ajuste manual do PID — tempo integral (Exemplo 8.1).
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y(t) 4
1,2 +

T4=0,025s
T4=02s

n(t) = &(t)

1,0 -

08 T Ta=04s

0.6 1 Ko = 8.0
8 T.=20s

0,2 -

1 Il
I 1 1 1 1

0 2 4 6 8 t[S]

\/

Figura 8.7 — Ajuste manual do PID — tempo derivativo (Exemplo 8.1).

Finalmente, com os valores fixados do ganho proporcional em Kp = 8.0 e do tempo integral

em T; = 2.0 s, varia-se o0 valor do tempo derivativo Ty desde 0 até 0.4s. Na Figura 8.7

registam-se as respostas do sistema para os valores Ty = 0.025s; T4 =0.2se Ty = 0.4s. A

resposta final é rapida e suave e o controlador PID esta ajustado com o conjunto de ganhos
Kp = 8.0; T, =2.0s; Tqy=04s

Este processo é repetido as vezes que forem necessarias para atingir o resultado pretendido.

Note-se que, no exemplo anterior, em momento algum foi definido qual era o resultado
pretendido numa especificacéo clara. Termos difusos como rapido/lento, suave/oscilatério sao
empregues para descrever o nivel de desempenho do sistema de acordo com os critérios do

operador que procede a este ajuste.
8.2. O controlador PID e o lugar das raizes

Se a funcdo de transferéncia da instalacao for conhecida é possivel realizar o ajuste do
controlador PID de forma sisteméatica, encarando-o como uma fungéo de transferéncia com
0s seus zeros e polos em série com a funcéo de transferéncia da instalacdo. A funcéo de
transferéncia do controlador PID (ndo causal) é dada por

Tgs? + s+ 1/T;

Cpip(s) = Kp
com um polo na origem (s = 0) e dois zeros em

1 +J1—4ﬂﬂﬂ

A2 = ZTd - ZTd
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Através de uma analise do lugar de raizes € possivel posicionar os polos do anel fechado

para atingir uma determinada especificacdo de desempenho.
Exemplo 8.2

Considere-se a mesma instalagdo do Exemplo 8.1, antes desconhecida, agora descrita pela

fungéo de transferéncia

Estabeleca-se como especificacdo um tempo de subida a 90% da ordem de t,=1s e
sobrelevagdo minima. Através de uma analise do lugar de raizes colocaram-se os zeros do
PID em —0.8 e em —1.4. Na Figura 8.8 apresenta-se o diagrama do lugar de raizes e o valor

selecionado para o anel fechado.

A resposta final, representada na Figura 8.9 cumpre a especificagdo e o controlador PID é
caracterizado pelo conjunto de ganhos
Kp = 4.4; T;=196s; Tyq=045s

A plano s
4+ 0,6j
+ 04

+ 02

1+ -02j

+ -04j

+ -0.6j

Figura 8.8 — Diagrama do lugar de raizes (Exemplo 8.2).
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y(t) A
1,0

n(t) = &(1)

0,8 +

0,6 +

0,4 +

0,2 -

i
0 2 4 6 8 t[s]

—_
-
-
-
——
-
-

Figura 8.9 — Resposta do sistema de controlo PID (Exemplo 8.2).

No entanto, a principal vantagem do controlo PID sobressai quando existe informacgéo

reduzida sobre a instalagéo, ndo se sabendo com exatiddo qual a sua fungéo de transferéncia.
8.3. Regras de Ziegler-Nichols

Ziegler e Nichols desenvolveram no principio da década de 40 (do século XX) um conjunto de
regras de ajuste sistematico de controladores PID reunido em dois métodos equivalentes e

alternativos.

O primeiro método € designado por método da curva de reacdo. Este método consiste na
aplicacdo de um degrau de amplitude unitaria (na pratica, s6 ird interessar o ganho estatico)
e regista-se a resposta da instalacdo. Do registo da resposta extraem-se os valores do tempo-

morto L, do tempo de subida T e do ganho estético K.

y(t) A

e e
K
X .
a t
yY_v__

Figura 8.10 — Curva de reacao da instalacéo ao degrau unitario.
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A partir deste calcula-se o parametro

a=t7

e consulta-se a tabela seguinte para obter os parametros do controlador:

Tabela de regras de Ziegler-Nichols — método da curva de reacéo

Tipo Kp T; Ty
1
Controlador P —
a
0.9
Controlador Pl — 3.3L
a
1.2
Controlador PID S 2.0L 0.5L
a

Exemplo 8.3

Considere-se uma instalagdo a qual foi aplicado um degrau de amplitude unitaria na sua
entrada u(t) no instante de tempo t igual a zero. A Figura 8.11 regista a curva de reagéo da

instalacé@o e de onde se extraem os valores
K=~40; L=10s; e T=4.0s

e em consequéncia

y(t) A

24

23
22
21
20 1

19

t >
10 t[S]

18

Figura 8.11 — Curva de reacdo da instalacéo registada no Exemplo 8.3.

Consultando a tabela anterior de ajuste de ganhos de Ziegler-Nichols, obtém-se
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Kp = 1.2; T,=20s; T4=050s

gue aplicados ao sistema em anel fechado, resultam na resposta registada na Figura 8.12.
Para j4, diga-se apenas que a sobrelevacdo apresentada por esta resposta

(aproximadamente 35%) é normal como resultado da aplicagéo deste método.

y(t) A

1,2 +
10 = 1t = &(t)

0,8 +

0,6 +

0,4 1

0,2 -

1 } 1 } } } } } =

0 2 4 6 8 t[S]

Figura 8.12 — Resposta do sistema em anel fechado (Exemplo 8.3).

Como se viu no Exemplo 8.3, ndo é facil extrair estas medidas com exatidao.

R U ¥
(s) K, (s) F(s) (s) _

Instalagao

Figura 8.13 — Esquema do ensaio no método da sensibilidade ultima.

v 4 P

Figura 8.14 — Periodo critico da oscilacdo permanente no método da sensibilidade ultima.
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O método alternativo designa-se por método da sensibilidade Gltima porgue consiste em levar
a instalacdo ao limiar da estabilidade. A instalacdo é colocada em anel fechado com um
controlador proporcional, como na Figura 8.13. e aumenta-se o valor do ganho K, até atingir
o valor critico K, correspondente ao limiar da estabilidade. Nesta situacéo, € normal observar
uma oscilacao permanente como caracterizada na Figura 8.14. Deste ensaio, extraem-se 0s
valores do ganho critico K, e do periodo critico T, e consulta-se a tabela seguinte para obter

0s parametros do controlador:

Tabela de regras de Ziegler-Nichols — método da sensibilidade ultima

Tipo Kp T; Tq4
Controlador P 0.50K,
Ty
Controlador PI 0.45K, 3
T T
Controlador PID 0.60K, £ U
2.0 8.0

Exemplo 8.4

Considere-se a mesma instalacdo do Exemplo 8.3, agora colocada em anel fechado com um
controlador proporcional. A instalacdo foi levada ao limiar da estabilidade, atingida com ganho

critico K, = 2, registando-se a resposta representada na Figura 8.15.

y(t) A
1,0 4

T,=38s |

0,8 -
0,6 4
0,4 -
0,2 4

Figura 8.15 — Periodo critico da oscilagdo permanente registada no Exemplo 8.4.

Deste registo extrai-se o valor do tempo critico T, = 3.8 s. Consultando a tabela anterior de

ajuste de ganhos de Ziegler-Nichols, obtém-se

Kp = 1.2; T,=19s; Ty=048s
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Estes valores sdo semelhantes aos obtidos no Exemplo 8.3, que aplicados ao sistema em

anel fechado, resultam numa resposta equivalente a ja registada na Figura 8.12.

Como se pode observar nos exemplos os dois métodos sdo equivalentes. Uma das
caracteristicas dos controladores PID ajustados pelas regras de Ziegler-Nichols € o zero real
duplo em

1, JI—4TyT, 4

Y T T,

Note-se que 0 ensaio realizado para determinar os valores do ganho e periodo criticos é
equivalente a encontrar o valor da margem de ganho da instalacdo Ky e a frequéncia de
cruzamento de fase w¢s. ISto pode ser realizado excitando a instalagdo com um gerador de
sinal sinusoidal de amplitude 4; e frequéncia w. Aumenta-se o valor da frequéncia até a
resposta se apresentar em oposicdo de fase com a entrada. Nesta situagéo regista-se a
amplitude A, da sinusoide (!) de saida e respetiva frequéncia. Esta esta relacionada com o

periodo critico através

2m
Wef = 7
C Tu

e 0 ganho entrada-saida é o inverso da margem de ganho, ou seja, do ganho critico

4;
Ky = Kug = T
o

Este método requer algum equipamento adicional (menos disponivel no tempo de Ziegler e
Nichols) mas fornece algo que é critico para o dono da instalacao, a integridade da mesma.
Na prética, existe um método que consiste em introduzir um relé limitador em anel fechado
com a instalacdo que devolve com precisdo os valores do periodo e ganho critico. Deste

método se falar4 mais tarde.
8.4. Anédlise e modificacdo do método de Ziegler-Nichols

Os métodos de Ziegler-Nichols sdo por vezes criticados por apresentarem sobrelevacdes
muito elevadas, como se observou nos exemplos anteriores. No entanto, esta caracteristica
ndo é uma fraqueza do método mas algo que foi deliberadamente selecionado para responder
as necessidades da industria de processos onde a principal preocupacdo € a rejeicao de
perturbacbes com uma largura de banda alargada em detrimento das capacidades de

seguimento, mais importantes em outras areas de aplicacao, e.g. aeronautica ou robdética.

Observe-se que, a frequéncia de cruzamento de fase w.f, a resposta em frequéncia do anel

aberto vale
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Kp 1
Go(j0e) = F(jwee) C(wep) = — =% 1+'<u)T— )
oUWcs JWcr) L{JWef K, J\ Wcrlq worT;

Substituindo nesta expressao os valores dos parametros do controlador sugeridos por Ziegler

e Nichols (ver Tabela relativa a sensibilidade ultima), obtém-se

oo — oGl — ~ 26K (14 (21‘[ T, T, 2>
jw =F(jw jo = — === = =
0 cf cf cf Ku Tu 8 21_[ Tu

2n 2 o
—-0.6 <1 +j (? - ﬂ)) = 0.66 - e 15>

Isto significa que, independentemente da instalacéo, o ponto de cruzamento do diagrama de

Nyquist com o semieixo real negativo, em —1/K,, € transferido para aquela posi¢do, como

ilustrado na Figura 8.16.

1 A

R\
; 7—F e
0,66e‘155°)? 1
\

Figura 8.16 — Efeito da aplicacéo das regras de Ziegler-Nichols no diagrama de Nyquist.

Na realidade, nada obriga a que o0 ponto correspondente ao cruzamento de fase ndo seja
transportado para outro valor. Mantendo a relagéo entre os tempos integral e derivativo igual
a 4 (que ja se viu colocar os zeros do PID sobrepostos no eixo real), pode construir-se um

novo conjunto de regras com novos fatores de calculo, como se apresenta na tabela seguinte:

Tabela de regras de Ziegler-Nichols modificadas (sensibilidade ultima)

Controlador PID aky 48T, BT,

Neste caso, o ponto de cruzamento do diagrama de Nyquist com o semieixo real negativo, em

—1/K,, é transferido para a posi¢édo
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. oK, /2m T, 1 _ 1
Go(jwer) = — X <1 +J(T—' BT“_EJLBT )) = —a<1 +1(23n—%))

Exemplo 8.5

Considere-se novamente a instalacdo do Exemplo 8.3. Usando fatores a=0.4 e § = 0.2 (em
lugar dos factores de Ziegler-Nicholds de a=0.6 e = 0.125) transporta-se o0 ponto de

cruzamento para a posicao

2T )
i—) =— i —— )| =—-04—; — . oj133°
Gy (] T ) a(l +j (2[311 3 “)> 0.4 —-ij0.4231 =0.58"-¢

mais afastada do ponto —1 do diagrama de Nyquist.

Usando os mesmos valores do Exemplo 8.3 para o ganho e periodo critico, Consulta-se a

tabela anterior de ajuste de ganhos de Ziegler-Nichols modificada obtendo-se
Kp = 0.8; T; =3.0s; Tq =0.75s

que aplicados ao sistema em anel fechado, resultam na resposta registada na Figura 8.17.

o 4
ol 1) = o(t)
0,8 +
0,6 +
0,4 +
0,2 +
} } } } } ; } } L
0 2 4 6 8 t[s]

Figura 8.17 — Resposta do sistema em anel fechado (Exemplo 8.5).
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9. Sistemas em tempo discreto

Neste texto, o desenvolvimento realizado até aqui foi sob o pressuposto que a realizacdo do

controlador seria através de uma tecnologia analdgica, e.g. montagem eletrénica com

amplificadores operacionais. Existem ainda muitas aplicacdes que requerem uma realizacao

deste tipo, nomeadamente, por razdes de contencdo de custos. No entanto, atualmente, a

realizacao dos sistemas de controlo é feita maioritariamente através de sistemas digitais,

leia-se sistemas com microprocessadores.

Existem indmeras vantagens na utilizacdo da tecnologia digital face a analdgica,

nomeadamente:

a flexibilidade de desempenho. Existe maior facilidade de adaptar a lei de controlo
pela modificacdo do cédigo e parametros do algoritmo de controlo. E mais simples
modificar l6gica programada (software) que légica realizada em hardware, i.e. hard-

wired.

a complexidade dos algoritmos. A légica programada permite um nivel de
complexidade nos algoritmos que seria muito dificil de alcangar com realizagbes em
hardware. Pense-se, como exemplo, num controlador avangcado que adapta os seus
parametros, em linha, & medida que vai aprendendo mais sobre a instalacdo que esta

a controlar.

a exatiddo do controlo. Através do codigo programado eliminam-se as derivas da
eletrénica e aumenta-se a insensibilidade ao ruido. Um valor armazenado numa
memoria é constante. Um valor estabelecido através da relacdo entre e.g. duas
resisténcias elétricas é sensivel aos mais diversos fatores, incluindo as flutuagées no

seu processo de fabrico.

a capacidade de memorizacdo. A memoéria do computador permite complementar o
controlador com outras ac6es especificas, como o arranque de controlo, o registo de

dados, entre muitas outras.

Por outro lado, sem contrabalancar as vantagens, podemos enumerar alguns pontos que

requerem alguma atengéo relativamente ao controlo digital. S&0 estes:

a degradacdo dindmica. Nos picos de sinais rdpidos a dindmica do controlador
degrada-se devido ao atraso resultante das conversGes analdgico-digital (A/D) e

digital-analdgico (D/A).

a fiabilidade dos sistemas. Em tempo real pode ser dificil garantir a fiabilidade dos

sistemas de controlo em ambientes industriais devido a problemas de compatibilidade
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eletromagnética. Os sistemas digitais, operando com correntes fracas, sao sensiveis
a ambientes industriais populados de maquinas elétricas. No entanto, houve nos
ultimos anos um avanco enorme sobre o conhecimento relacionado com as formas de
encapsular os sistemas, havendo standards e certificacbes que dao tranquilidade ao

utilizador industrial.

e aintroducédo deruido de quantificagdo. Os valores de amplitude ndo sao registados
na memoéria do computador como valores continuos mas como valores quantificados
cuja preciséo analdgica depende da gama considerada para a variavel e o numero de
bits disponiveis. Por exemplo, uma gama de temperatura de 100 °C digitalizada com
palavras digitais de 8 bits introduz um erro de quantificagdo dado por 100/(28) =
0.4 °C.

e a velocidade de processamento. A rapidez de calculo do computador pode ser
insuficiente para produzir o valor da agdo de controlo em tempo Util, nomeadamente
quando se pretende realizar uma sequéncia de leitura do sensor, processamento do
controlo e escrita para atuagdo; no mesmo instante de amostragem. Adicionalmente é
necessario estabelecer tempos maximos de leitura (A/D) e escrita (D/A) no sistema de

aguisicado de dados.

e a incompatibilidade e obsoletismo de equipamentos. Este é talvez o maior
problema dos sistemas baseados em computador. A tecnologia digital evolui a um
ritmo elevado e nado é invulgar um equipamento ficar obsoleto em alguns anos.
Adicionalmente, os sistemas operativos e as linguagens de programacédo vao sendo
substituidas por outras mais evoluidas e a manutencao de sistemas mais antigos pode
ser custosa. Existe pouco que o utilizador industrial possa fazer em relagdo a este

problema...

Refor¢co novamente a ideia que, apesar dos pontos listados, as vantagens da tecnologia digital

ultrapassam, em muito, os pontos que requerem algum cuidado.
9.1. Sistemade controlo por computador

Na Figura 9.1 apresenta-se a estrutura geral de um sistema de controlo por computador.

Instalacao

Digital / Analog

Analog / Digital

Figura 9.1 — Estrutura geral do sistema de controlo por computador.
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Um sistema de controlo por computador € constituido pela instalacdo a controlar e pelo

computador que executa a funcdo do controlo, i.e. o controlador.

O sinal de entrada da instalacdo (atuacdo) provém da saida do computador; e o sinal de
entrada do computador resulta da reacdo (medida) a saida da instalacdo. Este fluxo de
informacéo entre os dois elementos realiza-se através de um interface que converte o0s sinais
analégicos em digitais (A/D na entrada do computador) e os sinais digitais em analégicos (D/A

na saida do computador).

i (=T4]

b o

[=Tv] (] 1)
= s = Q
E (] =3 =
& o] E— B i3]
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< ]

i
I

Reldgio (com periodo T.)

Figura 9.2 — Sincronizacéo do sistema de controlo.

A instalacdo esta equipada com sensores e atuadores, que convertem os sinais fisicos (e.g.
temperatura, presséo) em medidas elétricas continuas no tempo; e convertem os valores de
controlo (sinal elétrico) em variavel fisica de atuacao (e.g. posicao de uma valvula, velocidade
de um motor). As leituras das medidas realizadas no sensor, 0 seu processamento e a
devolugéo do sinal de controlo devem ser sincronizadas por um reldgio interno que garanta
um ritmo constante no tempo (ver Figura 9.2). Este ritmo estabelece um intervalo de tempo
gue medeia o tratamento de duas amostras que se define como o periodo de amostragem, T,
(o indice s de sampling).

x(f) x(k)

Figura 9.3 — Os sinais em tempo continuo e em tempo discreto.

Estabelece-se assim uma ponte temporal entre o dominio do continuo (fora do computador)
e o dominio do digital (dentro do computador). O tempo deixa de existir de forma continua,

existindo operacgdes apenas em instantes discretos dados por
tk = k TS

Referimo-nos assim ao tempo discreto. Para simplificar a notagdo, uma vez que o tempo de

amostragem T € constante, ndo precisamos de nos estar a referir ao tempo discreto t;, mas
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apenas ao seu indice k, com significado semelhante. Assim, a partir deste ponto referimos o
tempo discreto através da variavel indice da amostra k, até porque para o computador o “valor”

do tempo ndo tem qualquer significado. O computador trata apenas sequéncia de amostras.

A Figura 9.3 ilustra a diferenca entre o sinal em tempo continuo; o sinal amostrado (ainda em
tempo continuo) e o sinal em tempo discreto. Este Ultimo perdeu completamente a informacéao

sobre 0 que se passa entre amostras, e essa informacéo € irrecuperéavel.
O sinal em tempo discreto serd daqui em diante referido apenas por sinal discreto.
9.2. Degrau e impulso unitarios

Tal como nos sistemas continuos, existem dois sinais preferenciais para a analise da dinamica

através da excitacdo dos sistemas. Sao estes o degrau unitario e o impulso unitario.

O sinal em degrau unitario define-se como

1 k=0
e(k) = {
0 k<O
e a sua representagdo temporal € apresentada na Figura 9.4
£ (k)
1
— OO0

=V

-3 -2 -1 0 1 2 3 4
Figura 9.4 — Sinal em degrau unitério.

O sinal em impulso unitario define-se como

8(k)—{1 k=0
0 k=0

e a sua representagao temporal € apresentada na Figura 9.5

Figura 9.5 — Sinal em impulso unitério.

9.3. Sistemadiscreto

Um sistema discreto é um sistema cujos sinais de entrada e saida séo sinais discretos.
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A representacdo do sistema discreto é realizada, no dominio do tempo, através de uma
equacao recursiva que descreve como a saida no instante k se relaciona com entradas e

saidas noutros instantes do tempo.
Por exemplo, a equacao dada por
y(k)=05-y(k—1)+2-u(k)

diz-nos que o valor do sinal de saida y no instante presente k € igual a metade do valor
observado no instante anterior k — 1, adicionado de duas vezes o valor presente no mesmo
instante k na entrada de excitacdo u. Estas equacbes sdo designadas por equacbes as
diferencas, e estdo para os sistemas discretos como as equacdes diferenciais estdo para os

sistemas continuos.

O sistema discreto diz-se dindmico se a saida y(k) depender ndo s6é da entrada u(k) no
mesmo instante de tempo discreto mas também de outros valores passados de u ou de y, por
exemplo, u(k — 1), u(k — 2), y(k — 1), y(k — 2).
Exemplo 9.1
O sistema descrito pela equacdo

y(k) =02y(k — 1) 4+ 3u(k — 2)

€ um sistema dindmico, pois a saida y no instante actual k depende directamente da saida
no instante anterior k — 1, e da entrada u dois instantes anteriores do tempo discreto, ou seja,
k—2.

Exemplo 9.2
Um bloco de ganho
y(k) = Su(k)

€ uma funcédo estética entre a entrada e a saida (amplificacdo de ganho constante e igual a

5), sem memoria, e logo ndo é um sistema dindmico.

Exemplo 9.3
Note-se no entanto que o sistema definido por
y(k) = 5u(k - 1)

€ um sistema dinamico, pois necessita de memoéria para reter o valor da entrada durante um

ciclo de amostragem.
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A definicdo de sistema discreto linear ndo é diferente da j4 apresentada para os sistemas
continuos. Se o sistema verificar os principios da sobreposicao e a escalabilidade de sinais,
diz-se linear.

A semelhanca também da definicio em tempo continuo, um sistema discreto diz-se
invariante no tempo se a resposta a uma dada entrada for independente do instante em que
é aplicada.

Um sistema diz-se causal se a saida y(k) no instante presente ndo depender de nenhuma

entrada futura, por exemplo, u(k + 1).

Exemplo 9.4

Os sistemas representados a seguir sdo caracterizados quanto a causalidade do modo

indicado:
y(k) =y(k—1) 4+ 3u(k —2) : sistema causal
y(k)=y(k—1) 4+ 3u(k +2) . sistema nao causal
y(k)=y(k+1)+3uk+1) . sistema causal (porqué?)

A causalidade no sentido lato aceita que a saida dependa de uma entrada no mesmo
instante. A causalidade no sentido estrito obriga a que haja, pelo menos, o atraso de uma

amostra entre a entrada e a saida.

O sistema diz-se estavel no sentido assintotico se, para um sinal de entrada com energia
finita, a saida tender para zero de forma assint6tica. Relembra-se que, tender para zero de
forma assintética significa que existem coeficientes a,a > 0 tal que a funcédo representativa do

sinal tende para zero verificando a condi¢cédo
ly(l)l < aa”

para qualquer valor de k. A verificacdo da estabilidade serd revista mais adiante apos

introduzir os conceitos de funcéo de transferéncia.

Exemplo 9.5
O sistema dado pela equacgéo as diferencas
y(k)=yk =1 +u(k—1)

ndo é estavel no sentido assintético, visto que se a entrada for um impulso unitario que tem

energia finita, a saida sera dada por
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k>0

¥ )z{; k<0

que néo tende para zero de forma assintética.

9.4. EquacOes as diferencas

No dominio do tempo discreto, um sistema linear invariante no tempo pode ser
representado pela respetiva equacao as diferencas que estabelece arelacdo entre sucessivas
amostras das entradas e saidas do sistema, como

yk+n)+ayk+n—1)+ -+ a,y(k) = bou(k + m) + byu(k + m — 1) + --- + b,u(k)
ou, de forma equivalente,
y(k) +a;y(k—1)+ -+ a,y(k —n) = bgu(k —d) + bju(k —d — 1) + -+ bj,u(k — n)

com d = n —m, igual ao atraso entre a entrada e a saida. Note-se que se o valor do atraso d

for negativo o sistema nao sera causal. O valor de n define a ordem do sistema representado.

Em simulténeo, as equaces as diferencas oferecem um mecanismo direto de simulacdo do

sistema que representam, pois podem ser escritas na seguinte forma recorrente
y(k) =—-a;y(k—1) — - —a,y(k —n) + bpu(k —d) + byu(k —d — 1) + - + b,u(k — n)

permitindo calcular os valores da saida y para instantes sucessivos a partir dos valores
calculados nas iteracbes anteriores e da sequéncia de entrada que excita o sistema. E
necessario, naturalmente, conhecer as condi¢cdes iniciais do sistema a simular. Esta

perspetiva sera usada também na realiza¢ao do controlador.
9.5. Solucéo das equac0es as diferencas

A solucdo de uma equacdo as diferencas pode ser obtida por recorréncia de equacgodes.
Conhecido o sinal de entrada u(k) e as condigbes iniciais y(0), y(—-1), ..., y(—n+1), a

propria equacéo as diferengas fornece os sucessivos valores da saida.

Exemplo 9.6

Considere-se o sistema discreto representado pela seguinte equacao as diferencas de ordem
1

y(k) =05y(k—1)+ulk—1)
com entrada nula u(k) = 0 e condi¢ao inicial y(0) = 1.0.

Os sucessivos valores da saida y sdo calculados de acordo com a tabela seguinte:
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k=0 y(0) = 1.0

k=1 y(1) = 0.5y(0) + u(0) = 0.5
k=2 y(2) = 0.5y(1) + u(1) = 0.25
k=3 y(3) = 0.5y(2) + u(2) = 0.125
k=4 y(4) = 0.5y(3) + u(3) = 0.0625

e a resposta é representada na Figura 9.6.
y(k)
1

I+ ® & o o
0 1 2 3 4 5 k

Figura 9.6 — Resposta livre do sistema do Exemplo 9.6.

Exemplo 9.7

Considere-se novamente o sistema discreto representado pela equacgéo as diferencas
y(k) =05y(k—1) +uk—1)

agora, com entrada unitaria em degrau unitario e condicao inicial nula y(0) = 0.

Os sucessivos valores da saida y séo calculados de acordo com a tabela seguinte:

k=0 y(0) = 0.0

k=1 y(1) = 0.5y(0) + u(0) = 1.0
k=2 y(2) = 0.5y(1) + u(1) = 1.5
k=3 y(3) = 0.5y(2) + u(2) = 1.75
k=4 y(4) = 0.5y(3) + u(3) = 1.875

e aresposta é representada na Figura 9.7.

y(k)
2

1 .

———————— >
0 1 2 3 4 5 k

Figura 9.7 — Resposta forcada do Exemplo 9.7.
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Esta forma de obtencdo da solucdo apresenta, no entanto, um problema. Se necessitarmos
de obter o valor da resposta para k = 100, necessitamos de calcular primeiro todos os valores

anteriores.

Um método alternativo para resolver as equacdes as diferengas consiste em procurar e propor
fungbes que, substituidas na equacao as diferencas, permitam encontrar o valor da solucao.
As funcbes exponenciais de base a, ou x(k) = a¥, sdo candidatas naturais a solucées, dado
que

x(k—1) =a¥"1=a1 -a*=a1xk)

ou seja, as amostras sucessivas destas fungdes relacionam-se entre si apenas por fatores
proporcionais. Note-se que mesmo a fungdo constante € um caso particular desta funcao

exponencial quando a = 1.

Exemplo 9.8
Considere-se novamente o sistema discreto representado pela equacéo as diferencas
y(k) =05y(k—1) +u(k—1)
com entrada em degrau unitério e condi¢do inicial y(0) = 1.
Considere-se uma solucdo genérica do tipo exponencial da forma
y(k) = aa® + B
e substitua-se na equacéo as diferencas sob andlise. Resulta entdo (para k > 1)
aa® +B =05 (aa* ' +B)+1

Igualando, nos dois lados da equacgéo, os termos constantes e o0s termos que dependem da

funcdo exponencial obtém-se, respetivamente,
B=058+1
aak = 0.5aa " 1ak
donde se pode concluir que = 2.0 e a = 0.5. O valor de a, em falta, é obtido da condig&o
inicial
y(0) = aak + p=a-0.5° + 2.0
resultando a = —1. A solucéo final é entdo dada por
y(k) = —-05%+2=2-(1-0.5%1)

para k = 0.
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Uma forma mais abreviada de escrever o resultado anterior é fazer uso do sinal em degrau

unitario para ativar a resposta no tempo certo, escrevendo apenas

y(k) = 2(1—0.5%71) - g(k)

9.6. Respostaimpulsiva

Define-se resposta impulsiva h(k) como o sinal de saida dum sistema em resposta a um
sinal a entrada em impulso unitario. Como no caso continuo, o conhecimento da resposta
impulsiva caracteriza completamente o comportamento dindmico do sistema discreto linear e

invariante no tempo.

Exemplo 9.9
Considere-se novamente o sistema discreto representado pela equagéo as diferencas
y(k) =05y(k—1) +uk—1)

sem pré-historia, ou seja y(0) = 0, e excitado pelo impulso unitario. A resposta impulsiva do

sistema pode ser calculada usando os métodos apresentados atras.
O impulso unitério estabelece um valor para a saida no instante k = 1 dado por
y(1) = 0.5y(0) +u(0) =1
Considerando uma solucéo do tipo exponencial da forma
y(k) = aa® + B
a substituicdo na equacao as diferencas em estudo, para k > 1, resulta em
aa® + B =05 x (aak"1 + B)

Igualando, nos dois lados da equacéo, os termos constantes e os termos que dependem da

funcdo exponencial obtém-se, respetivamente,
B =0.58
aak = 0.5aa"tak
donde se conclui que B = 0 e a = 0.5. O valor de a obtém-se da condicao para k = 1, tal que
y(1) =aal + B =a0.5' +0 = 1.0
resultando em a = 2.0.

A resposta impulsiva é assim dada por
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h(k) =y(k)=2-05% gk —1)

como se pode observar na Figura 9.8.

Figura 9.8 — Resposta impulsiva do Exemplo 9.9.

9.7. Calculo da convolugéao

A utilizacao da resposta impulsiva e as caracteristicas de linearidade e invariancia no tempo
permitem sistematizar, numa férmula ndo recorrente, o calculo da solugdo de uma equacao

as diferengas de um sistema discreto excitado com um sinal genérico u(k).

Para compreenséo do significado da formula sdo necessarios dois passos, como se indica a

seguir:

1. Qualquer sinal de excitacdo u(k) pode ser decomposto na sobreposicdo de um
namero infinito de impulsos unitarios deslocados no tempo. Ou seja, um sinal de

entrada genérico u(k) pode ser representado por

+00
uk) = Y 80 =) u()
j:—OO
Para um instante particular k = k, 0s termos da série sédo todos nulos, exceto para o

elemento ativado pela fung&o § para o indice j = kg, resultando u(ky) = 1 - u(kg).

2. A saida do sistema como reacao ao sinal genérico u(k) pode ser reconstruida pela
sobreposicéo das respostas impulsivas de cada um dos impulsos da série presente na
equacao anterior. Ou seja, cada uma das parcelas da série u(j)8(k — j) tera como

resposta u(j)h(k — j). Aplicando o principio da sobreposicao resulta
+00
y() = > htk=))-u()
j:—oo

sendo esta féormula designada por produto de convolucao entre o sinal de excitacao
u e a resposta impulsiva h. No dominio do tempo discreto, o produto de convolucao

também é representado pelo simbolo *, tal como
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y( ) =h()<ut) = D hle=p-u()= ) h()-ulk=))
j==eo j==e

Exemplo 9.10
Considere-se o sistema discreto representado pela equacao as diferencas
y(k) =05y(k—1) +u(k—1)
da qual se conhece ja a resposta impulsiva (ver Exemplo 9.9)
h(k) =2-0.5% gk —1)
Considere-se agora o sinal de excitacdo dado por
utk)=ek—1)—3e(k—2)+ek—3)+ek—4)

gue esta representado na Figura 9.9.

u(k) 4

14

S R E)

Figura 9.9 — Sinal de entrada do Exemplo 9.10.
Pela observacao da Figura 9.9 é possivel escrever também o sinal de entrada como

u(k) = +0-8(k +1) +0-8(k) +8(k —1) —2-8(k —2) —8(k —=3) + 0 - 8(k — 4) + - =

+ 00

= > w80k - )

j=—o00
A saida do sistema y(k) € agora dada pela sobreposicdo das respostas impulsivas,
representada na Figura 9.10,
yk)=-4+0-h(k+1)+0-h(k)+h(k—1)—2-h(k—2)—h(k—=3)+0-h(k—4)+ =

+ 00

= > u()-he—j)

j:—OO

e, como h(k) = 2-0.5% - ¢(k — 1), obtém-se
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( 0 k<1
( Y=h(k—=1)—2-h(k—2)—h(k—3) = L0557 k=2
o= B 1-0.5k1—2.0.5k2 k=3

1-05k1—-2.05%2_-1.05%3 k>4

y(k) 4
1

o]

[o]

-fo— o —p0
-1012345£|%Emk
Ll

14 ;D

Figura 9.10 — Sinal de saida y(k) do Exemplo 9.10 (simbolo o).

9.8. Transformacéo em z

No estudo dos sistemas em tempo continuo, introduziu-se a transformacdo de Laplace
(unilateral direita) como forma alternativa de resolver as equagdes diferenciais de ordem n
genérica. Essa introducao abriu depois 0 caminho que nos levou a fungéo de transferéncia e

tudo aquilo que viemos a descobrir depois.

A transformacdo no dominio da variavel z , muitas vezes designada apenas por

transformacéo em z, realizara o mesmo papel na andlise dos sistemas discretos.

A transformacdo em z é um operador que transforma um sinal x(k) no dominio do tempo
discreto k, numa fungdo X(z) no dominio da variavel complexa z. A operacgéo € definida por

+00

X@) =) x()- 27

Jj=0

A transformag&o em z aparece representada na literatura em diversas formas equivalentes

tais como
TZ{x(k)} = Z{x(k)} = X (2)

A partir da defini¢cdo é possivel calcular a transformacdo em z de qualquer sinal, embora isso
possa ndo ser simples. Os exemplos seguintes calculam as transformacgfes em z para 0s

equivalentes discretos do impulso unitario e do degrau unitario.

Exemplo 9.11

Considere-se o sinal em impulso unitario x(k) = 8(k), a sua transformacéo em z é dada por
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+o00 + oo
X( )= Zx(i)-z‘f =25(j)-z—i —5(0)-2°=1
j=0 j=0
ou seja
TZ{6(k)} =1
|
Exemplo 9.12
Considere-se o sinal em degrau unitario x(k) = €(k), a sua transformagéo em z é dada por
+00 +00
; ; 1
X(z) = Zx(j) cz7) =Z£(i) zd=14+z1+z%+z3+.. = T
Jj=0 Jj=0 z
segundo a regra conhecida para uma série geométrica, neste caso com razdo r = z~ 1.
Resulta assim
1 z
TZ{e(k)} = =
ek} 1-z1 z-1
|

As tabelas seguintes apresentam algumas transformacdes em z para alguns sinais e algumas

das propriedades da transformagéo em z.

Tabela de transformacdes em z

Sinal Transformagéo em z

1 §(k) 1

’ e(k) z i 1

3 ak - e(k) 7 i g

) 0 CERE

5 k-a*-e(k) ﬁ

6 ak - sinQok - e(k) 22 _ za, ;,ircl?soéozz T a2

! ak - cos Qok - £(k) _ (z—a-cosQy) -z
z2—2-a-cosQyz+ a?
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Tabela de Propriedades da transformagéo em z

Propriedades da transformacéo em z

+ 00

P1 Definicdo X(2) = Z x(j) -z
j=0
1
P2 Inversa x(k) =TZ YX(2)} = —3( X(2)z*1dz
2mj J¢

Se w(k)=a-x(k)+b-v(k),

P3 | Linearidade entio W& =a-X@) +b-V(z)
Avanco no tempo

P4 TZ{x(k + De(k)} =z - X(2) — z - x(0)

(um passo)

Avancgo no tempo

PS (dois passos) TZ{x(k + 2)e(k)} = z°X(2) — z*x(0) — zx(1)

Avanco no tempo TZ{x(k + n)e(k)} =
P6 (n passos) z"X(z) — z"x(0) -+ —zx(n—1)
P7 Atraso (n passos) TZ{x(k —n)e(k —n)} = z7"X(2)
+00
P8 Convolucao TZ{ z h(k —j) - x(j)} =H(z) - X(2)
j=—o0
Z
P9 Produto por a* TZ{a" - x(k)} = X (E)
P10 Produto por k TZ{k - x(k)} = —z - d);(z)
Z
P11 | Teorema do valor final Jm x(k) = lim(z — 1)X(2)
P12 Teorema do valor inicial x(0) = lim X(2)
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Uma vez introduzida a transformacdo em z, estamos em condi¢cbes de ganhar generalidade
na analise dos sistemas discretos através do conceito de funcdo de transferéncia de um

sistema discreto.
9.9. Funcao de transferéncia

Define-se a funcao de transferéncia de um sistema discreto dindmico linear e invariante no
tempo como a funcéo que relaciona as transformacfes em z dos sinais de entrada e de saida
do sistema, ou seja

Y(2)
U(z)

H(z) =

Analiticamente, a fungéo de transferéncia confunde-se com a transformacéo em z da resposta
impulsiva
H(z) = TZ{h(k)}

e isto sucede pelo facto da transformacdo em z do impulso unitario ser igual & unidade. No
entanto, a funcdo de transferéncia representa uma relacdo entrada-saida, independente do

sinal de excitagéao.
Note-se que para o caso discreto é possivel escrever a fungéo de transferéncia como

H() = TZR(D} = Y Az = h(0) + h(Dz ™ + h(2)7™> + h(3)z™ + -
=0

Fazendo uso das propriedades da transformacéo em z, em especial as relativas ao avango e
atraso de sinais no tempo (propriedades P4 a P6), é possivel fazer a transposicao direta da
equacao as diferencas do sistema linear e invariante no tempo para a funcao de transferéncia

correspondente. Assim, o sistema representado pela equacao as diferencas dada por
yk+n)+ay(k+n—1)+ -+ a,y(k) = bou(k + m) + byu(k + m — 1) + --- + bu(k)
tem o equivalente no dominio da variavel z dado por
Z"Y(2) + a; 2" Y (2) + -+ a,Y(2) = byz™U(2) + byz™U(2) + -+ + b,,U(2)
que resulta na funcdo de transferéncia

Y(Z) _ boZm + blzm_l + -+ bm
U(z) z"+a;z" 1+ +a,

F(z) =

com n > m para garantir a causalidade.
9.10. Cdodigo do controlador

A transposicédo direta entre a fungcéo de transferéncia e a equacgéo as diferencas € necessaria,

especialmente, no passo de projeto em que apds dimensionado o controlador C(z) sera
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necessario realiza-lo no cddigo da rotina relativa ao controlador. O c6digo do controlador é

a equacdo as diferencas escrita numa forma especifica.

Exemplo 9.13
Considere-se que foi projetado o controlador com a seguinte estrutura

U(z) boz—by

€@ = E(z) z-a

onde {ay; by; b;} € 0 conjunto de parametros do controlador; U(z) = TZ{u(k)} é o sinal de
actuacdo a produzir pelo controlador; e E(z) = TZ{e(k)} é o sinal de erro obtido a partir da

diferenca entre o sinal de referéncia r(k) (set-point) e a saida da instalacéo y(k).

O codigo do controlador é obtido fazendo a transposicdo da funcdo de transferéncia para a

equacdao as diferengas correspondente
u(k +1) — aju(k) = bge(k + 1) — bye(k)

e reescrita para produzir, em cada instante de amostragem, a a¢gdo de controlo no instante

atual k, ou seja
u(k) = aqu(k — 1) + bge(k) — bye(k — 1)

a partir de informacao relativa a valores obtidos no passado {u(k — 1);e(k — 1)} ou valores

relativos a entradas no presente {e(k)}.

Note-se que a variavel k usada no processo de recorréncia € uma variavel muda. Na ultima
passagem, para obter o cédigo do controlador, subentende-se uma mudanca de variavel de

k para k — 1.

A Figura 9.11 apresenta em formato de pseudo-cédigo uma possivel rotina (ou método) de
controlo incluida numa aplicacdo informatica tipo SCADA (supervisory control and data
acquisition) responsavel pela realizacéo da lei de controlo. Note-se que os valores relativos a
variaveis passadas sdo guardados em variaveis (static) para que possam estar disponiveis
em chamadas futuras da rotina. Subentende-se aqui também a existéncia de outras rotinas
readAD(.) e writeDA(.) responséaveis, respectivamente por lerem e escreverem o0s valores
medidos e a actuar na instalagcdo. Estas rotinas s&o normalmente fornecidas pelo fabricante

das cartas de aquisicdo de dados para diversas linguagens de programacéao
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void controller(double rk) {
double uk, vk, ek;
staticdouble uk_1,ek 1;
// rk—reference value
readAD(portin, yk);
ek =rk - yk;
uk=al*uk_1+h0*ek - bl1*ek 1;
writeDA(portOut, uk)
// update state for next iteration
uk 1 =uk;
ek_1=-ek;
return;

} // end of controller routine

Figura 9.11 — Possivel pseudo-cddigo relativo ao Exemplo 9.13.

Dentro do nosso objetivo de projetar sistemas de controlo, usaremos a fungéo de transferéncia
para descrever a instalacdo, que designaremos F(z), e o controlador que resultara do projecto,
que designaremos C(z). E importante reflectir neste ponto que, se o controlador, realizado
através do computador, tem realidade discreta; a instalacéo, que existe fora do computador,
tem realidade continua. Qual o significado entédo de F(z), a instalagcdo discreta? Esta funcao
descreve como a dindmica da instalacao é vista a partir do interior do dominio discreto, i.e. a
partir do computador, com o processo de amostragem em curso com periodo de amostragem
Ts. Conclusao inevitavel: para a mesma instala¢do (que no continuo modeldvamos através de
uma funcao de transferéncia F(s)) iremos obter fungdes de transferéncia F(z) diferentes para

valores diferentes do periodo de amostragem.
9.11. Selecéo do periodo de amostragem

A selecao do periodo de amostragem T, € um dos aspetos mais importantes no projeto de um
sistema de controlo por computador porque no tempo que medeia a leitura de duas amostras,
a instalacao encontra-se em anel aberto (i.e. sem controlo). Evidentemente, teremos que fazer
este periodo suficientemente curto para que isso nao coloque a instalacdo em risco. Mas,
mais velocidade requer sistemas mais dispendiosos e que consomem mais recursos, e.g.

energia.
9.12. Teorema da amostragem (Nyquist-Shannon)

A recuperacao de um sinal analdgico a partir das suas amostras so6 € possivel se a frequéncia

de amostragem definida como

for, pelo menos, duas vezes superior a maxima frequéncia incluida do sinal, ou seja

164



Controlo de Sistemas Dinamicos RNS

Ws > 2Wmax

Visto na perspetiva oposta, frequéncia maxima do sinal analdégico que permite a sua

recuperacao a um dado ritmo de amostragem é

T
Wpax < ON = F
s

onde wy = wg/2 € designada por frequéncia de Nyquist.

A Figura 9.12 ilustra através de um exemplo o que sucede quando esta regra ndo é rejeitada.
Considere-se a amostragem a um ritmo de f; = 1 Hz, logo com Ty = 1's, e dois sinais a
digitalizar com frequéncias de f; = 0.40 Hz e f, = 0.60 Hz. Pode observar-se na figura em
baixo a esquerda que as amostras, tiradas de segundo a segundo, coincidem exactamente
para estes dois sinais originalmente diferentes. No entanto, no processo de recuperacao das

amostras novamente para o continuo nao existe forma de os diferenciar.

1 1
‘( f=0,40 Hz ( f=0,50 Hz

05 05

0

o

05 05

o 1 2 3 4 "o 1 2 3 3

FN = 0,5 Hz

[\ [tz

il

Figura 9.12 — O fenémeno do falseamento (aliasing).

Sucede que, para este exemplo, a frequéncia de Nyquist é igual a fy = f;/2 = 0.5 Hz. O sinal
de frequéncia f; < fy € recuperado de forma adequada, mas o sinal de frequéncia f, > fy é

recuperado também com a frequéncia f;.

No grafico em baixo a direita da Figura 9.12, observamos o que sucede quando o sinal tem
frequéncia f = 2fy = 1 Hz. As amostras séo todas de valor constante. Na recuperagéo resulta

um sinal de frequéncia 0 Hz (i.e. um sinal constante).

Em resumo, os sinais analdgicos com frequéncias f; que estejam acima da frequéncia de
Nyquist fy serdo reconstruidas como sinais com frequéncias 2fy — f;, corrrespondendo a um

rebatimento em redor da frequéncia de Nyquist (ver Figura 9.13).
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f
2
I
5

0,5 Hz 1 Hz -

Figura 9.13 — O fenémeno do falseamento (aliasing) na representagcao em frequéncia.

O sinal a amostrar deve estar limpo de componentes na frequéncia acima da frequéncia de
Nyquist. De modo a garantir a inexisténcia de componentes espectrais acima da frequéncia
de Nyquist deve introduzir-se um filtro passa-baixo (como representado na Figura 9.14) antes
da amostragem para remover as essas componentes que resultardo, na recuperacdo, em

ruido sobre as frequéncias abaixo do limiar.

Filtro anti-falseamento =
| {anti-aliasing) &
o IHf)] 2
= —.. _-.. “;a
& o [ —
gl Iee—=
:  —
f <L

Figura 9.14 — A introduc¢&o do filtro anti-aliasing.

Existindo o filtro ideal o problema resolvia-se estabelecendo a frequéncia de corte do filtro
igual a frequéncia de Nyquist, que por sua vez seria a frequéncia maxima de interesse para o
sistema. No entanto, mesmo para um filtro de 22 ordem (com decaimento a —40 dB/dec.)
apenas se consegue uma atenuacao de 100 vezes ap0s uma década acima da frequéncia de
corte do filtro.

As condi¢Bes impostas pelo teorema de Nyquist-Shannon (ideais) ndo satisfazem o uso

pratico pelas seguintes razdes:
¢ nenhum sinal fisico é de banda limitada;
e realizacdo de um filtro anti-falseamento passa-baixo nao é perfeita; e
e areconstrucdo de Shannon (reveja a Teoria de Sinais) é ndo-causal;

e a reconstrucdo de Shannon é de calculo complexo, preferindo-se uma aproximacao
de reconstrucdo por retencéo, i.e. tomar o valor do sinal no intervalo de amostragem
pelo valor da ultima amostra disponivel. O método da reconstrucdo por retencdo €

obviamente mais facil (leia-se econémico) de realizar.

Por estes motivos, na prética do controlo digital, a sele¢cdo da frequéncia de amostragem

realiza-se pela regra mais conservadora

166



Controlo de Sistemas Dinamicos RNS

wg = (10 20) X ®Wpax

ou de forma equivalente,
oy = (5--10) X Wyax

onde w4 representa a largura de banda do sistema de controlo pretendido ja em anel
fechado. Esta gama de valores adequados, aparentemente larga, permite ao engenheiro de
controlo alguma liberdade no estabelecimento do valor de amostragem. De seguida,
voltaremos a este assunto, analisando em que situacdes se devem utilizar os limites inferior

ou superior destas regras de dimensionamento.

9.13. Duas abordagens alternativas no projeto do controlador em tempo discreto

design in continuous-time domain

controller
discretization

plant
discretization
wg = 20 X Wpax

wg = 10 X Wpax

Figura 9.15 — Duas abordagens possiveis a realizacéo do projeto.

No projeto de sistemas de controlo por computador existem duas alternativas principais
representadas na Figura 9.15:

1. asubstituicdo por emulacao de um controlador continuo C(s), ja existente ou projetado

no continuo para o efeito, pelo seu equivalente discreto C(z); ou

2. o projeto de raiz de um controlador em tempo discreto a partir do equivalente discreto
F(z) da instalacdo continua descrita por F(s).
Na pratica, o projeto resultara melhor quanto mais reduzida for a frequéncia de amostragem

(maior periodo de amostragem). Em geral, para o mesmo desempenho do sistema de controlo

conseguem-se valores mais reduzidos do ritmo de amostragem seguindo a abordagem 2. ou

seja, projetar o controlador C(z) de raiz.

Em situacdes em que o tempo de processamento ndo € uma limitacao, pode ser interessante
considerar a abordagem 1. Pense-se num contrato de substituicAo de umas dezenas de

controladores que estdo em funcionamento, mas que se pretende fazer evoluir de uma
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tecnologia analdgica para o digital. Pode ser economicamente muito compensador,
especialmente pela interrup¢do da producdo por um periodo minimo. Nao fica invalidada a
aplicacdo da segunda abordagem num tempo posterior para melhorar o desempenho de cada

cadeia de regulacéo.
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10. Analise dinamica do sistema discreto

No capitulo anterior introduziu-se a funcéo de transferéncia e referiu-se a sua utilizacdo na
perspetiva da modelacdo da instalacdo a controlar F(z) e na perspetiva do controlador a
projetar C(z). Neste capitulo faz-se a analise das caracteristicas dindmicas de um sistema

representado por uma funcédo de transferéncia, independentemente da sua utilizacéo.
10.1. Algebra de blocos

Esta seccdo dedicada a algebra de blocos é breve, no sentido em que tudo aquilo que se
aplicava a manipulacdo de blocos representando funcdes de transferéncia na variavel
complexa s, aplica-se sem qualquer modificagdo aos esquemas de blocos representando
funcbes de transferéncia na variavel complexa z. Aconselha-se assim a revisdo da seccao 4.3

Algebra de blocos.
10.2. Polos e zeros da funcao de transferéncia discreta

A andlise do comportamento dindmico de um sistema discreto através da sua funcéo de
transferéncia G(z) é realizada observando a posi¢do das raizes dos polindmios numerador
N(z) e denominador D(z). Assim, seja G(z) a fungéo de transferéncia definida por

N(z)

D(2)

G(z) =

onde o polinébmio numerador, de ordem m, é dado por
N(z) = bgz™ + byz™ 1 + -+ by_1Z + by,
e 0 polinébmio denominador, de ordem n, é dado por
D(z)=z"+az" '+ +a,_1z+a,

Se o sistema for causal a ordem do denominador é superior ou igual a ordem do numerador,

ou seja, n = m.

As m raizes do numerador N(z) designam-se por zeros da funcdo de transferéncia e

representam-se no plano complexo da variavel z por um zero - ‘0’.

As n raizes do denominador D(z) designam-se por polos da funcédo de transferéncia e

representam-se no plano complexo da variavel z por um xis - ‘x’.

Tal como registado nos sistemas em tempo continuo, o lugar destas raizes, polos ou zeros,

condiciona o comportamento dindmico do sistema discreto.
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Exemplo 10.1
Considere-se o sistema descrito pela funcao de transferéncia

3.0z3 — 7.52% + 5.25z — 1.125

G(z) = z*—3.32343.922z2 — 1.988z + 0.3536
O polinémio numerador tem as raizes (zeros da funcéo de transferéncia)
zy = +1.5
N(z) = 3.0z3 — 7.5z2 + 5.252 - 1.125=0 z; =105
z3 =4+0.5

e 0 polinomio denominador tem as raizes (polos da fungéo de transferéncia)

p1 = +1.3

p; = +0.8 + 0.2j
D(z) = z* —3.323 + 3.922%2 — 1.988z + 0.3536 = 0 Dy = +0.8 — 0.2]

pys = +0.4

Na Figura 10.1 observa-se o lugar destas raizes no diagrama polos-zeros.

Im A

1j+ plano z

A

Figura 10.1 — Lugar das raizes da funcéo de transferéncia do Exemplo 10.1.

10.3. Estabilidade assint6tica

A estabilidade € uma das caracteristicas mais procuradas de um sistema dindmico e € muito
importante saber conclui-la a partir do diagrama de polos-zeros, também para o caso discreto.
Relembra-se que a estabilidade de um sistema linear € uma caracteristica intrinseca do

sistema e portanto ndo depende do sinal externo de excitacao.

Um sistema discreto diz-se estavel no sentido assintético se, dada a sua resposta impulsiva,

existirem valores a, a > 0, tal que, qualquer que seja o valor do tempo k

|h(k)| < aa®
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Significa isto que a resposta impulsiva deve aproximar-se de zero (quando o tempo vai para
infinito) mais depressa que uma exponencial decrescente com parametros positivos
adequados (Figura 4.15). Uma consequéncia desta definicdo é que a resposta impulsiva de

um sistema estavel no sentido assint6tico converge obrigatoriamente para zero.

Um sistema dindmico representado pela sua funcdo de transferéncia é estavel no sentido
assintoético se e s6 se todos 0s seus polos estao posicionados no interior do circulo de raio

unitario, ou seja, se e sb se
lp;| <1 para i=1,..,n

A posigéo dos zeros néo influencia a estabilidade do sistema, podendo estar localizados em

gualquer posicao do plano complexo.

Em oposicdo, um polo diz-se instavel quando se apresenta fora do circulo unitario.

Exemplo 10.2
Considere-se novamente o sistema descrito pela funcdo de transferéncia

3.0z3 — 7.52%2 + 5.252 — 1.125
z4 —3.323 4 3.9222 — 1.988z + 0.3536

G(z) =

Observou-se ja no Exemplo 10.1 que os polos da fungéo de transferéncia sdo dados por
p1 = +1.3

p, = +0.8 + 0.2j

p3 = +0.8 — 0.2j

ps = +0.4

D(z) = z* —3.3z% + 3.922z% — 1.988z + 0.3536 = 0

Como pelo menos um polo, p,, esté fora do circulo unitério, o sistema nao é estavel no sentido

assintético (ver Figura 10.2).

plano z il pélo
instavel

zona
instavel

-1j!

Figura 10.2 — Polo instavel do Exemplo 10.2.
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Exemplo 10.3
Considere-se o sistema descrito pela funcao de transferéncia

373 — 7.52% + 5.25z — 1.125
z% — 2923 +3.44z2%2 — 1.876z + 0.36

G(s) =

Neste caso o0s polos da funcéo de transferéncia sdo dados por

p, = +0.9

p, = +0.8 + 0.6]
ps = +0.8 — 0.6]
pys = +0.4

D(z) = z* — 2,923 + 3.442z%> — 1.876z+ 0.36 = 0

Como os polos p, e p; ttm modulo unitério, o sistema nédo é estavel no sentido assintotico.
Nesta situacdo em gque os polos estdo sobre a fronteira da estabilidade (e ndo existe mais

nenhum no exterior do circulo unitario) o sistema diz-se marginalmente estavel (Figura 10.3).

Im
polos

15 marginalmente

/ estaveis

plano z

zona
estavel

N4
"
R

zona
instavel

Figura 10.3 — Polos marginalmente estaveis (Exemplo 10.3).

10.4. Critério de estabilidade de Jury

A semelhanca do critério de Routh-Hurwitz para sistemas continuos, é conveniente ter uma
forma de verificar a estabilidade de um sistema discreto a partir da sua funcéo de transferéncia
sem realizar o célculo explicito do lugar dos polos. Evidentemente, com as ferramentas
computacionais que temos ao nosso dispor hoje em dia, o célculo do lugar dos polos é
imediato e uma ferramenta deste tipo foi claramente mais relevante no passado. No entanto,
estes métodos permitem ao engenheiro detetar um sistema instavel com algumas verificacdes

de célculo facil.

Assim, o critério de estabilidade de Jury introduz um conjunto de condicdes a verificar pelo

polinémio caracteristico, i.e. 0 denominador da fungdo de transferéncia.
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Cada uma das condi¢des é necessaria mas nao suficientes. Logo, todas as condicdes tém de

ser verificadas para concluir sobre a estabilidade do sistema em causa.
CondicBes de estabilidade de Jury
Considere-se o polindomio caracteristico de ordem n dado por
P(z) = agz"+ a1 z" 1+ -+ an_1z+a,
com ay > 0. As condicdes de estabilidade s&o
1. la,l <ag
2. P(1)>0
3. P(—1)-(—1)™ >0, i.e. P(—1) deve ser positivo para n par e negativo para n impar.
4. (n—2) regras adicionais que resultam da constru¢do de uma tabela.
Iremos introduzir as regras adicionais relativas ao ponto 4. através do exemplo seguinte.

Exemplo 10.4

Caracterize-se o sistema definido pela seguinte fung¢éo de transferéncia quanto a estabilidade

usando o teste de Jury

1

G(z) = z4 — 1223+ 0.072z2 + 0.3z — 0.08

A equacéo caracteristica com n = 4 (par!)
P(z) =ayz"+a;z" '+ +a, 1z +a,
tem os coeficientes
ay =1 a, =-1.2 a, = 0.07 az =03 a, = —0.08

Verifiqguemos entdo as condi¢des de Jury, lembre-se todas necessarias:

1. |a,] =0.08 < ay =1 - Verifica-se!

2. P(1)=1-12+4+0.07+ 0.3 —-0.08 = 0.09 > 0 - Verifica-se!

3. P(-1)=1+4+1.2+0.07—-0.3—-0.08 =1.89 > 0 - Verifica-se!

4. A verificacdo das (4 —2) = 2 regras adicionais requerem a construcdo da tabela

seguinte:
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As 2 condi¢des em falta séo entéo:

e |bs3| =0.994 > |by| = 0.204 - Verifica-se!

e |cy| =0.946 > |cy| = 0.315 - Verifica-se!

Tabela de Jury
z° z! z?2 z3 z*

a, = —0.08 a, =1 b; = a,a, — agay, = —0.994
a, =1 a, = —0.08
a, =—0.08 a, =-1.2 b, = a,a; —a;a, = 1.176
a, =1 a; =0.3
a, =—0.08 a, = 0.07 b, = asa, —a,a, = —0.076
a, =1 a, = 0.07
a, =—0.08 a; =03 by, = a,a; —aza, = —0.204
a, =1 a, =—12
b; = —0.994 by = —0.204 ¢, = b3b; — byby = 0.946
b, = —0.204 b; = —0.994
b; = —0.994 b, = —0.076 ¢y = b3b, — bby = —1.184
by = —0.204 b, =1.176
b; =—-0.994 b, =1.176 ¢o = b3by — byby = 0.315
by, = —0.204 b, =—-0.076
¢, = 0.946 co = 0.315

Uma vez que se verificam todas as condi¢fes, a equacgao caracteristica tem todas as suas

raizes com modulo inferior a 1, ou seja, 0 sistema sob analise tem todos os polos localizados

no interior do circulo unitario e logo é estavel. Deixa-se como exercicio essa verificacdo

através do célculo exato da localizagao dos polos.

Note-se que a tabela s6 requer ser construida para sistemas de ordem n > 2.
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Exemplo 10.5
Considere o sistema discreto dado pela funcao de transferéncia

0.3679z + 0.2642

F@&) = 03679 -1

colocado num esquema de retroacdo como o apresentado de seguida na Figura 10.4.

R U Y
() K (2) I F) (2) _

Figura 10.4 — Sistema em anel fechado (Exemplo 10.5).

Podemos agora usar o critério de Jury para estudar a gama de valores do ganho K que

resultam num sistema em anel fechado estavel.
A equacéo caracteristica é agora obtida resolvendo o esquema de retroacao

H) = K-F(z) K - (0.3679z + 0.2642)
ZT1YK F(z) (z—03679)(z— 1) + K - (0.36797 + 0.2642)

ou seja,
P(z) = z% + (0.3679K — 1.3679)z + (0.2642K + 0.3679)

Como a ordem do polinbmio caracteristico é apenas n = 2 (par), basta aplicar as trés

primeiras condigbes:

1. [0.2642K + 0.3679| < 1 S —1<0.2642K + 0.3679 < 1

2. P(1) =1+ (0.3679K — 1.3679) + (0.2642K + 0.3679) = 0.6321K > 0

3. P(-1)=1-(0.3679K —1.3679) + (0.2642K + 0.3679) = —0.1037K + 2.7358 > 0
ou equivalentemente

1. -518< K < 2.39

2. K>0

3. K<2638
resultando entdo um intervalo de estabilidade

K €10;2.39[
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10.5. Equivaléncia entre respostas impulsivas continuas e discretas

Concluimos anteriormente que, para garantir a estabilidade assintética do sistema descrito
por uma funcdo de transferéncia G(z), os polos devem apresentar-se todos no interior do

circulo de raio unitario centrado na origem.

Podemos perguntar agora qual o sistema discreto com resposta impulsiva coincidente com as
amostras da resposta impulsiva de um determinado sistema continuo, por exemplo, com

apenas um polo.

Considere-se entdo o sistema continuo dado por

G(S)=s+a

Sabemos que a sua resposta impulsiva é dada por
h(t) = e™ % - &(t)

Se amostrarmos este sinal com um ritmo de amostragem w; = 21/Ts, obtemos um sinal

discreto dado por
h(k) = e=%Ts . g(k) = (e"Ts)k . g(k)

Finalmente, aplicando a transformag&o em z inversa, obtemos a funcéo de transferéncia com
h(k) como resposta impulsiva

z
G(z) =

z — e aTs

Conclui-se assim que um sistema continuo com um polo em p = —a tem uma resposta

impulsiva coincidente com o sistema discreto com um polo em p = e™%7s,
Exemplo 10.6

Considere o sistema continuo dado por

G(s) =

s+ 0.2

com contante de tempo t = 1/a = 5 s. A resposta impulsiva € entdo dada por

h(t) = e_é - g(t)

como representado na Figura 10.5.
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0.5+

Figura 10.5 — Respostas impulsivas equivalentes coma = 0.2 e T, = 2s.

O sistema equivalente discreto com tempo de amostragem T, = 2.0 s € dado por

G _ VA _ VA
(2) = —=5720 = 706703

com resposta impulsiva dada por
h(k) = 0.6703% - (k)
também representada na Figura 10.5.

Observa-se que as respostas coincidem nos instantes discretos tornando estes sistemas,

continuo e discreto, equivalentes num certo sentido.

Para ja registemos que, quando consideramos polos da funcao de transferéncia do sistema
continuo sobre o eixo real, existe uma transposi¢éo para os polos da funcéo de transferéncia

do sistema discreto que respeita a férmula
5T

zZ=e€

Na realidade, esta formula pode ser estendida a todas as localizacdes do plano s e

correspondente mapeamento no plano z.

O préximo capitulo dedica-se ao problema da conversao entre sistemas em tempo continuo

e seus equivalentes em tempo discreto, e vice-versa.
10.6. Respostas de sistemas de primeiro grau

Antes de se fechar este capitulo, interessa estudar como a localiza¢@o no plano z dos polos

e zeros da funcao de transferéncia determina o tipo de resposta temporal dos sistemas.

Comecemos pelo sistema de 1° grau descrito pela funcéo de transferéncia

177



Controlo de Sistemas Dinamicos RNS

G(z) =

Z—a
onde o valor do parametro a determina a localizac¢do do polo, e logo, a estabilidade assintotica
do sistema. Quando o parametro a, que coincide com a localizagdo do Unico polo, est4 no
interior do circulo unitério i.e. —1 < a < 1, a resposta impulsiva deste sistema
h(k) = a*e(k)

ird convergir para zero. No entanto, se o parametro a for negativo iremos ter uma resposta
que ira trocar de sinal a cada amostra. Significa que conseguimos ter uma resposta oscilante

mesmo com um sistema de primeiro grau, que ndo acontecia nos sistemas continuos.
Exemplo 10.7

Considere o sistema descrito pela funcdo de transferéncia

G(z) = z—0.5

com polo em p = 0.5, estavel.

A Figura 10.6 apresenta a resposta impulsiva convergente para zero.

A
y(k)
109
051 ®
@
&)

—0—@ :?:’—‘—.—.—.—.—.—.—.—»
O 2 4 6 8 10 12

Figura 10.6 - Resposta impulsiva do sistema de 1° grau com a = 0.5.

Exemplo 10.8

Considere agora o sistema descrito pela funcao de transferéncia

G(z) = z+ 0.5

com polo em p = —0.5, estavel.

A Figura 10.7 apresenta a resposta impulsiva também convergente para zero mas de forma

oscilatoria.
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A
y(k)
100
0.5+
@
oo ——+—+® o 00 0 0 0 0 0o
0 2 0 4 6 8 10 12
05+ @

Figura 10.7 - Resposta impulsiva do sistema de 1° grau com a = —0.5.

Exemplo 10.9

Considere agora o sistema descrito pela funcdo de transferéncia

Z
C@=7"7

com polo em p = 1, ndo estavel.

A Figura 10.8 apresenta a resposta impulsiva que coincide com o degrau unitario, logo ndo

convergente.

y(k)

100 o o000 060 00

0.5t

Figura 10.8 - Resposta impulsiva do sistema de 1° grau com a = 1.

Exemplo 10.10

Considere agora o sistema descrito pela funcao de transferéncia

G(z) = —
z T z+1
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com polo em p = —1, ndo estavel.

A Figura 10.9 apresenta a resposta impulsiva que oscila entre os valores +1 e —1, e logo ndo

convergente.

-1.0+ © ® ® ® ® ®

Figura 10.9 - Resposta impulsiva do sistema de 1° grau com a = —1.

10.7. Respostas de sistemas de segundo grau
Considere-se o sistema de 2° grau descrito pela funcdo de transferéncia

a-sinf)y -z

G(z) =
@) z2—2-a-cosQyz+a?

Cujos polos estao localizados em
p=a-cosflyxtj-a-sinfl,

ou seja, a uma distancia a da origem e com um angulo com o eixo real de Q,. O valor do
parametro a determina novamente a estabilidade assintdtica do sistema. Quando o parametro

a respeita a condicdo —1 < a < 1, a resposta impulsiva deste sistema
h(k) = a* - sinQyk - (k)
ird convergir para zero. Novamente, se o parametro a for negativo iremos ter uma resposta
gue ird trocar de sinal a cada amostra.
Exemplo 10.11
Considere o sistema descrito pela funcdo de transferéncia

0.8- sin% - Z 0.6928z7

z2—2-0.8- cos%z +0.82 22—08z+064

G(z) =
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com polos localizados em p = 0.4+ j- 06928, estavel. Note-se que o0 zero na origem é

responsavel apenas pela manutencéo da diferenga no nimero de polos e zeros a um.

A Figura 10.10 apresenta a resposta impulsiva convergente para zero de forma oscilatoria.

(k)

1.0+

0.5+ o

s 9 @
® 12 14 16 18 20
° k

Figura 10.10 - Resposta impulsiva do sistema de 2° graucoma =0.8e Q, = /3.
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11. Métodos de discretizacao

Quando se abordou o problema da selec¢ao do periodo de amostragem, referiu-se que existem

duas alternativas principais no projeto de sistemas de controlo por computador:

1. asubstituicdo por emulacao de um controlador continuo C(s), ja existente ou projetado

no continuo para o efeito, pelo seu equivalente discreto C(z); ou

2. 0o projeto de raiz de um controlador em tempo discreto a partir do equivalente discreto

F(z) da instalagdo continua descrita por F(s).

Referiu-se ainda que, para 0 mesmo desempenho do sistema de controlo conseguem-se
valores mais reduzidos do ritmo de amostragem seguindo a abordagem 2. ou seja, projetar o

controlador C(z) de raiz no dominio do tempo discreto.

Este capitulo dedica-se ao problema da obtencdo do equivalente discreto de um sistema
continuo que, nas abordagens descritas acima, pode ser um controlador (abordagem 1.) ou
uma instalagdo (abordagem 2.). No entanto, pela forma particular como cada um destes dois
elementos se inserem no sistema de controlo, os métodos de discretizacdo adequados
serdo também diferentes para discretizar uma instalagdo ou um controlador. Note-se que
seguiremos apenas umas das duas abordagens possiveis e nesse sentido ndo teremos, no
mesmo processo de projeto, de realizar simultaneamente a discretizacdo de uma instalacao

e de um controlador.
11.1. Discretizacdo de controladores continuos

Considere-se o0 esquema de blocos da Figura 11.1 com um sistema de controlo no dominio

da variavel s de Laplace, i.e. no dominio do tempo continuo.

R E U Y
(s) (s) C(s) (s) A Fs) (s) _

Controlador Instalacao

Figura 11.1 — Sistema de controlo em tempo continuo.

Estamos interessados em substituir o controlador continuo por um controlador discreto C(z)
mantendo o mesmo desempenho do sistema de controlo, em anel fechado, que se observava
em tempo continuo. Ou seja, queremos que 0 controlador discreto, programado no
computador, emule o comportamento do controlador continuo realizado numa qualquer

tecnologia analégica, e.g. eletrénica analdgica.
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Temos entédo de encontrar o controlador discreto C(z) que colocado na estrutura da Figura

11.2 apresente 0 mesmo comportamento dindmico do controlador C(s).

y(t)

>

Figura 11.2 — Substituicdo do controlador continuo por emulagéo.
O controlador continuo é substituido por um conjunto com trés partes:

e aaquisicao do sinal relativo ao erro por amostragem (sampling) do sinal continuo e(t)
e correspondente digitalizagdo i.e. conversdo analégico-digital (A/D);

e arealizacdo do controlador discreto que recebe como entrada a amostra digitalizada
e(k) para produzir o sinal relativo a acao de controlo u(k); e

e aconversao do sinal de atuagéo de volta ao tempo continuo u(t) através do conversor
digital-anal6gico com retencao de ordem zero i.e. com manutenc¢éo do valor registado

constante até ao instante de amostragem seguinte.

Ao contrario do controlador continuo, devido ao processo de amostragem, o controlador
discreto ndo tem conhecimento sobre a evolugdo do sinal do erro e(t) entre instantes de
amostragem.

e(t) A

e(k)
elk-1)

=
-—
Ta {

Figura 11.3 — Infinidade de possibilidades de evolug&o do sinal e(t) entre amostras.
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De facto, como se representa na Figura 11.3, existe uma infinidade de possibilidades para a
evolucdo do sinal entre amostras. Assim, o processo de discretizagéo tera que assumir algum

tipo de comportamento do sinal entre instantes de amostragem.

O sinal de erro pode assumir diversos comportamentos entre amostras, mas o calculo da acéo

de controlo pelo controlador discreto é baseado apenas nas amostras e(k).

Isto significa que a emulac&o do controlador pelo computador resulta numa aproximacao do
comportamento existente em tempo continuo.
e(t) 4

e(k)
e(k-2) elk-7)

e f
Ta Ta

Figura 11.4 — A reducéo do periodo de amostragem T; melhora a aproximacao.

A aproximacao do controlador continuo pelo controlador discretizado é tanto melhor quanto
menor for o periodo de amostragem (Figura 11.4). No entanto, recorde-se a existéncia de

varios motivos que impendem a reducédo do periodo de amostragem.

Conclui-se assim, que independentemente do método a utilizar, o processo de discretizagédo
do controlador é aproximado, i.e. que se observardo diferencas de desempenho entre o
sistema de controlo com os controladores continuo e discreto. Este é o motivo pelo qual a
abordagem 1., descrita acima, exige um ritmo de amostragem ainda mais conservador. Note-
se que ndo ha forma de condicionar o sinal entre amostras visto que o sinal do erro deriva

diretamente da saida da instalacdo y(t).
11.2. Métodos de discretizagdo por aproximagao

Neste documento referir-se-8o trés métodos para a discretizacdo de controladores por

aproximacao:

e meétodo de Euler backward;

e método de Euler forward:;

e método de Tustin ou da bilinear.
Métodos de Euler

A funcao de transferéncia em tempo continuo esta sempre associada uma equacao diferencial

linear ordinaria. Os métodos de Euler consistem em aproximar as derivadas no ponto em
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analise pelas diferencas entre o valor do sinal em dois instantes de amostragem consecutivos,

como representado na Figura 11.5.

x(t) A

Figura 11.5 — Aproximacdes a derivada nos métodos de Euler.

O método de Euler backward realiza essa aproximacao considerando o instante presente e o

instante anterior, ou seja

dx(t)  x(tx) — x(tx-1)
dt T,

e 0 método de Euler forward realiza essa aproximacado considerando o instante presente e o

instante posterior, ou seja

dx(t)  x(trs1) — x(tx)
dt T,

Assim, considere-se um bloco integrador puro com funcéo de transferéncia

U(s) 1

E(s) s

C(s) =

com a correspondente equacao diferencial dada por

du(t)
dt e®)

No método de Euler backward esta operacdo de derivacdo € substituida pela equacédo as

diferencas

u(ty) —T:i(tk—ﬂ = e(ty)

com a correspondente funcéo de transferéncia dada por

Uiz T, Ts-z

C(Z)zE(z)_l—z‘l_z—l

e no método de Euler forward a operagdo de derivacdo é substituida pela equagédo as

diferencas
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u(tk+1?rs— u(ty) = e(ty)

com a correspondente fungéo de transferéncia dada por

U(z) _ Ts

€)= E(z) z-1

A Figura 11.6 apresenta outra interpretacado possivel dos métodos de Euler backward e
forward. A partir da funcdo de transferéncia original do integrador em tempo continuo

podemos escrever

Tse(ty)  backward

tk

w(t) — ulty_r) = f

tk—1

e(o) do = {

Tse(ty_1) forward

e(t) e(l.1) E(t) e(fk.1)

t
Ta
backward forward

Ta

Figura 11.6 — Area de integrac&o nos métodos de Euler.
Os métodos de Euler, sendo os mas simples, exigem ritmos de amostragem elevados.
Método de Tustin ou da bilinear

Na sequéncia da interpretacdo anterior, 0 método de Tustin propde que a area de integracdo
seja calculada através de um trapézio com area equivalente a média das obtidas pelos dois

métodos de Euler,

tk
u(t) ~u(te) = [ efo) do » LI,

tg—1
como representado na Figura 11.7. Esta aproximacdo corresponde a uma funcdo de
transferéncia como equivalente do integrador, dada por

Uiz Ty Ts z+1

C(Z):E(Z)_l—z‘l_?'z—l

Este método é também conhecido por aproximacao trapezoidal ou método da bilinear.
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Figura 11.7 — Area de integracdo no método de Tustin.
O bloco integrador como o bloco dindmico elementar

Qualquer sistema linear pode ser colocado como o resultado da composicdo de blocos

estaticos (ganhos e somas) e blocos integradores (dinadmicos).
Exemplo 11.1
Considere-se o sistema dado pela fungéo de transferéncia

U(s) _ s
E(s) s2+2s+3

C(s) =

E possivel reescrever a funcéo de transferéncia como

1
s
(o=l s _ s (e
E(s) s?2+4+2s+3 (1_{_%)_'_3.5% 1+31 %
1. .
(1+2:3)

A Figura 11.8 mostra a realizagdo em esquema de blocos relativa a funcéo de transferéncia

como apresentada acima.

3 (e 1/s [a—

Figura 11.8 — Esquema de blocos relativo ao Exemplo 11.1.
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Este resultado mostra que € possivel isolar a componente dindmica do sistema na forma de
blocos integradores.

Os métodos de Euler e Tustin propdem que agora os blocos integradores continuos sejam

substituidos pelos seus equivalentes discretos segundo a tabela

Euler backward 1 N Ts -z
s z—1
Euler forward 1 . T
s z—1
Tustin 1 5 z +1
S 2 z—1

Esta substituicdo é equivalente a substituir na funcdo de transferéncia (continua) a variavel s pelos

seguintes equivalentes:

Euler backward z—1
S -
Ts -z
Euler forward z—1
S —
T
Tustin 2 z—1
% —
T, z+1

Exemplo 11.2

Considere-se o processo de discretizacao, pelo método de Tustin com T = 2 s, do controlador

continuo dado por:

2
C =—
(s s+4

O método aplica-se substituindo a variavel s pelo seu equivalente para o caso do método de
Tustin, i.e.

2 2 _2z+2
1
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Mapeamento do dominio s no dominio z dos métodos aproximados

Na Figura 11.9, observa-se o0 mapeamento dos 3 métodos aproximados entre o dominio da
variavel s e o dominio da variavel z. Observa-se que 0 método de Tustin é o0 Unico que faz um

mapeamento perfeito entre as regides estavel no continuo e a estavel no discreto.
No método de Euler forward a imagem de um sistema estavel pode ser instavel no dominio z.

No método de Euler backward aimagem de um sistema instavel no dominio s pode ser estavel

no dominio z.
planos A 4 plano z
Método de
=) / \ EULER (forward)
s—:O K/ z:1
1 A plano z \ A plano z
Método de
TUSTIN
z==1 z-:-‘l
Método de
EULER (backward)

Figura 11.9 — Mapeamento de s para z dos métodos aproximados.
11.3. Discretizacdo de instalacdes

Considere-se agora o projeto de controladores em tempo discreto desenvolvidos de raiz, ou
seja, sem gqualquer controlador em tempo continuo como ponto de partida. Interessa-nos
agora realizar o projeto na perspetiva que a propria instalacdo existe no dominio do tempo
discreto (embora saibamos que isso ndo é verdade). Esta perspetiva estd representada no

esquema de blocos da Figura 11.10.

r(k) e(k)

=
=

k
C(2) I Fz) 2L

Figura 11.10 — Sistema de controlo em tempo discreto.
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Podemos entéo fazer a pergunta: qual é a funcdo de transferéncia no dominio z equivalente
a instalacdo continua vista através do processo de amostragem que nos liga ao mundo
continuo?

Temos entdo de encontrar a instalagdo discreta F(z) que colocada na estrutura da Figura

11.11 apresente 0 mesmo comportamento dindmico da instalacéo F(s).

r(k) e(k) u(k) y(K)

- \
/// \
- e \
gt \
. \
\
uk) [ pa u(t) MY [ sampting | JK)
: pling
~. + zoh / F(S) 1 + A/D /
i / \ /
S // \ 4
Nuk) , (k)
RN u(t) y(O) A\ y(k-1) |
| —— | | g
fi-1 tx t ti-1 t f

Figura 11.11 — Substituicdo do controlador continuo por emulagéo.

O controlador discreto € o equivalente a um conjunto com trés partes:

e a conversdao do sinal de atuacdo u(k) para o tempo continuo u(t) através do
conversor digital-analégico com retencdo de ordem zero i.e. com manutencao do valor
registado constante até ao instante de amostragem seguinte

e a dindmica da instalagcdo em tempo continuo descrita pela fungcéo de transferéncia
F(s) que recebe como entrada a excitacdo em degraus u(t) e reagem com o sinal
medido y(t); e

e a aquisicdo do sinal medido por amostragem (sampling) do sinal continuo y(t) e

correspondente digitalizac&o i.e. conversao analdgico-digital (A/D);

A principal diferenca face ao problema da discretizagdo de controladores continuos,
apresentado nas seccdes anteriores, € que agora o sinal de entrada do sistema a
discretizar, i.e. a instalacéo F(s), € bem conhecido entre instantes de amostragem. Visto
gue a excitagdo é realizada através do mecanismo com retencdo de ordem zero — zero-

order hold — podemos realizar a discretizagéo de forma exata.
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11.4. Método de discretizacdo ZOH

O método de discretizacdo ZOH (de zero-order hold) determina qual a funcéo de transferéncia
F(z) que é equivalente a fungdo de transferéncia F(s) quando ambas sé@o excitadas por um
degrau. A equivaléncia é traduzida pela coincidéncia das amostras discretas com o sinal

continuo nos instantes de amostragem, ou seja

y(k) = y(ty)

onde y(k) é o sinal em tempo discreto, saida de F(z) ey(t;) € o sinal em tempo continuo nos
instantes particulares t, = k- Tg. A Figura 11.12 ilustra o problema de equivaléncia que

procuramos resolver.

u(t) u(t ) INSTALACAO Y (t )
—_— —
— | F(s)
, yik2) vty T
u(k) & ﬂ;(f)
. u(k) (k) —

ulk) INSTALACAO Tt
o B —

F(z)

u(t) A

Figura 11.12 — Equivaléncia ZOH continuo discreto do bloco instalagéo.

Como as instalacbes, continua e equivalente discreta, sdo descritas por funcbes de
transferéncia, sdo ambas lineares. Logo, basta procurar a equivaléncia para a excitagdo com
um degrau unitario. A linearidade é entdo responsavel pela generalizagdo a sequéncias de

degraus de amplitudes diversas.

Do lado continuo podemos escrever

1
y) =T FE) o

e do lado discreto

Y =12 P =]

ou seja, em ambos os casos as respetivas fungbes de transferéncia multiplicadas pelas

transformadas dos degraus, e transportadas para os dominios do tempo.

Igualando,

e o )

S

t=ty=KkTg

191



Controlo de Sistemas Dinamicos RNS

t=kTS}

ou, de forma equivalente,

F@) = (-7 -1 {TL‘l fr(s)-2)

S

sendo esta a férmula do método de discretizacdo ZOH.
Exemplo 11.3

Considere-se o processo de discretizacdo, pelo método de discretizagcdo ZOH com T, = 0.2 s,

da instalacao dada por:

F(s) = 105 +2
5= s+4
Aplicando o método por passos, calculamos
1 s+2 1
F(s)-—=10 -
(s) S s+4 s
aplicamos a transformada de Laplace inversa
1 s+2 1
-1 i -1 ] -4t
TL {F(s) S} TL {105 — S} 5(e~* + 1e(t)

substituimos t por k - T e aplicamos a transformacédo em z

5z 5z
_ —4KT _
t:kTs} = T2(5(e T+ 1)e(0)) = o+

TZ {TL‘1 {F(s) . %}

e finalmente multiplicamos por (1 — z~1) e simplificamos a expresséo, resultando

10z — 7.247

F(z) = —_~"="°
() =~ —072293

Pela forma como esta proposto, verifica-se que o método ZOH mapeia os polos existentes no

plano s em z através da relagéo
z=e5Ts

Esta relacdo ndo é conforme no sentido em que existem pontos diferentes em s que séo
mapeados para 0 mesmo ponto em z. Isto sucede quando a componente imaginaria dos polos

esta acima, em médulo, do valor da frequéncia de Nyquist.
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12. Controlo por retroacao em tempo discreto

No capitulo 5 apresentaram-se os diversos tipos de sistemas de controlo em tempo continuo,

nomeadamente:

e sistema de comando
e sistema de seguimento

e sistema de regulacéo

Estas tipologias continuam a fazer sentido em tempo discreto, sendo a Unica diferenga a forma
como o sistema de controlo é realizado. As técnicas de projeto do sistema de controlo tém de
ser também adaptadas as limitagfes introduzidas pelo sistema amostrado.

12.1. Especificagao do sistema de controlo

A especificacdo do sistema de controlo para suportar um projeto a partir da funcdo de
transferéncia e focado no posicionamento dos polos segue uma abordagem semelhante ao
que vimos em tempo continuo. Na Figura 12.1 repete-se a resposta temporal genérica onde
se identificam os principais parametros que caracterizam o comportamento desejado para um

sistema de controlo.

y(t) A s[%] = ymax__ Ye x100%

WMER ke 2 8

oy D T T 7
90 /Oyoo """"" iSOA)y«)

Yo

o bt b ts t

Figura 12.1 — Parametros de especificagdo no dominio do tempo (resposta ao degrau).

Vimos j& também que é possivel traduzir a maioria dos conjuntos de parametros de
especificacdo por uma fungéo de transferéncia de 22 ordem sem zeros dada por

2
Kwg

52+ 2Dw,s + w2

H*(s) =

a que chamaremos modelo de especificagdo.

193



Controlo de Sistemas Dinamicos RNS

Através da sele¢do adequada dos parametrosK, D e w,; representamos o modelo de
comportamento dindmico desejado que exibe os mesmos parametros de especificacdo.
Recomenda-se a leitura da seccdo 5.2 onde se introduziram uma diversidade de férmulas

relacionando os parametros y,,, s[%], t. e ts; com o conjunto K, D e w,,.

Faz-se uma nota neste ponto para o leitor ndo confundir a quantidade w,, relativa a frequéncia
natural dos polos do sistema de 22 ordem com a quantidade wy relativa a frequéncia de
Nyquist e diretamente relacionada com o periodo de amostragem.

Uma vez encontrados os parametros K, D e w, de H*(s), como especificar o comportamento

desejado para o sistema de controlo, ou seja, como determinar H*(z)?

No capitulo anterior introduziu-se o método de discretizacdo ZOH que se identificou como o
mais adequado para a discretizacao de instalacdes pelo facto que a atuacado sobre estas é
realizada através da retengdo do valor entre amostras, ou melhor dizendo, através de uma

sequéncia de degraus de amplitudes diversas.

Agora, o sistema de controlo H(z) tem como entrada o sinal de referéncia (ou comando) que
na maioria das situacdes apresenta variagdes em degrau. Assim, 0 método adequado para

discretizar o modelo de especificacdo H*(s) é também o ZOH.

Alternativamente, podemos aplicar diretamente a férmula que mapeia o plano s em z,

respeitada pelo método ZOH (ver capitulo anterior), dada por

z=e5Ts
Exemplo 12.1
Considere-se a instalacdo dada pela funcéo de transferéncia

0.5

FO) = 63106105

com dois polos em p; = —1.0 e p, = —0.5; apresentando a resposta ao degrau unitério
registada na Figura 12.2. Observa-se no gréafico da resposta que o sistema tem ganho estéatico

unitario e apresenta um tempo subida a 90% de aproximadamente t, = 6s.

O responsavel por esta instalacédo esta interessado em obter um tempo de reacao seis vezes

mais rapido, i.e. t, = 1s; e sem sobrelevacao assinalavel, i.e. s[%] < 5%.
Através das formulas dos dois parametros podemos escrever

3.7D
tr[go%] = (1)_ = 10 S
n
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-DTt

s[%] = 100% x evV1-D% = 5%

que resulta num coeficiente de amortecimento de D = 0.7 e frequéncia natural w, = 2.6 rad/s.

05k | -
System: Fe

2 Time (sec): 5.95 B
Amplitude; 0.9

[=1 (=1 (=1
T T
| |

(=1
T
1

Amplitude

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Time (sec)

Figura 12.2 — Resposta ao degrau da instalacdo do Exemplo 12.1.
Assim, o modelo de especificagdo pode ser construido como (K = 1)

Ko? 6.76

H* = =
) = T 2Dws ¥ @2 52 +3.645 1676

com polos em p; , = —1.82 +j 1.87.

O tempo de amostragem deve ser selecionado através das regras apresentadas nos capitulos
anteriores. A frequéncia maxima coincide, neste caso, com 0s polos dominantes que impdem
a largura de banda, i.e. wy.x = 2.6rad/s. A frequéncia de Nyquist deve entdo estar

compreendida no intervalo
wy = (510) X Wpax = 13.0---26.0 rad/s

ou seja,

T
Tg=—=0.12:-0.24s
wWN

Entéo, aplicando o método ZOH ao modelo de especificacdo com o valor selecionado de

T, = 0.15 s, obtém-se 0 modelo de especificacdo no dominio z dado por

0.06313z + 0.0526
z%2 — 1.464z 4+ 0.5793

H*(z) =

com polos em p; , = 0.7318 £j 0.2092.
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A Figura 12.3 apresenta a resposta ao degrau do modelo de especificacdo em tempo discreto

onde se pode observar que cumpre no limite as especificacfes.

1.4 T T T T T T

) System: Hze

1.2 Time (sec): 1.78 7
Amplitude: 1.05
|
] ________________________________________________________
|
System: Hze

e Time (zec): 1.05 -

Amplitude: 0.52

Amplitude

(=]

=
=
[
[

Time (zec)

Figura 12.3 — Resposta ao degrau do modelo de especificacdo do Exemplo 12.1.

12.2. Diagrama de localizagdo de raizes

Antes de fazermos uso da especificacdo, podemos primeiro colocar a questéo relativa ao
impacto da retroacéo sobre o comportamento dindmico da instalacdo. Como o comportamento
dindmico depende diretamente da localizacdo das raizes da funcdo de transferéncia, a
guestao resume-se a determinar as localizacdes possiveis dos polos e zeros da funcao de

transferéncia H(z) do sistema de controlo.

No caso mais simples temos a retroagao proporcional representada na Figura 12.4 que resulta

num sistema de controlo com fungéo de transferéncia dada por

Y(z) K-F(2)
R(z) 1+K-F(2)

R U Y
(2) K () F2) () _

H(z) =

Figura 12.4 — Retroagdo proporcional no dominio z.

Esta expresséo é, a parte da variavel s trocada por z, exatamente igual a que obtivemos no

capitulo 0 (seccao 5.4) para o sistema de controlo no continuo. Assim, tudo aquilo que foi
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apresentado relativo a localizacao de raizes do anel fechado, nomeadamente a construcéo e
analise do diagrama de localizacdo de raizes (ou root-locus), aplica-se aos sistemas

discretos sem qualquer modificacéo.

Em concluséo, as regras de realizacao do diagrama de localizacao de raizes sdo as mesmas

para os sistemas representados nos dominios s ou z.

Existe apenas a diferenca nas regides de localizacdo dos polos que resultam em sistemas
estaveis nos continuo e no discreto, como foi ja referido. O diagrama de localizacéo de raizes
no dominio z deve ser analisado quanto a estabilidade contra a regido definida pelo circulo

unitario centrado na origem.
Exemplo 12.2
Considere-se de novo a instalacdo dada pela funcéo de transferéncia

0.5

FO) = 63106105

O equivalente discreto obtido pelo método ZOH (use-se novamente Ty = 0.15 s) é dado por

0.005221z + 0.004844  0.005221z + 0.004844

F(z) = =
() = 71788, 07985 ~ (z=09277)(z — 0.8607)

com dois polos em p; = 0.9277 e p, = 0.8607; e um zero em z; = —0.9277.

As Figura 12.5 e Figura 12.6 apresentam o diagrama de localizacdo de raizes do sistema de

controlo com a instalacao F(z) e retroacao proporcional.

2 T T T T T

=
1

[=]

Imaginary Axis

i
=
T

1 1 1 I
4 -3 -2 -1 0 1 2

Real Axiz

Figura 12.5 — Diagrama de localiza¢&o de raizes do Exemplo 12.2.
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[=]
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: System: Fz .
Dar. Gain: 44.1 _
f-’ Pole: 0.773 + 0.634i '-\
D2p Damping: -0.000308 . 4

Owvershoot (%) 100
_______________ Frequency (radisec): 4.58 |- -

Imaginary Axis
)

[=]
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[=]

[ar]
T
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=1
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0.5 1 1.5

Real Axis
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Figura 12.6 — Diagrama de localizag¢&o de raizes do Exemplo 12.2 (detalhe).

O valor do ganho critico, a partir do qual o sistema de controlo deixara de ser estavel, pode ser
encontrado aplicando o método de Jury, ja descrito.

Assim, desenvolvendo a funcéo de transferéncia no anel fechado da Figura 12.4 obtém-se

K-F(z) _ (0.005221z + 0.004844)K
1+K-F(z) (z%—1.788z+ 0.7985) + (0.005221z + 0.004844)K

H(z) =

que resulta num polinémio caracteristico dado por
P(z) = z* — (1.788 — 0.005221K)z + (0.7985 + 0.004844K)

Como o polindmio é de grau 2, apenas € necessario verificar as trés condic¢es:
1. —1<0.7985+ 0.004844K < 1
2. P(1)=1-1.788+0.005221K + 0.7985 + 0.004844K = 0.0105 + 0.010065K > 0
3. P(—1)=1+1.788 —0.005221K + 0.7985 + 0.004844K = 2.5865 — 0.000377K > 0
que resulta num intervalo de estabilidade para o ganho K de
—-1.04 <K <416

como se ilustra na Figura 12.6.

Exemplo 12.3

Considere-se ainda o desenvolvimento realizado no exemplo anterior e verifigue-se a

possibilidade de cumprir a especificacdo apresentada no Exemplo 12.1. A Figura 12.7 repete
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o diagrama de localizacdo de raizes mas acrescenta a localizacdo desejada para os polos

obtidas no Exemplo 12.1.

1 ——

Imaginary Axis
[

1 05 0 e

Real Axiz

Figura 12.7 — Diagrama de localizacdo de raizes e especificagdo dos polos.

No grafico observa-se que o diagrama néo atravessa a posi¢cao desejada, e logo ndo existe

nenhum valor possivel de ganho K que verifique a especificacao.

Nesta situacdo, teremos de aumentar a complexidade do controlador acrescentado dinamica

adicional para além do ganho. Prop8e-se assim um controlador com a estrutura

z—b
C(z)=K
z

—a
O conjunto do controlador e da instalacdo terdo agora uma dindmica de grau 3, a menos que

haja cancelamentos polo-zero. Sugere-se usar o cancelamento como estratégia para o projeto

do controlador.
Faca-se o zero do controlador igual ao polo mais rapido da instalacéo, ou seja

b = 0.8607
Temos agora um polinémio caracteristico dado por

P(2) = (z— 0.9277)(z — a) + (0.005221z + 0.004844)K
gue queremos igual ao denominador de H*(z) do Exemplo 12.1
P*(z) = z%> — 1.464z + 0.5793
Este problema tem solucdo analitica dada por
a =0.58037; K = 8.4412

A Figura 12.8 mostra o diagrama de localizacdo de raizes do anel aberto

199



Controlo de Sistemas Dinamicos

RNS

7058037 [ @

ou seja, do controlador ainda sem a selecao do valor do ganho K em série com a instalacao.

O novo diagrama atravessa a localizacéo dos polos especificada e o ganho que corresponde

a localizacéo desejada coincide com o valor encontrado analiticamente.

System: Gz

Gain: 8.45

Pole: 0.73 + 0.208i
Damping: 0.704
Overshoot (%) 4.43
Freguency (radizec). 2.61

Imaginary Axis

Root Locus

—
-

Real Axiz

Figura 12.8 — Diagrama de localizag&o de raizes e especificacéo dos polos.

A Figura 12.9 apresenta a resposta final obtida para o sistema de controlo com uma excitacao

em degrau no valor da referéncia.

lesponse

—

Amplitude

System: untitled1
Time (zec): 1.73
Amplitude:; 1.05

.f' __________________

System: untitied1
Time (zec). 1.05 B
Amplitude: 0.919

Figura 12.9 — Resposta ao degrau unitario do sistema de controlo (com corregdo de referéncia).

1 1.5 2

Time (zec)

[
wn

2
£a
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13. Resposta em frequéncia em tempo discreto

Foi referido no capitulo 6 que, quando a complexidade das instalagcdes € muito elevada, a
obtencdo da funcdo de transferéncia pela via da modelacao fisica do processo pode ser uma
tarefa quase irrealizavel. Os métodos de resposta em frequéncia constituem uma alternativa
aos meétodos baseados na funcdo de transferéncia de forma explicita e o capitulo presente
descreve como podemos tirar partido dessas metodologias de controlo também em tempo

discreto.
13.1. Sinal discreto sinusoidal

Antes de avancarmos para o controlo, importa introduzir (ou relembrar) alguns conceitos

fundamentais da teoria dos sinais discretos.

Um sinal x(k) diz-se sinusoidal de amplitude A, frequéncia w e (desvio de) fase ¢, se a sua

variagao no tempo discreto k puder ser representada pela fungédo (Figura 13.1)
x(t) = Asin(Q -k + $)

A fase ¢ define o valor do argumento da funcdo seno quando k é igual a zero e a amplitude

A escala o valor maximo do sinal, visto que a saida da fungéo seno varia no intervalo [—1; +1].

A frequéncia angular Q diz-nos quantos radianos séo percorridos pelo argumento da funcéo
seno por cada instante de tempo discreto. E, portanto, medida em radianos, ou rad. Como a

fungéo seno é periddica com 2m (equivalente a 360°), define-se o periodo de tempo discreto

N como
Q-N=2m
ou seja
Q=2_T[
N

Ora aqui aparece a primeira diferenca face ao tempo continuo. Em geral, o valor do periodo

N, calculado por

_211
)

ndo é necessariamente um ndmero inteiro, a menos que a frequéncia Q seja um divisor de 2.
Significa que o sinal sinusoidal ndo € necessariamente periddico em tempo discreto, no

sentido em que pode nao existir nenhum numero inteiro N tal que

x(k+N) =x(k)
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Este facto ndo retira potencial ao estudo da resposta em frequéncia em tempo discreto e
focaremos a nossa atencéo na frequéncia da sinusoide continua que esté subjacente, mesmo

gque amostrada de forma assincrona relativamente ao periodo.

Na perspetiva que nos interessa analisar, ou seja, na ligacdo com o dominio do tempo
continuo onde se encontram as instalacdes a controlar, a frequéncia angular Q relaciona-se

com a frequéncia angular w, em rad/s, através da expressao
Q=w-T;

Uma vez fixado o valor do periodo de amostragem T, é indiferente referirmos a frequéncia
angular Q, em rad, ou a frequéncia angular w, em rad/s. E importante, no entanto, n&o

confundir as duas.

A
x(k) | T=1/f |
- >
AT et SLEN
1 £
,.r' | .b\‘ ' [ I“l:
» I "\‘ ! I \
s i 5 ;i i >
-i 0 | \i ’ I K
£
o N |
AT
| ' | -
9 0 - 2 > 2k

Figura 13.1 — Sinal sinusoidal de frequéncia angular .
Consultando a tabela das transformag6es em z obtém-se para a transformagé&o em z do sinal
x(k)

(z+sin(Q— b))z

X =A
) z2—2zcosQ+1

13.2. Resposta no tempo discreto a um sinal sinusoidal

Considere-se agora um sistema G(z) excitado com um sinal sinusoidal u(k) de frequéncia ()

e amplitude U,. Se os n polos p; de G(z) forem todos estaveis e diferentes entre si, a saida
Y(2) = G(2)U(2)

admite a expanséo em fracdes simples

7z 2z 1,2 i 0
e +

Y(z) = + + — + c
@) Z—p1 Z—Py z—p, z—¢e9 z—el0

202



Controlo de Sistemas Dinamicos RNS

onde r; sdo os residuos, sendo r; € o conjugado de r,. Se aplicarmos a transformacédo em z

inversa a esta expressao obtém-se
y(k) = rpf + 1505 + - + Ty + 2|rp| sin(Qk + ¢)

Na Figura 13.2, representando a resposta y(k), podem identificar-se duas componentes
sobrepostas. A primeira, constituida pelos n termos exponenciais, € transitéria extinguindo-se
a velocidade do polo mais lento. Passado este transitorio permanece o termo — designado por
regime permanente - dado por

Yp(k) = 2lrg| sin(Qk + )

Resta saber quanto valerdo as quantidades |ry| e ¢.

A
y(k)

Figura 13.2 — Resposta a excitagdo sinusoidal em regime permanente.
O calculo dos residuos ry e ry, complexos conjugados, é feito a partir das expressées

Ugye)
2]

Uye
2j

. Q jQ .
Ty = ZEI;JQ(Z — eJQ)Y(Z) = Zl_l)l(‘erlln G(z)=+ G(elﬂ)

_]Q

Uye i .
Ml“ﬂ=—lz—“€m

z—e I

. Uye
o = lim_ﬂ(z — e_]“)Y(z) =+

z—e™)

que substituido na expressao de Y, (z) resulta

T Ty U, G(e) . e G(e 1) . 710
@) = 0 _J{( ). G(e™F) }

— e z—eTI0 T 2j 7 — el o0
com transformacéo em z inversa dada por (demonstre como exercicio)
300 = Uy - |6(&1%)] - sin(0k + arg(6()})

Assim conclui-se que, se um sistema discreto linear invariante no tempo, estavel, descrito pela

sua funcéo de transferéncia G (z) for excitado por um sinal sinusoidal
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u(k) = Uy sin(Qk) (k)

responde, apds a extingdo de um transitorio, com um regime permanente
Yp(k) = Up - Mg (Q) sin(Qk + ¢ () e(k)
também sinusoidal de igual frequéncia 0 mas com um ganho de amplitude dado por
Mg(Q) = [G(e1?)]
e desvio de fase dado por
b6 () = arg{G(e)}

A quantidade complexa G(e/?) é designada por resposta em frequéncia.

Como no caso continuo, sendo uma funcdo complexa, é possivel representar G(ej“)

graficamente de diversas formas, tais como:

o Representacao direta de G (ei“) num plano complexo para todos os valores possiveis
da frequéncia (. Esta representacao designa-se por diagrama polar e é a base para o
tracado do diagrama de Nyquist.

e Representacdo num diagrama cartesiano de M;(Q) e ¢g(Q2) para todos os valores
possiveis da frequéncia (. Esta representacdo designa-se por diagrama de Nichols e
permite-nos tirar conclusbes semelhantes aquelas que tiraremos com o diagrama de

Nyquist.

e Representacdo em separado das quantidades M;(Q) e ¢c(Q) em funcdo da
frequéncia ) Esta representacdo € designada por diagrama de Bode. Porque a
variavel Q = w - T; aparece explicitamente, estes diagramas contém mais informacgao
gue as duas representacdes referidas antes.

O exemplo seguinte introduz estas representacfes diagramaticas possiveis, entre outras.

Exemplo 13.1
Considere-se a instalagéo de 22 ordem com a funcéo de transferéncia

F(z) = 0.2z
2= Z=08)2
A resposta em frequéncia da instalacdo € obtida substituindo a variavel s por jo, ou seja

F(e?) 0.2 el 0.2- el
e = n =
(e —0.8)? ((cosQ —0.8) +jsin Q)Z

com ganho
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0.2
cos2Q + 0.64 — 1.6 cos Q) — sin? ()

Mp(Q) = [F(e)] =

e fase
' sin Q)
— ]Q = _ S
dr(Q) arg{F(e )} 1 - Zatan (cos Q- 0-8>

O estudo destas duas funcfes da frequéncia angular Q pode fazer-se pela substituicdo de
certos valores notaveis. Iniciemos esta analise, pelo limite na baixa frequéncia (Q — 0),
observando que
Mg (%) =5
¢F(ej0) = 0°
e na alta frequéncia (Q - m)
Mp(ei™) = 0.0617
dr(e™) = —180°

Um ponto notavel intermédio ocorre com () = 0.22 rad resultando para a fase o valor de
d)F(ejO.ZZ) = —9Q°

e para o ganho
Mg (e1%%2) = 2.52

Na Figura 13.3 observa-se o registo da resposta em frequéncia no plano complexo.

Imaginary Axis

Real Axis

Figura 13.3 — Diagrama polar da resposta em frequéncia do Exemplo 13.1.
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13.3. Critério de Nyquist

Verifiguemos agora como se transporta o critério de Nyquist para os sistemas em tempo

discreto. Considere-se o sistema de controlo em anel fechado da Figura 13.4.

k k k k
r(k) e(k) () U()=F(z) y()=

Figura 13.4 — Esquema de controlo de seguimento por retroacao.

Se o0 anel aberto for dado por

Ny(2)
Dy(2)

a funcéo de transferéncia do anel fechado sera dada por

Go(2) = F(2)C(2) =

O~ No(2)

B 0lz)  Dy(z _ olZ

=160 1, M@ D@ + M@
Do(Z)

Assim, os polos do anel aberto sdo dados pelas raizes de D,(z) e os polos do anel fechado

séo dados pelas raizes de Dy(z) + Ny (2).
Considere-se agora a funcdo

No(z) _ Do(2) + No(2)

L+6o@ =14 o =" D@

e o0 contorno de Nyquist que envolve todo o exterior do circulo unitario, ou seja a regido

instavel do plano z, no sentido dos ponteiros do relogio.

A imagem do contorno de Nyquist através da funcao
Dy(z) + Ny (2)
Dy(2)

terd um numero de envolvimentos em redor da origem igual a diferenga entre os polos

1+ Gy(2) =

instaveis (i.e. no interior do contorno de Nyquist) do anel fechado e os polos instaveis do anel

aberto (ver Figura 13.5).
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1 Contorno 4
»~ T =~ de Nyquist o
/ Ly Lo
! 1 , 1+ GO (Z) : 0 s : >
\ }' \ ~ — .aJ !
\ X V4 ~ S
ZONAN (| - 7 N.(z) D.(2)+N,(2)
A = 1+G,(z2) =1+~ ="0 0
INSTAVEL 2 (2) D.(2) 0.2

Figura 13.5 — Teorema dos Envolvimentos aplicado ao Contorno de Nyquist.

Sendo mais facil analisar a imagem da funcdo G,(z) (0 anel aberto), a contagem de
envolvimentos, em redor da origem, da funcdo 1+ G,(z) é equivalente a contagem de
envolvimentos da fungéo G,(z) em redor do ponto —1, como se ilustra na Figura 13.6.

-~

— Contorno N
’ .
p Y~ de Nyquist 7" "~
\ 1,7 “ \
| e 1 . G (z) ) ' ! >
L ] - 0 [ v I
\ ] 1\\ -1 ] ]
\ X / A\ == v
5 - -
ZONF’}\' N ~” -
INSTAVEL

Figura 13.6 — Diagrama de Nyquist como a imagem do contorno de Nyquist através de G,(z).

A semelhanca do caso continuo, o critério de Nyquist enuncia-se da seguinte forma. A imagem
do contorno de Nyquist através da funcdo G,(z) terd um namero de envolvimentos em redor
do ponto (—1) igual a diferenca entre os polos instaveis do anel fechado e os polos instaveis
do anel aberto, que equivale a escrever

N=Z-P

onde
e P —¢é o numero de polos instaveis do anel aberto;
e 7 — € 0 numero de polos instaveis do anel fechado e

e N — é o numero de envolvimentos em redor do ponto —1 a origem no mesmo sentido

do contorno de Nyquist.

O diagrama que se constréi através da imagem do contorno por G,(z) designa-se por

diagrama de Nyquist de G,(z).
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No caso mais geral, em que o anel aberto do sistema G,(z) é estavel (i.e. P = 0), o critério de
Nyquist resume-se a
Z=N

ou seja, para que o sistema em anel fechado resulte estavel (Z = 0), o diagrama de Nyquist
do anel aberto G,(z) ndo pode envolver o ponto —1 (i.e. N = 0). Se envolver o ponto —1, o
namero N de voltas corresponde ao nimero de polos instaveis do sistema em anel fechado.
Resulta disto, que, tal como no caso continuo, para um anel aberto estavel e no objetivo de

ter um sistema em anel fechado estavel, a circulagdo do ponto —1 deve ser evitada.

Considere-se agora o caso, menos frequente, em que o anel aberto do sistema G,(z) €
instavel (i.e. P > 0). Para que, novamente, o sistema em anel fechado resulte estavel (Z = 0),
o diagrama de Nyquist do anel aberto G,(z) tem de envolver o ponto —1, em sentido contrario
ao do contorno de Nyquist, num namero de voltas igual a

N=-P

(negativo porque no sentido contrario). Assim, para um anel aberto instavel e no objetivo de
ter um sistema em anel fechado, a circulagao do ponto —1 tem de ocorrer no sentido contrario

ao dos ponteiros do reldgio P vezes.
Exemplo 13.2
Considere-se novamente o sistema em anel aberto dado por

0.2z

Go(z) = Z= 08"

gue é estavel, pois o seu polo de multiplicidade 2 vale 0.8, e portanto P = 0. Se tragarmos o
diagrama de Nyquist deste sistema, ou seja, o diagrama polar de

. 0.2/
G(e]‘Q) = —(ejﬂ — 08)2

para valores de Q € [—, +], i.e. 0 contorno de Nyquist, obtém-se o resultado da Figura 13.7.

Imaginary Axis

2
Real Axis

Figura 13.7 — Diagrama de Nyquist de G,(z) do Exemplo 13.2.

208



Controlo de Sistemas Dinamicos RNS
Este diagrama de Nyquist ndo realiza qualquer envolvimento em redor do ponto —1, ou seja,
N = 0. Assim,

Z=N+P=0

o anel fechado néo tera qualquer polo instavel. De modo a verificar este resultado, podemos

calcular diretamente o anel fechado

0.2z
H(z) = Go(z) _ (z—08)2 _ 0.2z
C1+Go(2) 1,02z 22—14z+0.64
(z —0.8)%

que, com dois polos em 0.70 + j0.39 no interior do circulo unitario, é estavel.

13.4. Diagrama de Nyquist e a resposta em frequéncia

Podemos, nesta altura, perguntar qual a relacdo entre o diagrama de Nyquist e a resposta em
frequéncia, também introduzida neste capitulo. Repare-se que o contorno fechado de Nyquist
€ constituido pelas seguintes partes:

e 0 semicirculo de raio unitario centrado na origementre z=el® =1ez = ™ = —1;
e e o0 semicirculo de raio unitario centrado na origementre z=e "= -1 ez = el = 1.

Note-se que uma circula¢éo no sentido contrario ao dos ponteiros do relégio do circulo unitario
€ equivalente a um envolvimento da regido complementar do circulo unitario no sentido

contrario. Portanto, o sentido do contorno de Nyquist € o dos ponteiros do reldgio.
O diagrama de Nyquist € a imagem destes dois trocos através de G,(z). Mas, a imagem do

primeiro trogo € o diagrama polar da resposta em frequéncia G(e/*). A imagem do segundo

trogo € a resposta em frequéncia para frequéncias negativas G,(e %), que resultara no

diagrama polar da resposta em frequéncia rebatido em torno do eixo real.
13.5. Diagrama de Bode

O diagrama de Bode representa, explicitamente em dois diagramas paralelos, as funcdes de
ganho (M;(Q) = |G(e)?)]) e fase ($ps(Q) = arg{G(e'*)}) em funcdo da frequéncia angular Q.
Este diagrama pode ser representado para o anel aberto do sistema, estando intimamente
ligado ao diagrama de Nyquist, mas também para o anel fechado, fornecendo informagfes de

caracter diferente.

A novidade face ao caso continuo é que o diagrama de Bode fica confinado a gama de

frequéncias entre Q = 0 e Q = ©, melhor dizendo, entre as frequéncia w = 0 € w = wy.
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13.6. Construcéao aproximada do diagrama de Bode — método das assintotas

O tracado do diagrama de Bode através do método das assintotas, tal como foi apresentado
para o caso continuo, deixou de ser possivel com a gama de frequéncias limitada e com a

dependéncia na variavel Q através da fungdo exponencial /.

No entanto, podemos aplicar uma transformacao na variavel  que nos permita recuperar todo

o potencial dessa metodologia.

Viu-se anteriormente que a transformacao bilinear (usada na conversao continuo-discreto de
Tustin) mapeava o semi-plano complexo definido em s no circulo unitario em z (ver Figura
13.8) através da férmula

1450

zZ = 2

_ STy

2

plano s A
4 plano z
-

- >
5=0 z=1

Figura 13.8 — Mapeamento realizado pela transformacéo bilinear.

A metodologia a introduzir tira partido deste resultado para realizar o tragcado das respostas

em frequéncia recuperando o tracado do diagrama de Bode assimpt6tico do caso continuo.

Vamos criar um espago complexo “continuo”, designado por dominio da variavel de Laplace
w com caracteristicas semelhantes ao espa¢co em da variavel de Laplace s, mas diferente. De
seguida, transportamos os sistemas a analisar em tempo discreto para este novo espaco
através de um processo de conversao discreto-continuo usando o método da bilinear (Figura

13.9). Como esta transformacéo é conforme, podemos ir e voltar retornando ao ponto inicial.

Assim, as transformacodes de ida e de volta sdo dadas por

2 z-1 ——- 1+WTS
W_Fs.z+1 g — Z_l_WTs
2
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plano w |
4 plano z

z=1 w=0

Figura 13.9 — Mapeamento realizado pela transformagéo bilinear para o dominio da variavel w.

Podemos agora realizar o tracado do diagrama de Bode da fungéo de transferéncia G(w)

imagem da funcdo G(z), usando tudo o que sabiamos do método das assintotas.

Fazendo um paralelo, o tracado do diagrama de Bode realizava-se obtendo a resposta em
frequéncia por substituicao da variavel de Laplace s por jw. Agora, o tracado do diagrama de
Bode realiza-se obtendo a resposta em frequéncia por substituicdo da variavel de Laplace w
por jv, definindo uma nova frequéncia v (representada pela letra grega nu com

correspondente latino na letra N) com unidades de rad/s.

Se o parametro T, usado nas formulas de converséo bilineares, coincidir com o tempo de
amostragem usado originalmente para discretizar a instalagdo F(s), podemos estabelecer

uma relagdo entre as frequéncias w e v.
No processo de discretizacdo da instalacao através do método ZOH observamos a relacao
Q= T

Agora, no segundo salto do discreto para o hovo continuo em w temos

VT VT
ejﬂ_1+17_(1+] 2) _ej2atamVTTS
Vs VI
=170 1+ (%)

ou seja, estabelece-se uma relagéo entre as frequéncias ( e v dada por
vTg
QO =2atan—

Finalmente, eliminando a frequéncia  nas duas expressdes obtém-se as relacdes

2 ¢ VT —- 2 ¢ wTg
‘U—TS atan— g —— V_TS an—,

A Figura 13.10 apresenta a curva definida por estas relacdes.
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+ O,

W
1

— Oy T Oy V
Figura 13.10 — Relagéo entre as frequéncias w e v.

Como a fungdo tangente apresenta uma inclinacdo unitaria em redor da origem, as
frequéncias w e v aproximam-se nas baixas frequéncias. No sentido oposto, quando a
frequéncia w se aproxima do limite imposto pela frequéncia de Nyquist wy, a frequéncia v é
“esticada” até infinito. E esta caracteristica da transformacdo que nos abre espaco para

podermos aplicar tudo o que aprendemos em tempo continuo usando o método das assintotas.

Note-se ainda que a curva da Figura 13.10 apresenta-se em escalas logaritmicas como

desenhado na Figura 13.11

{UN(D

/,

0.1w,} ]
1
0.01 w, . . . v
0.01 w, Wy 100 w,

Figura 13.11 — Relagédo entre as frequéncias w e v, em escalas logaritmicas.

Observa-se aqui que soO para frequéncias préximas de 0.2wy € que se comeca a observar
diferenca. No entanto, o valor de 0.2wy € também aquele que temos considerado como limite
da frequéncia maxima de trabalho w,.x. Ou seja, na zona normal de trabalho, as duas

frequéncias tém um andamento coincidente.
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13.7. Projeto do controlador através da resposta em frequéncia
A metodologia de projeto do controlador usando a resposta em frequéncia € a seguinte:

1. Obter a funcdo F(z) através da conversdo continuo-discreto aplicada a funcdo de

transferéncia F(s) da instalagdo continua.

2. Aplicar a transformacdo bilinear a fungéo de transferéncia F(z) para obter a fungcéo de

transferéncia da instalacdo no dominio da nova variavel de Laplace w, F(w).
3. Realizar o projeto do novo controlador C(w) como se realizava em tempo continuo.

4. Aplicar a transformacéo bilinear inversa a funcédo de transferéncia C(w) para obter o

controlador discreto C(z).
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14. Sistemas discretos em espacgo de estados

O método do espaco de estados baseia-se na descricdo da instalacdo a controlar através de
um conjunto de n equacdes lineares de 12 ordem, na representacdo de um sistema dinamico

linear de ordem n, introduzindo o conceito de estado do sistema.

O estado de um sistema dindmico é o conjunto minimo de variaveis, ditas de estado,
X1, %5, , Xp, tal que 0 seu conhecimento num dado instante de tempo discreto k, € memoria

suficiente para determinar a evolugao futura do sistema para k > k.

O exemplo seguinte serve para motivar a introducéo desta representacao.

Exemplo 14.1

Considere-se o sistema dado pela cascata de fungfes de transferéncia da Figura 14.1.

U(2) 1 X4(2) - Y(2)=X2(2)

> | =
- 0.6 z—09

I

Figura 14.1 — Esquema de blocos do sistema do Exemplo 14.1.
O sistema é assim dado por

VA X, (2) = 4 1
z-09"1 T, 00 2-06

Y(z) = U(2)

definindo-se um variavel interna x,, entre os dois blocos, e uma variavel também interna x,
gue, neste exemplo, coincide com a saida y.

A representacdo em espaco de estados é definida no dominio do tempo através da descri¢cao
de como o instante futuro de cada variavel de estado depende do valor atual de todo o estado

e das entradas.

Seguindo na mesma figura da entrada u para a saida y, o primeiro bloco pode ser convertido

na sua equacao as diferengas correspondente dada por
x1(k+1)=0.6-x.(k) +u(k)
O segundo bloco pode, por seu lado, ser descrito pela equacéo as diferencas
x(k+1)=09 -x,(k)+x(k+1)
ou, por substituicdo da equacao anterior nesta ultima,
x(k+1)=0.6-x,(k)+0.9:x,(k) +u(k)

E assim possivel escrever um sistema de equacdes onde ficam definidas a forma recorrente

como as duas variaveis de estado x; e x, evoluem no tempo k, como
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{ 1(k+1)=0.6-x,(k) +u(k)
X(k+1) =0.6-x1(k)+0.9-x,(k) +u(k)

Repetindo, o sistema descreve de forma recorrente como o valor do estado no instante

sequinte k + 1 depende do valor do estado no instante atual k, bem como da entrada do

sistema no instante atual k.

Para terminar a descrigcdo do sistema devemos adicionar de que forma a saida do sistema

depende do estado ou da entrada, que para este exemplo se resume a

y(k) = x, (k)

As equagOes apresentadas no exemplo anterior realizam uma boa descricdo do sistema
discreto mas nao sao facilmente trataveis se quisermos desenvolver um conjunto de
ferramentas de projeto em seu redor, como fizemos com a funcdo de transferéncia. A analise
da estabilidade de um sistema descrito por uma funcédo de transferéncia F(z) realiza-se
obtendo as raizes do polinomio denominador e verificando se estdo no interior da regiao de
estabilidade. Devemos procurar algo que estruture da mesma forma a descrigdo do sistema
e nos possibilite obter resultados equivalentes ou melhores. Isso é possivel introduzindo a

notag@o matricial na descricdo em espago de estados.
14.1. Vetor de estado e modelo de estado

As variaveis de estado aparecem normalmente agregadas na forma matricial, definindo o

vetor de estado definido como
x4 (k)

x(k) = xz.(k)

xn (k)
ou, numa forma transposta mais compacta,
x(k) =[x, (k) xp(k) - 2, (R)]T
Usando esta notacao, a realizacdo em espaco de estados € descrita como
x(k+1)=A-x(k) +B-u(k)
y(k) =C-x(k) + D - u(k)

no qual as variaveis vetoriais ou matriciais sdo representadas em fonte negrita-ereta,

enquanto as variaveis escalares sdo, como habitualmente, representadas em fonte italica.
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A primeira equacao, designada por equacado da dinamica, diz-nos de uma forma agregada
que o estado x no instante seguinte k + 1 depende do estado x no instante atual k através da
matriz A. Esta matriz A é forcosamente quadrada e de dimenséo (n X n). Adicionalmente, o
estado seguinte depende da entrada u no instante atual k através da matriz B de dimensé&o
(n x1).

A segunda equacdo, designada por equacdo de saida, diz-nos que a saida y, em cada
instante k, depende de uma forma direta do valor do estado x através da matriz C de
dimensao (1 x n); e, eventualmente, da entrada u através da “matriz” D, também no instante
k. Note-se que, ao contrério da primeira equacéo, a segunda é absolutamente desprovida de

dinamica, i.e. sem memoria.

Esta notagdo esta ja preparada para sistemas que tenham multiplas entradas e mdultiplas

saidas, sendo uma das mais-valias do método.

Assim, em geral para um sistema com n; sinais de entrada e n, sinais de saida, u e y passam

a vetores e a realizagdo em espaco de estado toma a forma
x(k+1)=A -x(k) +B-u(k)
y(k) =C-x(k) + D - u(k)
no qual
e A é a matriz da dindmica (n X n);
e B é amatriz de entrada (n X n;);
e C é a matriz da saida (n, x n);
e D é a matriz de transmisséo (n, X n;);

No entanto, neste texto introdutério trataremos apenas 0 caso mais simples do sistema com
uma entrada e uma saida, i.e. n; =n, = 1. A Figura 14.2 apresenta uma representacao
esquemética do modelo de estado, também designado por esquema de simulacdo, que
mostra de uma forma direta como fluem os sinais no modelo. O bloco central é constituido
simplesmente por um banco de atrasos de uma amostra representados pelo termo z~!

multiplicado pela matriz identidade 1.

O exemplo seguinte mostra como podemos estruturar as equacgdes diferenciais encontradas

no exemplo anterior no formato matricial do modelo de estado.
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Figura 14.2 — Esquema de simulacdo do modelo de estado.
Exemplo 14.2

Se continuarmos o Exemplo 14.1 a partir das equagdes obtidas

{xl(k +1) =0.6-x(k) +u(k)
Xp(k+1) =0.6-x1(k)+0.9-x,(k) +u(k)

y(k) = x5 (k)
podemos perguntar agora: qual € o modelo de estado correspondente?

Arrumando os elementos nas diversas entradas das matrizes com dimensdo adequada,

obtém-se

[xl(k+1) _ [0.6 0].[X1(k)]+[ﬂ-u(k)

x,(k+ 1] loe 09! [x,(k)
v =10 11 [280]+ 01wtk
ficando definidas as matrizes
A= [8:2 0(.)9] B= [ﬂ
c=[0 1] D = [0]

e 0 esquema de simulacéo da Figura 14.3.
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X-r(k""l )h- 1 X‘F(k)

Xo(kt 1) [ | X24k)

o
)]
A

09 |a—

Figura 14.3 — Esquema de simulacdo do modelo de estado do Exemplo 14.2.

14.2. Matriz de transicdo de estado

Pensemos agora num sistema representado em modelo de estado mas sem excitacdo a

entrada, i.e. u(k) = 0. A equagdo da dindmica resume-se assim a
x(k+1) =A- x(k)
gue pode ser iterada a partir de uma determinada condi¢ao inicial x(0) = x,.
Deste modo, para cada instante do tempo teremos
x(1) =A-x(0) =A-Xxq
x2)=A-x(1)= A-A X,

x(3)=A-x(2) = A3 -x,

x(k) =A-x(k—-1) = AF - x,

ou seja, a solugdo do sistema auténomo € dada por
x(k) = @(k) - x(0)

onde ®(k) = A* é a matriz de transi¢c&o entre o estado inicial x(0) e o estado em qualquer

instante futuro k. Note-se que sendo A uma matriz, o calculo de A¥ n&o é trivial.
14.3. Solucéo geral da equacéo de estado

A partir da definicdo de matriz de transicdo estamos em condi¢des para determinar a solucdo
das equag0Oes de estado para o caso mais geral com a entrada u n&do nula. Note-se que em
cada instante do tempo discreto, a entrada u reposiciona o estado numa nova condicao inicial

da evolucéo futura.
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A solucao geral da equacéo de estado
x(k+1)=A-x(k) +B-u(k)

é dada por

k-1

x(k) = ®(k) - x(0) +Z¢(k—i— 1) -B-u()
i=0

que resulta da sobreposi¢do da resposta da equacdo homogénea com a resposta forcada
pela entrada u. A resposta forcada é, por sua vez, resultante da sobreposicéo dos efeitos da

entrada em cada instante do passado do sistema.
Fica como exercicio a demonstracdo deste resultado.
14.4. Relacéo entre modelo de estado e funcéo de transferéncia

Se aplicarmos a transformacéo em z as equagfes de estado é possivel converté-lo para o

formalismo da fungéo de transferéncia. Considere-se entdo o modelo de estado
x(k+1)=A-x(k) +B-u(k)
y(k) =C-x(k) + D - u(k)

e apliquemos a transformacao em z a primeira equac¢ao (com condicao inicial nula). Obtém-

se assim
z-X@) =A-X(2) +B-U®)
ou
(z-1-A)-X(2) =B-U(2)
ou ainda

X(z)=(z-1-A)1-B-U(2)
Com a segunda equac¢do do modelo de estado escrevemos
Y(z)=C-X(z)+D-U(2)
ou, a partir do resultado obtido antes para X(z),
Y(z2)=C-(z-1-A)"1-B-U(z)+D-U(2)

Concluindo, é possivel obter a funcado de transferéncia a partir da realizacao de estado através

da féormula compacta
Fz)=C-(z-1-A)1-B+D

Note-se que uma forma de calcular a inversa de uma matriz é usar a relagéo
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_adjM
~ detM

-1

onde adj M é a matriz adjunta de M; e detM = |M| é o seu determinante.

Por exemplo, para uma matriz genérica de dimenséo 2 x 2 a aplicacéo desta formula resulta

em
d —b
[a b1t _ [—c a ]
c d a-d—b-c
que, de certa forma, é facil de memorizar (os elementos na diagonal principal trocam de lugar

e os restantes trocam de sinal, dividindo pelo determinante).
Aplicando este método a formula do calculo da funcdo de transferéncia resulta que

C-adj(z-1—A)-B+D-|z-1—A|

F(z)=C-(z-1-A)"1-B+D =
(@)= C (- 1-A" B+ oA

concluindo-se que o denominador da funcédo de transferéncia, cujas raizes sédo os polos,

podem ser encontrados nas solugdes de

|z-T—Al=0
Voltaremos a esta equacgéo quando analisarmos a estabilidade em espaco de estados.
14.5. Célculo da matriz de transigao

Disse-se atras que o célculo da matriz de transicdo @®(k) = A¥ ndo era trivial. Os
desenvolvimentos para a obtencdo da fungéo de transferéncia a partir do modelo de estado

sugerem uma das formas para a calcular.
Se aplicarmos a transformagé@o em z a equacao homogénea
x(k+1) =A- x(k)
obtém-se (agora com a condicao inicial livre)
z-X(z)—z-x(0)=A -X(2)
ou
X(z)=(z-1-A)"1z-x(0)
e aplicando a transformacdo em z inversa resulta
x(k) =TZ Y(z-1-A)"1-z}-x(0)

gue pela prépria definicdo de matriz de transicdo como a matriz que nos transfere do estado

inicial para um estado futuro k, resulta que
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Pk)=A=TZ H(z-1-A)"1-z}
14.6. Converséao da funcédo de transferéncia em modelo de estado

Vimos como converter o modelo de estado em funcéo de transferéncia. Note-se que, nessa
passagem, a referéncia explicita ao estado desaparece. A funcdo de transferéncia é um
modelo entrada/saida, por vezes também referido como modelo caixa preta ou black-box (no
sentido de ser opaca aquilo que se opera no seu interior). O modelo de estado, em oposicao,
€ um modelo que descreve as operacdes internas do sistema fazendo emergir o conceito de

estado. O modelo de estado diz-se assim um modelo caixa branca ou white-box.

A parte menos facil de compreender é que enquanto a fungdo de transferéncia de um
determinado sistema é Unica (a parte de fatores comuns ao humerador e denominador que
se cancelam); por outro lado, existem infinitas realizagfes possiveis em modelo de estado.

Vejamos um exemplo de duas realizac¢des diferentes da mesma fungéo de transferéncia.
Exemplo 14.3

Considere-se de novo o sistema do Exemplo 14.1 com fungéo de transferéncia dada por

z
(z—0.9)(z—-0.6)

F(z) =

e para o qual encontramos o modelo de estado na forma

{xl(k +1) =0.6 - x;(k) +u(k)
X (k+1) =0.6-x1(k)+0.9:-x,(k) +u(k)

y(@) = x,(k)

Consideremos a possibilidade de substituir as duas (n = 2) variaveis de estado x; e x, por

outras assim definidas
Wl - xl + x2

Wy = X1 — X2

Portanto,
wo(k+1)=0.0-x(k)—0.9-x,(k)+0-u(k)
mas como
_wptw,
X, = >
_ W =Wy
X, = 5
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obtém-se

wy(k+1) =+1.05-wy(k) + 0.15 - wy (k) + 2 - u(k)
{WZ (k+1)=-0.45-w;(k) + 0.45 - w, (k)

com a equacao de saida dada por
y(t) = 0.5 wy(k) — 0.5 wy(k)

Ou seja, temos duas realizacbes em espaco de estados que resultam na mesma funcéo de

transferéncia, sao elas:

[xl(k+1) _[0.6 0]_[x1(k)]+[ﬂ.u(k)

x,(k+ 1] lo.e 09! [x,(k)
y(k) =0 1]'[2%3]+[0]-u(k)

com o vetor de estado x(k) = [x;(k) x,(K)]T; e

wy (k + 1)] _ [ 1.05 0.15] . [Wl(k)] + [g] u(k)

wy(k + 1) —0.45 0.45! [w,(k)
y(k) =[0.5 —0.5]- [:VV;EB] + [0] - u(k)

com o vetor de estado w(k) = [wy (k) w,(k)]T.

O leitor é convidado a aplicar a formula da conversédo de modelo de estado para funcao de
transferéncia a segunda realizacdo para verificar que se obtém a funcédo de transferéncia
inicial.

|

Quer isto dizer que enquanto converter modelos de estado em fungdes de transferéncia € um
processo convergente: o resultado final € sempre o mesmo; converter fungbes de
transferéncia em modelos de estado € um processo divergente pois existem infinitas solugées,
todas equivalentes, para 0 mesmo ponto de partida. Dessas solu¢des, existem um ndamero
finito de realizagBes, ditas candnicas, que permitem a transposicao direta da funcdo de

transferéncia para uma realizagéo de estado.

Iremos apresentar aqui apenas uma delas, a forma candnica da controlabilidade, mas

convida-se o leitor a procurar outras na literatura se assim for o seu interesse.
Considere-se entdo uma funcao de transferéncia genérica dada por

bozn + blzn_l + -+ bn_lz + bn

F@2)=—3 1y ...
zZ"+ a1z +-t+a,_1z+a,

O modelo de estado equivalente, na forma candnica da controlabilidade é dado por
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1(k+1) 0 1 0 -0 x4 (k) -0
x(k+1) 0 0 1 0 x5 (k) 0
: =| s : RN S P I R ) Y Y109
Xpn_1(k+1) 0 0 0 e 1 Xn-1(k) 0
xn(k + 1) —an —Ap-1 —Ap— - —Oq xn(k) -1
x1(k)
x2 (k)
y(k) = [(by — anby) (bp_q —an_1by) -+ (b1 —ayby)]- : + [bo]u(k)
Xp—1(k)
xn (k)
Exemplo 14.4

Considere-se de novo o sistema do Exemplo 14.1 com funcéo de transferéncia dada por

VA4 VA
(z—0.9)(z—0.6) z2—-1.5z+0.54

F(z) =

A realizacdo de estado obtida diretamente através da forma candnica da controlabilidade é

dada por
(k+1) )
[il(kil) - [—0954 +1.5] ' [i;(k)] + [(1)]-u(k)
y(k) =10 1]'[283]+[0]-u(k)

convidando-se mais uma vez o leitor a verificar que mais este modelo de estado converte para

a mesma funcgéo de transferéncia.
14.7. Valores proprios e estabilidade

A estabilidade de um sistema representado por um modelo de estado tera de ser
obrigatoriamente analisada através das caracteristicas da matriz da dindmica A, dado o seu

papel no modelo.

Foi ja referido em outras partes deste texto que a estabilidade de um sistema linear s6
depende das suas caracteristicas intrinsecas, independentemente do sinal de excitacdo a
entrada. Se o sistema ndo for estavel, basta uma breve injecdo de energia para que este ja
ndo retorne ao seu ponto de equilibrio. A equacdo da dindmica permite observar que é a
matriz A que caracteriza como a evolucdo do estado depende do seu valor atual. Entdo, em
que condicdes € que o vetor do estado x(k) na equacao recorrente

x(k+1)=A-x(k)

converge ou diverge do seu ponto de equilibrio, i.e. x = 0,,?

Recordemos o conceito de valores e vetores proprios de uma matriz.
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Definem-se os n valores proprios A; da matriz A como as n raizes da equagao
[AI-A|=0

e definem-se os vetores préprios v; da matriz A como os n vetores nao nulos, cada um

associado a um valor préprio 2;, tal que
A- V; = }\i *V;
Que poderemaos concluir daqui?

Se o0s n vetores proprios forem todos independentes entdo constituem uma base do espaco
em R™. Logo, qualquer vetor pode ser representado por uma combinacao linear dos vetores

préprios, inclusivamente, o vetor de estado inicial, i.e.
x(0) = a;vq + ayv,

Iterando agora no sistema

x(1)=A-x(0)=A-{a;vi +a,vu,} =a;-A-vi+a,-A-v,
ou ainda

x(D)=A-x(0)=A-{a;vi+ v} =a; - AL~V +ay- A, -V,
As iteragOes futuras resultam na forma

x(k) = A¥ - x(0) = A* - {ayvy + apvo} = ap - AK vy +ay - AK v,

que convergirdo para zero se e s6 se todos os valores proprios forem, em valor absoluto,

menores que 1.
Um sistema dinamico representado pelo seu modelo em espaco de estados
x(k+1)=A-x(k) +B-u(k)

€ assintoticamente estavel se todos os valores proprios da matriz da dindmica estiverem no

interior do circulo unitério.

Assim, um sistema dinamico representado pelo seu modelo de estado é estavel no sentido
assintoético se e so se todos 0s seus valores proprios estao posicionados no interior do circulo

de raio unitario, ou seja, se e s6 se
Al <1 para i=1,..,n
Em oposicdo, um valor préprio diz-se instavel quando se apresenta fora do circulo unitario.

E importante realcar neste ponto que os polos da funcdo de transferéncia coincidem com os

valores préprios da matriz da dinamica. O leitor é convidado a comparar as equacdes

apresentadas neste capitulo para a determinacéo dos polos e dos valores proprios.
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A Figura 14.4 ilustra a regido de estabilidade do sistema representado pelo modelo de estado,

relativamente a posi¢ao dos seus valores proprios.

'y Zona
Instavel
Vi
y X
- x x x’.
X X
Zona limiar d
i iImiar daa
Estavel estabilidade

Figura 14.4 — Zona de estabilidade relativa a posicao dos valores préprios em modelo de estado.

Exemplo 14.5
Considere-se de novo a instalacdo que admite a representacéo de estados dada por

[xl(k+1) _ 0.6 0]_[x1(k)]+[ﬂ.u(k)

x,(k+ 1] lo.e 09! [x,(k)
v =10 11 [280]+ 01wtk

Calculando os valores préprios iniciamos com

det{Al — A} = det {2 [é 2 - [8:2 0(.)9]} = det{ A—_096.6 A —00.9]} =@A-06)(2A-09)=0

com raizes
Al - 06 e Az == 09

ambas no interior do circulo unitario, e logo a instalagéo é estavel.

14.8. Vetores proprios e desacoplamento dos modos dindmicos

Os vetores préprios tém informacao direcional sobre a relagdo entre as variaveis de estado
que pode ser aproveitada no projeto dos sistemas de controlo. Vejamos primeiro um exemplo

sobre a forma de os determinar.

Exemplo 14.6

Continuando o exemplo anterior, calculem-se agora 0s vetores proprios.
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Associado ao primeiro valor préprio A; = 0.6, temos
[0.6 0 ] _ [U11] _
0.6 091 V12

que resulta no sistema indeterminado

6 [ur3]

{06 . v11 = 06 . vll
06 . v11 = _03 . 1712

que nos diz que séo vetores proprios todos os vetores com uma direcdo tal que a segunda

coordenada é o simétrico do dobro da primeira, em particular, é vetor préprio o vetor dado por
Iy 11
Vi= [1712] - [—2]

Associado ao segundo valor préprio A, = 0.9, temos
[0.6 0 ] ) [V21] _
0.6 091 [z

gue resulta no sistema indeterminado

9 [1,,]

{0.6 Uy = 0.9- VUs1
0.6 - V31 + 0.9 - Vyo = 0.9 - %Y

ou seja, a componente v,; € forcosamente nula e a componente v,, € qualquer, em particular,

€ vetor préprio o vetor dado por
V21 0
[7722] [ ]
Note-se que qualquer vetor ndo nulo que tenha a mesma dire¢do de v, e v, sdo também

vetores proprios associados a A, e A,, respetivamente. Na realidade, faz mais sentido referir

direcdes préprias da matriz da dindmica A.
|

Defina-se a matriz modal M como a matriz quadrada de dimensdo n X n cujas colunas sao
0s vetores préprios da matriz A. Na condicdo que os valores proprios da matriz A sejam todos

diferentes e reais, observa-se que o produto
A=M1.A-M

€ uma matriz diagonal com os valores proprios na diagonal principal. Assim, nas condi¢cdes

enunciadas, a matriz A resultante é dada por

A, 0 - 0
a=|? Y
0 0 .. A,
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Se usarmos a matriz modal para definir uma nova realizacao de estado tal que o novo vetor
de estado seja dado por
z(k) =M1 - x(k)
multiplicando (& esquerda) a equacdo da dinamica do modelo de estado pela matriz M~! e
introduzindo o elemento M - M~! = I, obtemos uma nova realizacdo de estado que é dada por
Mt xtk+D)=M'"A - M-MYH-x(k)+M ' B-u(k)
y(k)=C - (M-M 1) x(k)+ D -u(k)
ou
Z(k+1) = A z(k) + By - u(k)
y(k) =Cym - z(k) + D - u(k)
onde amatriz A = M~1- A - M é a nova matriz da dindmica (com os mesmos valores proprios);

eBy=M"1-B=[by: - bun]TeCy=C -M=[M1 " Cmn]S&0 as novas matrizes

de entrada e saida.

Apl6s a transformacédo através da matriz modal, que tem informagcédo sobre as direcbes
proprias da dinamica do sistema, o sistema resultante caracteriza-se por ter os modos
desacoplados. Como consequéncia, a evolucdo de cada uma das novas variaveis de estado

€ independente das restantes, i.e.
Zi(k + 1) = )\i . Zi(k) + bM,i . u(k)
Exemplo 14.7

Continuando na instalagdo do Exemplo 14.6, a matriz modal (cujas colunas sao vetores

proprios da matriz A) é dada por

_[1 0
M= 4l
com inversa (a verificar pelo leitor)
1_1 0
M =[;

Aplicando a transformacgé@o ao modelo de estado obtém-se a nova matriz da dindmica

A=M‘1-A-M=[1 0”0.6 0 [1 O_[0.6 0]

2 1lloe o09ll-2 11710 09

na forma diagonal no qual os elementos da diagonal principal coincidem com os dois valores

proprios A; = 0.6 e A, = 0.9.

Podemos ainda calcular as novas matrizes de entrada e saida como
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- n=[f )=}

cu=C-M=[0 1]-[L Y=

Assim, a nova realizacao de estados € dada por

[Z1(k +D]_ [0(.)6 00 ] . [Z1(k)] 4 [é] (k)

z,(k+1) 9l [z,(k)
v =12 11+ [280]+101- uto

representada na Figura 14.5. No esquema da figura pode observar-se a separagdo entre 0os
modos dinAmicos associados aos dois valores proprios, como se tratasse de dois subsistemas

que correm em paralelo sem se influenciarem mutuamente.

0,6 (a——
u(ki zf(k+1)_b = z4(k) B v(k)
T, ————————

0,9 ja—

Figura 14.5 — Esquema de simulacdo do modelo de estado do Exemplo 14.2.

Deixa-se como exercicio ao leitor o célculo dos novos vetores proprios da realizagdo na forma

diagonal e respetiva interpretacéo do resultado.

Uma propriedade da forma diagonal € que o célculo da matriz de transi¢do passou a ser trivial

porque
A, 0 -« 07 @ o0 0

(D(k) =Ak — 0 AZ v 0 — 0 )\12( eee 0

0 0 .. A 0 0 .. Ak

Esta propriedade sugere uma forma alternativa de célculo da matriz de transi¢éo (nas outras

formas nao trivial) como se apresenta na Figura 14.6.

1. Calculam-se os valores e vetores proprios.
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2. Se os valores proprios forem todos reais e diferentes constroi-se a matriz modal M e
calcula-se a sua inversa M1,
3. Finalmente, calcula-se a matriz de transi¢cao na realizacao original como

®(k) =M-A* M

A=M"AM
DIAGONALIZAR
= _
> <
3 =
— V4
(@) —
1% .
' INVERTER
DIAGONALIZAQAO

i r— A\ K
A AF=MA* M A

Figura 14.6 — Forma alternativa de célculo da matriz de transigdo.

Antes de fechar este capitulo, importa referir que este assunto ndo se encerra aqui e €
possivel generalizar estes resultados mesmo para sistemas cuja matriz da dinamica
apresente valores préprios de multiplicidade superior a unidade ou complexos conjugados.

Convida-se o leitor a procurar na bibliografia dedicada ao tema esta generalizagéo.
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15. Controlo em espaco de estados

A motivacao para se introduzir a formulacdo em espaco de estados esta relacionada com o
desenvolvimento de alternativas para o projeto do controlo. Nesse sentido, é expectavel que
as novas ferramentas tirem partido do conhecimento acrescido sobre a dinAmica interna da

instalacdo a controlar e, em particular, do acesso ao estado.

Interessa agora questionar se é possivel condicionar o estado do sistema e em que extensao.
Sera possivel, escolhendo convenientemente a sequéncia de entrada u(k), levar o estado de

um ponto inicial para um dado estado final x¢?

Refletindo sobre a estrutura do modelo de estado o que se pode concluir € que a resposta a

essa questdo devera depender dos valores das matrizes A e B.
15.1. Controlabilidade completa
O sistema
x(k+1)=A-x(k) +B-u(k)
y(k) = C-x(k) + D - u(k)

diz-se completamente controlavel se, para x(0) = 0,, e qualquer valor do estado x¢, existir
um instante de tempo finito k; € um sinal de entrada u(k) definido no intervalo k € [0; k¢] tal
que

x(kg) = x¢

Esta definicdo diz-nos que o sistema € controlavel se tivermos o poder de levar o conjunto de
variaveis de estado para valores pré-determinados numa sequéncia finita de acdes de

controlo. Vejamos o seguinte exemplo.
Exemplo 15.1

Considere novamente a instalacao introduzida no capitulo anterior no Exemplo 14.1 dado por

[xl(k+1) _ [0.6 0],[x1(k)]+[ﬂ,u(k)

x,(k+ 1] lo.e 09! [x,(k)
v =10 11- [20] + 101 -ute)

Considere-se ainda que queremos levar o estado do sistema a partir de condi¢des iniciais

nulas para um ponto final dado por e.g.

[}

Iterando a equacao da dindmica do modelo de estado temos

230



Controlo de Sistemas Dinamicos RNS

B4 R AR R H RO
x,(1) 0.6 0.9 1 u(0)
N&o existe nenhum valor a atribuir a u(0) que nos faga atingir o estado desejado x; hum passo.

Facamos outro entdo. Iterando mais uma vez obtemos

(2) (0) : 0) €Y)
[2(2) 0o o0sl [Z(g)] v =[ye gl [Z(g)] * [Z(i)

gue igualando ao estado desejado x; resulta na sequéncia solucao
u(0) = —1.1
u(l) =+2.7
|

No exemplo anterior mostramos que era possivel atingir um determinado estado final , mas
precisariamos agora de mostrar 0 mesmo para todos os valores possiveis de x; para poder
dizer que o sistema é completamente controlavel. Precisamos de uma forma mais expedita

de demonstrar esta caracteristica.

Note-se que no exemplo anterior iteramos o sistema a procura de ortogonalidade suficiente
nas entradas subsequentes para podermos atingir um dado ponto no espaco em R2. Vendo

de uma perspetiva mais geral fizemos
x(1) =A-x(0)+B-u(0) =B-u(0)
seguido de
x(2)=A-x(1)+B-u(1)=A-B-u(0)+B-u(l)

Ao fim de dois passos temos a soma de dois vetores: A - B escalado por u(0) e B escalado
por u(1). A capacidade de atingir qualquer ponto no espaco R? depende da existéncia de
alguma ortogonalidade entre as dire¢cbes do vetor A - B e do vetor B. Se os vetores forem

colineares por mais passos que demos ndo sairemos da mesma reta.
Entdo estamos em condi¢des intuitivas para aceitar o seguinte resultado geral.

O sistema descrito por uma realizagdo de estados é completamente controlavel se e s6 se a

matriz de controlabilidade definida por
M;=[B AB A?B - A" 'B]
tiver carateristica i.e. o niumero de linhas ou colunas linearmente independentes, igual a n.

A forma mais expedita de verificar que a matriz tem carateristica completa é verificar que o

seu determinante é diferente de zero.
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Exemplo 15.2

Continuando o exemplo anterior com matrizes A e B dadas por

a=[06 0]

0.6 09

a matriz de controlabilidade é calculada como
1 0.6
mo=(s 4 <[} 0f
com determinante
11 0.6 _
Ml =[; gl =09

nao nulo, e logo este sistema é completamente controlavel.

Note-se que o problema de encontrar a sequéncia de controlo que nos leva do estado inicial

ao estado final ndo é a mais interessante no projeto do controlo em tempo real que é o objeto

do nosso estudo. Interessa-nos sim obter uma lei de controlo que resulte numa retroacao

permanente das variaveis da instalacdo que possam ser medidas através de sensores para

atingir um comportamento dindmico a especificar.
15.2. Controlo por retroagdo linear de varidveis de estado
Dada uma realizacdo de estado

x(k+1)=A-x(k)+B-u(k)

y(k) =C-x(k) + D - u(k)
com polinémio caracteristico
p) =NI—Al ="+ g A" 1+ -+ a, A+ a,
e respetivo conjunto de valores proprios
A1, 22, An}

sera possivel através de uma lei de retroacgéo linear de variaveis de estado

u(k) = —K-x(k) + u.(k)

reposicionar os valores proprios do sistema de controlo como se apresenta na Figura 15.1.
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udk)  u(k) x(k+1)

Figura 15.1 — Retroagéo linear de variaveis de estado.
A pergunta pode colocar-se na forma: sera possivel, através de uma lei de controlo da forma
u(k) = —K-x(k) + u.(k)

e por escolha adequada do vetor de ganhos de retroagéo K, posicionar os valores proprios do

sistema em anel fechado em valores especificos, e.g. nas raizes de um polindmio
ad) = A + oA+t o A+
qualquer?

Note-se que o papel da entrada de comando u.(k) colocada na lei de controlo serve apenas

para manter algum acesso ao sistema a partir do exterior.

Existem aqui dois problemas: saber se é possivel e determinar o valor do vetor de ganhos de
retroacdo K.

Substituindo a lei de controlo no modelo de estado obtemos
x(k+1)=A-x(k) +B-{—-K:-x(k) + u.(k)}
y(k) =C-x(k) + D - {—-K-x(k) +u.(k)}
que desenvolvendo resulta
x(k+1)={A—B-K}-x(k) + B u.(k)
y(k) ={C—D-K}-x(k) + D - u.(k)

ou seja, um modelo de estado diferente e cuja matriz da dindmica depende do vetor de ganhos

K a dimensionar.
A questédo que se coloca é entdo relativa a selecao K tal que

AM—A+B-Kl=ad) =A"+ ;A" T+ o+ ap A+ oy
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Os valores proprios podem ser posicionados arbitrariamente se e sé se o sistema for

completamente controlavel, i.e. se a sua matriz da controlabilidade tiver carateristica completa.

A determinacdo do valor do ganho K que realiza o reposicionamento pode ser realizada

através da formula da Ackermann com a seguinte redacao.

Considere-se 0 modelo de estado e um polinémio a(A) de ordem n, cujas raizes coincidem
com o valor desejado dos valores proprios para o sistema de controlo (com retroacdo de
estado). Entdo, o vetor de ganhos pode ser calculado a partir da férmula compacta

K=[0 - 0 1]-MZ!'-a(A)
onde M, é a matriz de controlabilidade; e

a(A) = A"+ ;A" L+ oy A+ agly,
Exemplo 15.3
Continuemos o exemplo deste capitulo para o qual jA se demonstrou ser completamente
controlavel. Coloque-se o problema de determinar a lei de controlo por retroagéo de estado
de modo a posicionar os valores proprios em
0.8 +j0.2
O primeiro passo de verificagdo da controlabilidade ficou feito no Exemplo 15.2 concluindo

gue é possivel realizar o controlador. Porque a carateristica da matriz de controlabilidade é

completa é possivel calcular a sua inversa dada por

1 0611 117 -07

-1 _
M, _[1 1.5/ T l-1.1 1.1

De seguida, desenvolvemos o polinébmio a(A) com raizes no local especificado, ou seja
ad))=(A—-0.8-j0.2)(A—0.8+j0.2) =2%—1.6A+0.68
e usamo-Ilo para calcular

a2 4 e . _[008 0
a(A) =A*~1.6-A+0.68-1,=| o o

Finalmente, o vetor de ganhos é calculado por

1.7 -0.7 [0.08 0

K=[0 1] -M:' - a(A)=][0 1]'[—1_1 1.11 l-0.06 0.05

] =[-0.16 0.056]

O controlador é entdo dado por

x1(k)

u(k) = -K-x(k) + u.(k) = ~[-0.16 0.056] - [xz(k)

|+ ueth)

ou

u(k) =0.16 - x4(k) — 0.056 - x5 (k) + u.(k)
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Neste ponto imp8em-se alguns comentarios aos resultados que observdmos acima.

Da formula de Ackermann, é 6bvia a necessidade da matriz de controlabilidade ser invertivel.
Para sistemas com uma controlabilidade “fraca” os ganhos resultantes podem ter valores
anormalmente elevados. Na implementacdo pratica, deve verificar-se a consisténcia dos
valores tedricos. Por exemplo, os ganhos podem ser de tal modo elevados que uma pequena

variacdo da variavel de estado produza imediatamente a saturacédo do atuador.

A retroacdo de estado exige acesso ao estado. As diversas variaveis de estado tém de ser
medidas através de sensores para que possam ser usadas no célculo do controlo. Para uma
implementacao pratica, deve ter-se acesso através de n sensores as n variaveis de estado.
No entanto, existem diversas razdes pelas quais este acesso ao estado pode ndo ser possivel

de realizar, nomeadamente, se as variaveis de estado da nossa realizagao:

¢ ndao sao variaveis com significado fisico;

¢ sdo varidveis com significado fisico mas néo existe sensor para as medir;

e sdo variaveis com significado fisico mas de acesso impossivel na instalacao;

e sdo variaveis com significado fisico e existem 0s sensores mas nédo € econémico.
entre outros possiveis motivos.

Precisamos de uma forma de aproveitar estes resultados mesmo para 0s casos em que SO
temos acesso parcial ao estado. Este assunto serd desenvolvido no capitulo seguinte através

da introduc&o dos observadores assintoticos.
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16. Controlo com observadores de estado

Viu-se ja que o projeto de controladores em espaco de estados pode ser realizado de forma
muito expedita a partir do local desejado para o posicionamento dos valores proprios do
sistema de controlo. Verifica-se a controlabilidade da instalacdo e calcula-se o vetor de
ganhos do controlador através de uma formula compacta — a férmula de Ackermann. Se o
modelo representativo da instalacdo, na forma de quatro matrizes {A, B, C,D}, for de boa
gualidade é garantido o posicionamento dos valores préprios no lugar geométrico desejado.

Esta facilidade e qualidade do projeto tem um custo que nem sempre é possivel cobrir. Para
realizarmos a retroagdo de estado necessitamos de ter acesso ao estado através de sensores
gue disponibilizem os sinais para retroagdo. Como fazer quando estes sinais ndo estédo

disponiveis?

Se queremos fazer controlo por retroagéo (que € o tema deste documento) algum sinal teréa
que ser medido através dum sensor. Frequentemente esta disponivel apenas a variavel fisica
a controlar que designamos pela saida da instalagéo (e até agora representada pela letra ).
Portanto, estamos na situagdo em que a saida do sistema y € medida, mas as variaveis de

estado x; ndo estdo todas disponiveis para o controlo.
16.1. Observador assintoético

A solucéo para este problema tira partido da capacidade de processamento do computador
para simular o comportamento da instalagdo em paralelo com a mesma (ver Figura 16.1) e

disponibilizar uma estimativa do estado, representada pelo simbolo X(k).

u(k) x(k+1) y(k)
» B C _
INSTALAGAO
[ COPIA DA INSTALAGCAQ
X(k+1)
» B

I

Figura 16.1 — Simulacdo paralela para gerar estimativa do estado.
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Se o modelo {A, B, C, D} fosse um modelo completo e perfeito do comportamento da instalacao
podiamos usar o estado estimado &(k) do simulador para realizar controlo, mesmo sem ter

acesso ao estado real x(k).

No entanto, o esquema da figura, tal como esta representado, esta condenado ao insucesso.

Os motivos sao:

o A aproximacdo apresentada pressupfe que € conhecido com exatiddo o modelo de
estado da instalacao {A;, By, C;, D;}. O modelo da instalagéo é conhecido sempre com

um certo grau de incerteza associado.

e A aproximacédo apresentada pressupde que existe um modelo de estado da instalagcéo
{A}, By, C;, Dy}. Se ainstalacéo for ndo linear o modelo de estado s6 é valido em redor
do ponto onde foi obtida a linearizacgéo.

e A aproximacao apresentada pressupde que conhecemos com exatidao as condicbes
iniciais x(0) do estado da instalacdo. Adicionalmente, as perturbacdes que afetam a

instalag@o ndo estdo disponiveis para afetar o modelo em simulagéo.

e Narealidade, o conjunto de incerteza associado ao processo de modelacéo resultara
numa divergéncia entre o comportamento da instalagdo e o comportamento do

simulador em paralelo.

¢ Finalmente, se a estimativa do estado for usada para retroacéo, estaremos perante
um controlador puramente antecipativo (feedforward), ou seja, sem qualquer tipo de

retroacao a partir da saida da instalacéo.

Necessitamos de algo que utilize a melhor informacgéo provinda da instalacéo, i.e. a saida

y(k), e compara-la com o seu equivalente no simulador, i.e. a saida estimada y (k).

O esquema do observador de estado assintético propde que as saidas sejam comparadas

e utilizadas para corrigir a estimativa do estado.

Assim, o observador de estado é uma réplica da instalacdo, excitado pela mesma entrada,

com o estado atualizado segundo o0 modelo de estado
X(k+1)=A-%(k)+B-ulk)+L-(y(k) —yk))
y(k)=C-X(k) + D - u(k)

O termo L - (y(k) — y(k)) sera nulo se a saida estimada for igual a saida da instalacdo, ndo
executando qualquer corregdo a evolugdo do estado estimado X(k + 1). Se existir um desvio,

a matriz L de dimenséo (n x 1) indica em que direcdo a estimativa deve ser corrigida.
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A Figura 16.2 apresenta a estrutura final do sistema de controlo com a instalacdo, o

observador e a retroacao do estado.

> D
u(k)  u(k) X(k+1) x(k) y(k)
—>§; » B z' C >
A
A i
INSTALACAO
OBSERVADOR ]
> D
x(k+1) (k) /(K
» B z'I C » yg
A |-
L |
L —1 . 1
k
K | x(k)

Figura 16.2 — Simulacdo paralela para gerar estimativa do estado.
Substituindo a estimativa da saida y(k) na equagéo da dindmica do observador obtém-se
X(k+1)=(A-L-C)-k(k)+(B—-L-D)-u(k)+L-yk)
Ou seja, 0 observador € um sistema dindmico com valores préprios nas solucdes de
AI-A+L-C|=0

Mais importante que a dindmica do observador isolado, é a dindmica do conjunto observador-

instalagéo, nomeadamente, o erro de estimativa do estado
(k) = x(k) — R(k)
€ governado pela dinamica
g(k+1)=A-L-C) - &k)

Se os valores préprios da matriz da dinamica do erro (A — L - C) forem estaveis, i.e. no interior
do circulo unitario, entdo o erro entre o estado real e o estado estimado converge

assintoticamente para zero. Por este motivo o observador é designado de assintético.

Surgem as questdes sobre a possibilidade de realizar tal observador; e de onde e como

posicionar os valores préprios do observador.

A realizacdo do observador assintotico s6 € possivel se a instalacao for observavel.
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16.2. Observabilidade completa
O sistema
x(k+1)=A-x(k) +B-u(k)
y(k) =C-x(k) + D - u(k)
diz-se completamente observavel se existir um instante de tempo k; >0 tal que o

conhecimento da saida y(k) no intervalo k € [0; k4], for suficiente para determinar o estado

incicial x(0).

Esta definicdo diz-nos que o sistema é observavel se conseguirmos estimar o estado hum
instante do tempo a partir de uma sequéncia finita de amostras da saida y(k). Vejamos o

seguinte exemplo.
Exemplo 16.1
Considere novamente a instalagdo introduzida no capitulo anterior no Exemplo 14.1 com

entrada identicamente nula u(k) = 0, dada por

[xl(k+1)] _ [0.6 0 .[xl(k)

x,(k+1) 0.6 091 |x,(k)
y() = [0 1][2%

e o conhecimento da sequéncia de saida y(0) =2 e y(1) = 1.
Iterando as equagdes do modelo de estado temos

X1 (0)]

Ficamos a saber que o estado inicial x,(0) =2 mas o valor de x;(0) é indeterminado.

Facamos outro entdo. Iterando mais uma vez obtemos

yw =10 1[5 =10 0-[35 Sl [20)]

que resulta no conhecimento y(1) = 0.6 - x,(0) + 0.9 - x,(0) que resulta em
(0)—1(1 09-2)=-13
X1 = 06 . = .

Portanto, o resultado da estimacao do estado inicial é

x,(0) = —1.3
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No exemplo anterior mostramos que era possivel estimar um determinado estado inicial, mas
precisariamos agora de mostrar 0 mesmo para todas as sequéncias de saida para poder dizer
que o sistema é completamente observavel. Precisamos de uma forma mais expedita de

demonstrar esta caracteristica.

A semelhanca com o problema da controlabilidade, a observabilidade esta dependente da

existéncia de ortogonalidade suficiente na forma como o estado € projetado na saida.
No exemplo anterior em espago em R?, temos
y(0) = C-x(0)
y(1) =C-A-x(0)
ou

;83] = [c (-:A] +x(0)

gue tem solucdo x(0) apenas se existir alguma ortogonalidade entre as dire¢coes do vetor C e
do vetor C - A.

Entdo estamos em condi¢des intuitivas para aceitar o seguinte resultado geral.

O sistema descrito por uma realizagdo de estados é completamente observavel se e s6 se a

matriz de observabilidade definida por

C
CA
M, =| CA?

CA;l—l
tiver carateristica i.e. o numero de linhas ou colunas linearmente independentes, igual a n.

A forma mais expedita de verificar que a matriz tem carateristica completa é verificar que o

seu determinante é diferente de zero.
Exemplo 16.2

Continuando o exemplo anterior com matrizes A e C dadas por

A=[0.6 0]

0.6 0.9
c=[0 1]

a matriz de controlabilidade é calculada como
_1C1_T160 1
M, = [CA] - [0.6 0.9]
com determinante
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IM, | = |0(.)6 0%9| =-06

ndo nulo, e logo este sistema é completamente observavel.

16.3. Projeto do observador assintoético

Coloca-se agora a questao de como dimensionar o valor do vetor de ganhos do observador L

tal que
IMM—A+L-Cl=BQ) =2A"+ B A" 1+ + B 1A+ By

Os valores préprios do observador podem ser posicionados arbitrariamente se e s6 se 0
sistema for completamente observavel, i.e. se a sua matriz da observabilidade tiver

carateristica completa.

A determinacéo do valor do ganho L que realiza o reposicionamento pode ser realizada

através da formula da Ackermann com a seguinte redacao.

Considere-se 0 modelo de estado e um polinémio B(A) de ordem n, cujas raizes coincidem
com o valor desejado dos valores proprios para o observador. Entdo, o vetor de ganhos pode
ser calculado a partir da formula compacta
0
L=pA) M;'-|
1

onde M, é a matriz de observabilidade; e
B(A) = A" + BlAn_l + -+ Bro1A+ Buly
Exemplo 16.3

Continuemos o exemplo deste capitulo para no qual para instalacio em causa ja se
demonstrou ser completamente observavel. Coloque-se o problema de determinar o ganho

do observador de modo a posicionar ambos os valores proprios em 0.14.

O primeiro passo de verificagdo da observabilidade ficou feito no Exemplo 16.2 concluindo
gue é possivel realizar o observador. Porque a carateristica da matriz de observabilidade é

completa é possivel calcular a sua inversa dada por

0 1]‘1:[—11.5 1.7]

Mo =06 0.9 0

De seguida, desenvolvemos o polindbmio B(A) com raizes no local especificado, ou seja
B(A) = (A—014)2 =22 —0.281+ 0.0196

e usamo-lo para calcular
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0.21 0

— A2 _ ) 1, =
B( )=A2-10.28-A+0.0196-1, [0.73 058
Finalmente, o vetor de ganhos é calculado por

L=B(A)'M51'[2]=[g:§; 0.058 '[_11'5 167]'[(1)]:[0i-325

A Figura 16.3 mostra a estrutura final do controlador com o observador dimensionado neste
exemplo e o controlador dimensionado em exemplos anteriores para a mesma instalacao.

Convida-se o leitor a interpretar os diversos blocos presentes no esquema.

Uc(k) u(k) y(k)

—>(O—T1—" INSTALACAO >
— A
T - (="~~~ — — 1
0,6 |eat— |
| %1(k+ 1) —m K1(K)
| z > |
| 06 |et—i y(k):
| ﬁ ) »
I Xolkt1) = xek) | W }--(S |
| 09 | |
| 0.35 |= |
| 12 |a— _!
-0,16 j— .
Xq X2

0,056 |———

Figura 16.3 — Estrutura final do controlador com o observador do Exemplo 16.3.

No exemplo anterior selecionou-se uma dindmica para o observador com valores proprios em

0.14 sem mais comentérios adicionais. Como devemos especificar esta dindmica?

No minimo, sera desejavel que a dindmica do observador, i.e. a dindmica do erro de estimacao,
convirja para zero com constantes de tempo inferiores as constantes de tempo da instalacéao
(controlada ou ndo). Em tempo continuo, usa-se a regra de garantir uma relacdo entre
constantes de tempo de, pelo menos, dez vezes. O valor usado no exemplo derivou dessa

pratica. Como seria esperado, quanto mais rapida for a dinAmica solicitada maior o valor
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absoluto dos ganhos resultantes. Isto pode levar a que certas varidveis intermédias atinjam
valores mais elevados que a ordem de grandeza das variaveis de estado.

No entanto, em controlo em tempo discreto, a implementacdo do observador é realizada
inteiramente na forma programada, a partida sem qualquer restricdo nos valores maximos das
variaveis intermédias. Assim, faz sentido selecionar para a dindmica do observador um

conjunto de valores proprios todos na origem, ou seja, fazer (1) = A™.
16.4. Teorema da separacdo dos modos

Falta justificar um passo que, de certa forma, demos depressa de mais no ultimo exemplo.
Dimensiondmos o controlador sem pensar na existéncia do observador. E dimensiondmos o
observador sem levar em consideracdo que iriamos usar o estado observado para retroagéao.

No final juntdmos ambos — controlador e observador — e esperamos que funcione.
O que nos permite ter tal expectativa?
A resposta reside no teorema da separagdo dos modos que apresentamos de seguida.
A instalagdo é descrita pelo modelo

x(k+1)=A-x(k) +B-u(k)

y(k) = C-x(k) + D - u(k)
O controlador realiza
u(k) = —K-R(k) + u.(k)

e o observador, na perspetiva do erro de estimacado X(k) = x(k) — X(k), tem a dinamica
descrita por
X(k+1)=(A-L-C)-x(k)
A juncéo destas componentes resulta num modelo de estado global dado por
] [x(k) B
(A—-L-0O)]Ix(k)

] uc (k)

x(k+1)] [(A B-K)

%(k+1) 011

Existe uma propriedade da algebra relativa ao calculo do determinante de matrizes compostas
por outras matrizes dada por

HEE

Aplicando esta propriedade a determinacédo dos valores préprios do sistema global obtém-se

‘}\ [(A—B-K) B-K
o 0nxn A-L-0O

‘=IX-In—A+B-K|><|7\-In—A+L-C|=O
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Ou seja, o teorema da separacdo dos modos estabelece que os vetores de ganhos do
controlador K e do observador L podem ser projectados em separado, que a dindmica
resultante € a sobreposicao das duas.

16.5. Funcéao de transferéncia do controlador

No final do processo do projeto do controlo recorrendo ao observador para estimar o estado
temos um controlador que inclui o observador e a retroacdo do estado (estimado) como se

representa na Figura 16.4.

r(k)

u(k)

Y

C — [

INSTALACAO

O K

CONTROLADOR

Figura 16.4 — Esquema global do sistema de controlo.

Todos os elementos que ndo pertencem a instalagdo pertencem ao controlador. Podemos
colocar a questao de qual o modelo de estado s6 do controlador e, eventualmente, qual a
funcdo de transferéncia correspondente. Um motivo natural seria a facilidade de
implementacdo do controlador. Em vez de programar todos os elementos do observador um
por um, podemos, a partir da funcédo de transferéncia, programar diretamente a equagéo as

diferencas com a lei de controlo.

Observando a figura, deixa-se como exercicio ao leitor, demonstrar que o modelo de estado

do controlador é definido por
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R*k+1)=A-B-K—L-C—L-D-K)-%k)+L-e(k)
u(k) = —K-R(k)
com funcao de transferéncia, obtida a partir da formula correspondente, dada por
C(z)=-K-(z:1-A+B-K+L-C+L-D-K)™'-L
ou
Cz)=K-(z-1-A+B-K+L-C+L-D-K)! L
se o erro de seguimento for definido da forma habitual e(k) = r(k) — y(k).

Exemplo 16.4

Na linha dos exemplos que temos seguido, pode calcular-se agora o controlador

correspondente ao sistema de controlo da Figura 16.3.

Reuna-se o conjunto de elementos relativos a instalagéo, observador e controlador:

A= [8:2 0(.)9] 5 [ﬂ
c=[0 1] D = [0]
K=[-0.16 0.056] L= [01'_325

que resulta no controlador

0.0112z + 0.02184
z%2 —0.404z + 0.038

C(z) =
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