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Resumo: Nas mais variadas áreas de aplicação, de entre as quais destacamos os

Seguros e as Finanças, pretende-se fequentemente estimar um quantil elevado, ou

equivalentemente, em linguagem de âmbito financeiro, o parâmetro V aRp (de Value

at Risk), em que p, pequeno, representa a probabilidade de excedência de V aRp. A

estimação semi-paramétrica deste parâmetro depende não só da estimação do ı́ndice de

cauda γ, o principal parâmetro na área de Estat́ıstica de Extremos, mas também de um

parâmetro de escala de primeira ordem, aqui denotado C. Recentemente, para além de

classes interessantes de estimadores de γ, com viés reduzido, foram também estudadas

novas classes do parâmetro de escala C, dependentes da estimação de parâmetros de

segunda ordem. A utilização de novas classes de estimadores de γ e de C na estimação

de V aRp permite-nos introduzir novas classes de estimadores de quantis elevados. Es-

sas novas classes são comparadas entre si e com algumas das classes já existentes na

literatura, através da utilização de técnicas de Monte Carlo. Será ainda fornecida uma

aplicação na área das finanças.

Palavras–chave: Estat́ıstica de Extremos, Caudas pesadas, Quantis elevados, Es-

timação semi-paramétrica.

Abstract: In the most diversified areas of application, like Insurance and Finance,

we often need to estimate a high quantile, or equivalently, the Value at Risk, V aRp,

a value that is exceeded with a probability p, small. The semi-parametric estimation

of this parameter depends not only on the estimation of the tail index γ, the primary

parameter in Statistics of Extremes, but also of a first order scale parameter or func-

tional, here denoted C. Recently, new interesting classes of reduced bias γ and C

estimators have appeared in the literature, all dependent on the estimation of second

order parameters. The use of one of those new classes of γ as well as of C estimators

in the estimation of V aRp enables us to introduce new classes of high quantile esti-

mators. These new classes are compared among themselves and with previous ones,

through the use of Monte Carlo simulation. An application in the area of finance is

also provided.

Keywords: Statistics of Extremes, Heavy tails, High quantiles, Semi-parametric es-

timation.
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1 Introdução e preliminares

Dizemos que um modelo F tem cauda direita pesada se a função de cauda
F := 1− F ∈ RV−1/γ , γ > 0, onde RVα denota a classe das funções de variação
regular no infinito com ı́ndice de variação regular α, i.e., funções mensuráveis e
não-negativas g(·) tais que g(tx)/g(t) → xα, quando t → ∞, para qualquer x > 0
(Gnedenko, 1943). Denotemos U(t) := F←(1− 1/t) = inf {x : F (x) ≥ 1− 1/t}.
Então, podemos equivalentemente dizer que um modelo F tem cauda direita
pesada se e só se U ∈ RVγ (de Haan, 1970), i.e.

lim
t→∞

U(tx)

U(t)
= xγ , para qualquer x > 0. (1)

Para valores pequenos de p, queremos estimar um quantil elevado χp ≡
V aRp, um valor tal que 1 − F (V aRp) = P(X > V aRp) = p, um parâmetro
t́ıpico nas áreas de seguros e finanças. De modo mais espećıfico, pretendemos
estimar o parâmetro,

V aRp = U (1/p) , p = pn → 0, n pn ≤ 1, (2)

e admitiremos estar a trabalhar na classe de modelos de Hall (Hall and Welsh,
1985), em que existe γ > 0, ρ < 0, C > 0 e β ̸= 0 tais que

U(t) = Ctγ (1 + γ β tρ/ρ+ o(tρ)) , quando t → ∞. (3)

A classe em (3) contém muitos dos modelos de caudas pesadas mais frequente-
mente usados em aplicações, tais como os modelos Fréchet, Pareto Generalizado
e t-de-Student.

Vamos basear a inferência nas k estat́ısticas ordinais (e.o.) de topo, e admi-
tiremos que k é uma sucessão intermédia de inteiros em [1, n), i.e.,

k = kn → ∞, k ∈ [1, n), k = o(n), quando n → ∞. (4)

Como a partir de (2) e de (3), V aRp = U(1/p) ∼ C p−γ , quando p → 0, um

estimador óbvio de V aRp é dado por Ĉ p−γ̂ , com Ĉ e γ̂ quaisquer estimadores
consistentes de C e de γ, respectivamente. Dada uma amostra (X1, X2, · · · , Xn),
denotemos (Xi:n, 1 ≤ i ≤ n), a amostra das e.o. ascendentes. Seja Y uma
variável aleatória (v.a.) Pareto padrão, i.e, uma v.a. com função de distribuição
(f.d.) FY (y) = 1 − 1/y, y ≥ 1. A transformação uniformizante permite-nos

então escrever Xn−k:n
d
= U(Yn−k:n), e como Yn−k:n

p∼ (n/k), para k in-
termédio, e admitimos estar a trabalhar com modelos em (3), podemos escrever

Xn−k:n
p∼ C Y γ

n−k:n
p∼ C (n/k)

γ
, quando n → ∞. Consequentemente, um

posśıvel estimador de C é Ĉγ̂(k) = Xn−k:n (k/n)
γ̂
, sendo

Qγ̂(k; p) := Xn−k:n

(
k

np

)γ̂

(5)
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o estimador óbvio de V aRp (Weissman, 1978).

Para caudas pesadas, é usualmente o estimador clássico do ı́ndice de cauda
que é inserido em (5). E esse estimador clássico é o estimador de Hill, γ̂ =
γ̂(k) =: H(k) (Hill, 1975), com a expressão funcional,

H(k) :=
1

k

k∑
i=1

Ui, (6)

onde
Ui := i (lnXn−i+1:n − lnXn−i:n) , 1 ≤ i ≤ k < n, (7)

são os espaçamentos escalados das log-observações. Com base no estimador de
Hill H(k) em (6), obtemos então o chamado estimador clássico do parâmetro
V aRp, para o qual usamos a notação Q

H
(k; p).

Para derivar o comportamento assintótico não-degenerado de estimadores
semi-paramétricos de parâmetros de acontecimentos extremos necessitamos de
impor condições sobre a velocidade de convergência em (1). Admitiremos aqui
que existe uma função A(t) tal que

lim
t→∞

lnU(tx)− lnU(t)− γ lnx

A(t)
=

xρ − 1

ρ
(8)

para qualquer x > 0. Então, a função A é uma função de sinal constante
próximo do infinito (positivo ou negativo), e ρ ≤ 0 é um parâmetro de “forma”de
segunda ordem. A função limite em (8) tem de ser necessariamente desta forma,
e |A| ∈ RVρ (Geluk and de Haan, 1987). Admitiremos em todo o trabalho que
ρ < 0, e que estamos a trabalhar com modelos em (3), para os quais temos a
validade de (8), com

A(t) = γ β tρ, γ > 0, β ̸= 0, ρ < 0. (9)

Sob a validade da condição de segunda ordem em (8), e para k intermédio,
i.e., sempre que se verifica (4), conseguimos garantir a normalidade assintótica
do estimador de Hill em (6), para valores adequados de k. Na realidade, podemos
escrever (de Haan and Peng, 1998),

H(k)
d
= γ +

γ Pk√
k

+
A(n/k)

1− ρ
(1 + op(1)),

Pk =
√
k
(∑k

i=1 Ei/k − 1
)
, com {Ei} v.a.’s i.i.d. e exponenciais unitárias. Con-

sequentemente, mesmo que escolhamos um ńıvel k tal que
√
k A(n/k) → λ ̸= 0,

finito, quando n → ∞,
√
k (H(k)− γ) é assintoticamente normal, com variância

igual a γ2 e um viés não nulo, dado por λ/(1− ρ). Muito frequentemente, este
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tipo de estimativas exibem um viés elevado para valores de k moderados, e tra-
jectórias amostrais com regiões de estabilidade diminutas, em torno do valor alvo
γ. Este tipo de comportamento tem levado à construção de novos estimadores
de viés reduzido, aqui genericamente denotados γ̂

R
(k), amplamente discutidos

em Peng (1998), Beirlant et al. (1999), Feuerverger and Hall (1999) e Gomes et
al. (2000), entre outros. Então, para k intermédio, i.e., sempre que se verifica
(4), e sob a validade da condição de segunda ordem em (8), podemos escrever,

com P
R

k v.a. assintoticamente normal padrão,

γ̂
R
(k)

d
= γ +

σ
R
P

R

k√
k

+ op(A(n/k)),

onde σR > 0, sendoA(·) a função em (8). Consequentemente, a sucessão de

v.a.’s,
√
k (γ̂R(k)− γ) é assintoticamente normal com variância σ2

R
e um valor

médio nulo, mesmo quando
√
k A(n/k) → λ ̸= 0, finito, quando n → ∞.

Gomes and Figueiredo (2003) sugerem que se utilizem, em (5), estimadores
do ı́ndice de cauda de viés reduzido, tais como os estudados em Gomes and
Martins (2001, 2002) e Gomes et al. (2004), conseguindo assim também reduzir
a componente dominante do viés assintótico do estimador clássico de quantis.
Recentemente, Gomes et al. (2004) e Caeiro et al. (2005) consideram novas

classes de estimadores do ı́ndice de cauda, dependentes de (β̂, ρ̂), um estimador
consistente adequado de (β, ρ), o vector dos parâmetros de segunda ordem em
(9). A influência de estimadores deste tipo na estimação de quantis foi também
estudada em Gomes and Pestana (2005).

Muito recentemente foram propostos, em Caeiro (2005), novos estimadores
de C, em que, em vez de se usar unicamente Xn−k:n, se usa um espaçamento
Xn−[θk]:n −Xn−k:n, 0 < θ < 1. De modo mais espećıfico, podemos estimar C
através de

C̃γ̂(k; θ) :=
Xn−[θk]:n −Xn−k:n

θ−γ̂ − 1

(
k

n

)γ̂

,

onde θ ∈ (0, 1) é um parâmetro de controlo, sendo γ̂ um qualquer estimador do
ı́ndice de cauda γ. Caeiro (2005) estuda o termo dominante do viés assintótico

de C̃γ(k; θ) e, com a parametrização A(t) = γ β tρ, obtem explicitamente esse
termo, o qual é dado por

B (γ, β, ρ, θ) =

(
θ−(γ+ρ) − 1

)
θ−γ − 1

γ β(n/k)ρ

ρ
. (10)

É pois sensato considerar o seguinte estimador semi-paramétrico de C:

C γ̂(k; θ) :=
Xn−[θk]:n −Xn−k:n

θ−γ̂ − 1

(
k

n

)γ̂

×
(
1−B

(
γ̂, β̂, ρ̂, θ

))
, (11)
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com B (γ, β, ρ, θ) dado em (10).

Iremos aqui considerar o estimador de viés reduzido introduzido em Caeiro
et al. (2005),

H(k) ≡ H β̂,ρ̂(k) = H(k)

(
1− β̂

1− ρ̂

(n
k

)ρ̂)
, (12)

com (β̂, ρ̂) estimadores adequados do parâmetro de segunda ordem (β, ρ),
baseados num número de estat́ısticas ordinais de topo k1 superior ao número
de e.o.’s de topo k usadas para a estimação do ı́ndice de cauda. Paralelamente,
e por analogia com o que foi feito em Gomes e Martins (2002), iremos também
considerar um outro posśıvel estimador de γ, com uma expressão funcional
semelhante à do estimador em (12), mas em que o estimador de β é calculado
no mesmo ńıvel k, que se usa para a estimação de γ. Mais especificamente,
trabalharemos também com

H(k) ≡ H ρ̂(k) = H(k)

(
1−

β̂ρ̂(k)

1− ρ̂

(n
k

)ρ̂)
, (13)

com

β̂ρ̂(k) :=

(
k

n

)ρ̂

(
1
k

k∑
i=1

(
i
k

)−ρ̂)
N

(1)
n (k)−N

(1−ρ̂)
n (k)(

1
k

k∑
i=1

(
i
k

)−ρ̂)
N

(1−ρ̂)
n (k)−N

(1−2ρ̂)
n (k)

, (14)

onde

N (α)
n (k) :=

1

k

k∑
i=1

(
i

k

)α−1

Ui,

com Ui dado em (7).

Observação 1.1 Note-se que H(k) em (13) coincide com H β̂ρ̂(k),ρ̂
(k), sendo

H β̂,ρ̂(k) dado em (12).

Observação 1.2 Note-se ainda que, contrariamente ao que acontece na classe
de funcionais de Drees (1998), em que a variância assintótica mı́nima de um

estimador do ı́ndice de cauda de viés reduzido é dada por (γ(1− ρ)/ρ)
2
, tal

como acontece com o estimador em (13), com o estimador em (12) consegue-
se (Caeiro et al., 2005) uma variância assintótica igual a γ2, a variância as-
sintótica do estimador de Hill, que é por sua vez o estimador de máxima vero-
similhança de γ para um modelo de Pareto standard.
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Neste trabalho, e em conjunto com os estimadores Q
H

≡ Q
H
(k; p), Q

H
≡

Q
H
(k; p) e Q

H
≡ Q

H
(k; p), com Qγ̂(k; p) dado em (5), sendo H, H e H, os

estimadores do ı́ndice de cauda γ fornecidos em (6), (12) e (13), respectivamente,
iremos também estudar, por simulação, as novas classe de estimadores

Qγ̂ ≡ Q
γ̂
(k; p) := C γ̂(k; 1/2)× p−γ̂ , com γ̂ = H, H e H, (15)

sendo C γ̂(k; θ) dado em (11). Os estimadores (β̂, ρ̂) dos parâmetros de segunda
ordem irão ser especificados na Secção 2 deste trabalho. Na Secção 3, compara-
mos os diferentes estimadores por simulação de Monte Carlo, para valores finitos
de n. Finalmente, na Secção 4, ilustramos a “performance”destes estimadores
através da análise dos log-retornos do Euro versus a Libra inglesa.

2 Estimação dos parâmetros de segunda ordem

Os estimadores de segunda ordem com viés reduzido, introduzidos em (12) e
(13), necessitam da consideração prévia de estimadores do parâmetro de segunda
ordem (β, ρ) em (9). Iremos aqui considerar mais uma vez os estimadores do
parâmetro de segunda ordem ρ propostos em Fraga Alves et al. (2003). Essa
classe de estimadores pode ser parametrizada num parâmetro de controlo real
τ ∈ R, e depende das estat́ısticas

T (τ)
n (k) :=


(M(1)

n (k))
τ−(M(2)

n (k)/2)
τ/2(

M
(2)
n (k)/2

)τ/2
−
(
M

(3)
n (k)/6

)τ/3 se τ ̸= 0

ln(M(1)
n (k))− 1

2 ln(M(2)
n (k)/2)

1
2 ln

(
M

(2)
n (k)/2

)
− 1

3 ln
(
M

(3)
n (k)/6

) se τ = 0

,

onde

M (α)
n (k) :=

1

k

k∑
i=1

(lnXn−i+1:n − lnXn−k:n)
α
, α > 0.

As estat́ısticas T
(τ)
n (k) convergem para 3(1− ρ)/(3− ρ), independentemente de

τ , sempre que for válida a condição de segunda ordem em (8), k verificar a

condição (4) e
√
k A(n/k) → ∞, quando n → ∞. Os estimadores de ρ que aqui

considerámos têm a expressão funcional,

ρ̂τ (k) ≡ ρ̂(τ)n (k) := min

(
0,

3(T
(τ)
n (k)− 1)

T
(τ)
n (k)− 3

)
. (16)
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Observação 2.1 Para um valor apropriado do parâmetro de controlo τ os esti-
madores de ρ em (16) exibem trajectórias amostrais estáveis para valores eleva-
dos de k, o número de e.o.’s de topo usadas. Esse valor de τ pode ser escolhido
com base em qualquer critério de estabilidade, como os considerados em Gomes
and Pestana (2004), mas a escolha τ = 0 ou τ = 1 conforme |ρ| ≤ 1 or |ρ| > 1
tem sido uma das escolhas aconselhadas do ponto de vista prático. Neste tra-
balho iremos sempre utilizar o valor τ = 0 em (16), uma vez que ele fornece
genericamente bons resultados.

Observação 2.2 Os resultados teóricos e simulados obtidos em Fraga Alves
et al. (2003), e o uso destes estimadores de ρ em diferentes estat́ısticas de
viés reduzido, tem frequentemente levado ao aconselhamento da estimação de
ρ no ńıvel elevado k1 = min(n − 1, [2n/ ln lnn]). Neste trabalho, de forma
análoga ao feito em Gomes et al. (2004), e por razões que se prendem com as
áı especificadas, iremos considerar a estimação de ρ em

k1 :=
[
n0.995

]
+ 1. (17)

Denotaremos genericamente ρ̂ qualquer dos estimadores em (16). Sempre que
estivermos a usar τ = 0 em (16), usaremos a notação ρ̂0. Para a estimação
de β consideraremos o estimador estudado em Gomes and Martins (2002), e já
referido em (14). Nas simulações, e ao usar o estimador do ı́ndice de cauda em
(12), ou estimadores de quantis que lhe estejam associados, trabalharemos com

β̂0 = β̂ρ̂0
(k1), com k1 dado em (17).

3 Comportamento simulado dos estimadores V aR

Iremos aqui usar a notação ρ̂0 = ρ̂0(k1), β̂0 = β̂ρ̂0
(k1), H0(k) = H β̂0,ρ̂0

(k) e

H0(k) = H ρ̂0
(k), com H ρ̂(k), H β̂, ρ̂(k), β̂ρ̂(k), ρ̂τ (k) e k1 dados em (12), (13),

(14), (16) e (17), respectivamente.

Nas Figuras 1, 2 e 3 apresentamos, para p = 1/n e com base em N = 5000
“runs”, os padrões simulados do valor médio, E[·], e da raiz quadrada do erro
quadrático médio, RMSE[·], de Q

H
≡ Q

H
(k; p), Q

H0
≡ Q

H0
(k; p), Q

H0

≡
Q

H0

(k; p), Q
H0

≡ Q
H0

(k; p) e Q
H0

≡ Q
H0

(k; p), com Qγ̂(k; p) e Qγ̂(k; p) da-

dos em (5) e (15), respectivamente. A Figura 1 está relacionada com o modelo
Fréchet com γ = 1 (ρ = −1, β = 0.5). Os modelos simulados subjacentes às Fi-
guras 2 e 3, são os modelos de Burr(γ, ρ), com (γ = 1, ρ = −0.5) e (γ = 1, ρ =

−2), respectivamente. A f.d. Burr(γ, ρ) é dada por F (x) = 1−
(
1 + x−ρ/γ

)1/ρ
,

x > 0, γ > 0, ρ < 0, sendo a f.d. Fréchet(γ) dada por F (x) = exp
(
−x−1/γ

)
,

x ≥ 0, γ > 0.
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Figura 1: Modelo subjacente: Fréchet com γ = 1 (ρ = −1).
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Figura 2: Modelo subjacente: Burr com γ = 1 e ρ = −.5.
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Figura 3: Modelo subjacente: Burr com γ = 2 e ρ = −2.
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Os resultados obtidos levam-nos a aconselhar a utilização, para |ρ| ≥ 1,
do novo estimador de quantis em (15), com γ̂ substitúıdo por H0 = H β̂0,ρ̂0

,

o estimador em (12). Para ρ perto de zero, aqui ilustrado na Figura 2, com
ρ = −0.5, é prefeŕıvel usar o estimador “clássico”em (5), mas com γ̂ substitúıdo
mais uma vez por H0, estimador de viés reduzido.

Observação 3.1 Note-se que, de modo semelhante ao que se passou anterior-
mente com a estimação do ı́ndice de cauda (Gomes et al., 2004; Caeiro et al.,
2005), e para muitos dos modelos na classe de Hall em (3), a estimação dos dois
parâmetros de segunda ordem β e ρ no ńıvel k1 em (17), permite-nos trabalhar
com estimadores de quantis elevados com um erro quadrático médio inferior ao
erro quadrático médio do estimador clássico Q

H
, para quase todos os valores

de k. Esses estimadores de quantis são fornecidos pelo uso em (5) e (15), do
estimador de ı́ndice de cauda H em (12). Note-se ainda que a utilização do
estimador do ı́ndice de cauda em (13) nos estimadores de quantis elevados em
(5) e (15) pode levar a a erros quadráticos médios mı́nimos mais pequenos para
valores elevados de k, No entanto, estes estimadores são extraordinariamente
voláteis para valores pequenos e moderados de k.

Denotemos genericamente por Q̃•(k; p) qualquer dos estimadores (ou v.a.’s)

em estudo. Procedemos à simulação de propriedades de Q̃•(k̃
•
0 ; p), com k̃•0 :=

argmink MSE
[
Q̃•(k; p)

]
, usando o método multi-amostra com dimensão 5000×

10. Para detalhes sobre simulação multi-amostra, veja-se, por exemplo, Gomes
and Oliveira (2001).

Tabela 1: Valores Médios / RMSE’s, escalados por V aRp, dos estimadores indicados, calculados
nos seus niveis óptimos, para p = 1/n e populações subjacentes Fréchet com γ = 1.

n QH QH0
Q

H0
Q

H0

Q
H0

Fréchet(γ = 1)

200 1.4015 / 1.0204 0.7402 / 0.6225 0.7683 / 0.6628 1.0016 / 0.6281 1.2667 / 0.8194

500 1.3156 / 0.7603 0.8016 / 0.5163 0.8058 / 0.5314 0.9980 / 0.5075 1.1985 / 0.6220

1000 1.2618 / 0.6111 0.8582 / 0.4319 0.8281 / 0.4402 0.9985 / 0.4210 1.1781 / 0.5056

2000 1.2162 / 0.4947 0.8899 / 0.3530 0.8419 / 0.3605 0.9894 / 0.3366 1.1435 / 0.4074

5000 1.1673 / 0.3790 0.9172 / 0.2655 0.8620 / 0.2670 0.9798 / 0.2437 1.1216 / 0.3083

Na Tabela 1 apresentamos uma ilustração parcial dos resultados obtidos, para
um modelo subjacente Fréchet com γ = 1, para amostras de dimensão n =
200, 500, 1000, 2000 e 5000, e p = 1/n. São áı apresentados os valores médios e
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os RMSE’s dos estimadores Q
H
, Q

H0
, Q

H0
, Q

H0
e Q

H0
, divididos por V aRp,

e calculados nos seus ńıveis óptimos. Por entre os estimadores e para cada valor
de n, sublinhamos as entradas relacionadas com menor viés e menor erro médio
quadrático.

4 Uma aplicação a dados reais

Iremos aqui ilustrar o comportamento dos estimadores em estudo através da
análise das taxas de câmbio do Euro versus a Libra Inglesa desde Janeiro 4, 1999,
até Dezembro 14, 2004. Estes dados foram coleccionados pelo Sistema Europeu
de Bancos Centrais e foram obtidos em http://www.bportugal.pt/rates/cambtx/.

Na Figura 4, a análise dos n0 = 725 log-retornos positivos, permitiu-nos
obter as trajectórias amostrais seguintes, para os estimadores dos parâmetros
de segunda ordem ρ e β em (16) e (14).
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ˆ β =1.04

Figura 4: Estimativas do parâmetro de “forma”de segunda ordem ρ, através de ρ̂τ (k) em (16),

τ = 0 e 1 (esquerda) e do parâmetro de “escala”de segunda ordem β, através de β̂ρ̂0
(k) em (14)

(direita), para os Log-retornos diários do Euro versus a Libra Inglesa.

As trajectórias amostrais dos estimadores de ρ associados a τ = 0 e τ = 1
em (16)levam-nos, com base em qualquer critério de estabilidade para valores
elevados de k, à escolha da estimativa associada a τ = 0. Obtivémos ρ̂0 =

ρ̂0(702) = −0.72. A utilização de β̂ρ̂0
(k) em (14), calculado também no ńıvel k1

em (17), conduz-nos à estimativa β̂0 = 1.04.

As trajectórias amostrais associadas ao estimador clássico H em (6), e ao
estimador de viés reduzido H em (12), bem como dos estimadores V ar asso-
ciados, genericamente explicitados em (5) e em (15), e para p = 0.001, são
apresentados na Figura 5. Para p = 0.001, qualquer critério de estabilidade
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para valores moderados de k leva-nos à escolha do estimador QH e à estimativa
2.87 for V aR0.001, ilustrada também na Figura 5.
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2

4
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0 200 400 600 800

QH
Q
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V ˆ a R0.001 = 2.89
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Figura 5: Estimativas fornecidas pelos estimadores de Hill, H(k) e H(k) em (6) e (12), respec-
tivamente (esquerda) e estimatimativas de ln-V aRp fornecidas pelos estimadores em (5), com γ̂

substitúıdo por H(k) e H(k) e pelo estimador de quantis em (15), com γ̂ substitúıdo por H(k),
para os Log-retornos diários do Euro versus a Libra Inglesa, e para p = 0.001.
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