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Matematica II - 2023 - Funcionamento

e Regras de Avaliagao

» Avaliagao Continua

> Frequéncia = 2/3 aulas préticas (17 num total de 26)
> 2 testes

» Avaliacdo por exame Final
» Exame de Recurso

» Possibilidade de repeticao de um dos testes na Epoca de
Recurso

e Datas de avaliagao

» Avaliagcao Continua

> 1° Teste - 26/04,/2023 as 15h as 16h 30m (quarta-feira)
> 2° Teste - 14/06/2023 as 10h as 11h 30m (quarta-feira)

> Avaliacao por exame Final
» Exame de Recurso - / - /2023 as (-)
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e Horario de dividas

» - Prof. Manuel Messias (Ed. VII, 3° Piso, Gab. 55,
Ext. 10852):

» Terca-feira das 16h as 17h 30m.
» Quinta-feira das 18h as 19h 30m (online).
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Programa

Matematica II

1.

ot

Aplicagoes do calculo diferencial:

derivadas parciais; regressao linear; erros em medicoes;
propagagao do erro maximo; aproximagao linear de uma
fungao.

. Calculo Integral:

calculo de primitivas e integrais; equagoes diferenciais de
variaveis separaveis.

. Introdugao as probabilidades e estatistica:

variaveis aleatdrias; média, variancia e desvio padrao; a
distribuicao Normal; intervalo de confianga para a média de
uma populacao normal; distribuicao t-student; testes
unilaterais e bilaterais.
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Matematica II - 2023 - Derivadas

Para fungoes de uma sé variavel, a derivada de uma funcao f
num ponto a representa a taxa de variagao da fung@o nesse
ponto e é dada pelo limite

i fath) = fa)

h—0 h

Relembremos algumas das principais regras de derivacao:
sejam a € R, n € Ne a € R\ {1}. Consideremos ainda duas
funcoes de varidvel real, f e g, de varidvel .

(f+9)'=1+d

o =0

(f9) = f'g+ fg' (em particular, (ag) = ag’)

M.2 2023



Matematica II - 2023 - Derivadas

VA= | V=5l
n ! __ 1 n I __ f/
(V) = s | (V) = L
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() =1 ngy =%
(08,0 = i | (log, 1) =
() = e Cfy=ep |
(a®) = a®Ina () =al f'Ina |
(%) = gf1f' + 7' In f |
(sinz) = cosx (sin f)' = f’cos f |
(cosz) = —sinz (cosf) =—f'sinf |
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Exemplos
L2 +224+1) = (29 + (%) + (1) = 2%In(2) + 22 + 0.
2.

(23 cos(x)) = 3a%cos(z) + z3(—sin(z))

= 322 cos(x) — ¥ sin(z).

(sin(z)) = (sin(z)sin(z))’
= cos(z)sin(z) + sin(x) cos(z)

= 2sin(z) cos(x)
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Exemplos

Logo

4.

(

sin(x) )/

cos(z)

(tan(z))’

cos(z) cos(x) — sin(x)(— sin(x))
(cos())?
cos(z) cos(x) + sin(x) sin(z)

cos?(x)
cos?(x) + sin®(x)
cos?(x)
1
cos?(x)

S sec?(z
~ cos?(z) ().
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A temperatura na superficie da Terra é uma funcao das
variaveis latitude e longitude.

T = f(z,y), T — temperatura, z— latitude, y— longitude.

Este é um exemplo de uma funcao de duas variaveis.

Definicao
Uma funcdo de duas varidveis € uma correspondéncia
univoca de um conjunto D C R? para R. Escrevemos

f: DCR® — R v/ fod
(x,y) =  flx,y).
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Matematica II - 2023 - Funcoes de varias variaveis

A D chamamos dominio da funcao f; ao conjunto das imagens

{zeR: z= f(z,y), (z,y) € D}

chamamos contradominio de f e denotamo-lo por D’; e ao
conjunto

{(wvyvz) ERS: ('%Z/) €D, z:f(:v,y)}

chamamos grafico de f.
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Exemplo
Consideremos a funcao f(z,y) = 22 — y?> + 1, de dominio

D:{(:U,y)GRQ:nggleogygl}.

O esbogo do seu grafico é




Matematica II - 2023 - Funcoes de varias variaveis

Analogamente se definem funcoes de trés ou mais variaveis. No
caso das trés variaveis, temos

f: DCR® — R
(r,y,2) = f(z,y,2).

Neste caso, o grafico é um subconjunto de R, pelo que nio é
possivel representar graficamente uma tal funcao.
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Exemplo
Considere-se a funcao de duas varidveis f(z,y) = In(z +y). O
maior dominio de definicao desta funcao é

Dy ={(z,y) eR?: z+y >0}
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Exemplo

Considere-se agora uma funcao de trés variaveis:
flz,y,2) = \/1 — 22 — 92 — 22, Tem-se

Dy {(z,y,2) eR*: 1—2® —y* — 2% > 0}
{(z,y,2) e R?:

? +y* + 22 < 1}.
O dominio da funcgao é a esfera

de centro (0,0,0) e raio 1.
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Matematica II - 2023 - Derivadas Parciais

Dada uma funcao de duas varidveis f(x,y) podemos questionar
de que forma varia o valor de f quando fixamos y e permitimos
que z varie, ou quando fixamos x e permitimos que y varie.

Por exemplo, a lei dos gases ideais estabelece que, sob
determinadas condicoes, a pressao exercida por um gas é uma
funcao do volume do géas e da sua temperatura. Assim, um
fisico estudando os gases pode estar interessado na taxa de
variacao da pressao se o volume se mantém constante e a
temperatura varia, ou ou se a temperatura permanece constante
e o volume varia.
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Matematica II - 2023 - Derivadas Parciais

Suponhamos que (xg,yo) é um ponto do dominio de uma funcao
f(z,y). Se fixamos y = yp entdo f(x,yp) é uma funcao apenas
da varidvel x que vamos denotar por g(z). O valor da derivada
de g(x) em g, ¢'(z0), dd-nos a taxa de variacdo instantanea de
f em relagdo a x no ponto (xg,yo). De maneira inteiramente
andloga, se fixamos x = xy entao f(zp,y) é uma funcao apenas
da varidvel y que vamos denotar por h(y) e o valor da derivada
de h(y) em yo, h'(yo), dd-nos a taxa de variagao instantanea de
f em relacdo a y no ponto (g, yo).
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Definicao

Sejam f(x,y) uma fungdo e (xg,yo) um ponto do seu
dominio. Entdo a derivada parcial de f em ordem a x
em (xo,y0) € a derivada em xo da fun¢do que se obtém
quando se fiza y = yo e se permite a variacdo de x,
digamos g(z). Esta derivada parcial é denotada por
fz(zo,90) € € dada por

fa(0,90) = 9'(w0) (1)

A derivada parcial de f em ordem ay em (xg,yp) € a
derivada em yo da funcdo que se obtém quando se fixa

x =z e se permite a variagdo de y, digamos h(y). Esta
derivada parcial € denotada por fy(xo,y0) e € dada por

fy(x0,90) = W (v0) (2)
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Exemplo
Determine f,(—1,2) e f,(—1,2) para a funcao

f(z,y) = 322> + 22 + 5y.
Solugao. Tomando
g(z) = f(z,2) =32% x 2% + 22+ 5 x 2 = 242 + 22 + 10
entdo fy(z,2) = ¢'(z) = 48z + 2 e portanto

fo(=1,2) = g/(—1) =48 x (—1) + 2 = —48 + 2 = —46.
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Exemplo

Por outro lado, tomando
h(y) = f(=Ly) = 3x (~1)? x y° +2x (=1) + 5y = 3y> — 2+ by
entao f,(—1,y) = W (y) = 9y* + 5 e portanto

fy(=1,2) =W (2) =9x 2> +5=236+5 = 41.

As férmulas (1) e (2) da definigao anterior fornecem-nos as
derivadas parciais de uma fun¢ao num ponto especifico (zg, yo)-
No entanto, a maior parte das vezes é preferivel omitir os
indices e pensar nas derivadas parciais como fungoes das
variaveis x e y.
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Estas fungoes sao respetivamente

fo(z,y) = ¢'(2) fy(z,y) = h'(y).

No préximo exemplo apresentamos uma forma alternativa de
efetuar os cédlculos do exemplo anterior.

Exemplo

Determine f,(z,y) e fy(x,y) para a funcao

fz,y) = 32%y° + 2z + 5y
e use essas derivadas parciais para calcular f,(—1,2) e fy(—1,2).
Solucgao. Mantendo y fixo e derivando em ordem a x obtemos

folz,y) = 6ay® +2
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Exemplo

e mantendo z fixo e derivando em ordem a y obtemos
fy(z,y) = 92%y? + 5.
Assim,

fo(=1,2) =6 x (—1) x 22 +2 = —48 +2 = —46

f(—1,2) =9 x (=1)2 x 22 +5 =36+ 5 =41

o que esta de acordo com os resultados anteriores.
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Dada uma funcao f(x,y) as suas derivadas parciais f, e fy
também sao denotadas pelos simbolos

of of

e )
oz oy
respetivamente.

A notagao usual para as derivadas parciais de f(z,y) num
ponto (g, yp) sdo respetivamente

0 0
afi(l“o?yo) e 8’5(900,3/0)

O simbolo 0 designa-se por sinal de derivada parcial. Este
simbolo provém do alfabeto cirilico.
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Relembremos que se f(z) é uma fungao real de varidvel real
entao o valor de f’(z¢) pode ser interpretado tanto como a taxa
de variacao de y em relacdo a x em xy ou, como o declive da
reta tangente ao grafico de f em x(. As derivadas parciais tém
interpretagoes analogas. Suponhamos que C ¢é a intersecao da
superficie z = f(z,y) com o plano y = yp e Cy é a intersegao
com o plano x = xy. Assim, f,(z,yo) pode ser interpretada
como a taxa de variagdo de f em relacao a x ao longo da curva
Ci e fy(xo,y) pode ser interpretada como a taxa de variagao de
f em relagdo a y ao longo da curva Cy. Em particular,
fz(zo,90) é a taxa de variagao instantanea de f em relagao a x
no ponto (xo, yo, f(xo,y0)) da curva C1 e fy(zo,%0) é a taxa de
variacao instantanea de f em relacdo a y no ponto

(0, Y0, f(z0,y0)) da curva Cs.
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Slope = f,(xq, ¥o) Slope = f,(xo. ¥o)
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Geometricamente f,(xo,y0) pode ser encarado como o declive
da tangente & curva C no ponto (zo,yo) € fy(xo,yo) pode ser
encarado como o declive da tangente a curva Cs no ponto
(x0,¥o). Dizemos que f.(xo,y0) é a inclinagdo da superficie
z = f(z,y) nas direcao de = no ponto (zo,%0) e fy(xo,y0) é a
inclinagao da superficie z = f(z,y) nas direcao de y no
ponto (%o, Yo)-

Exemplo
Seja f(x,y) = zy? + 523,

1. Determine a inclinagao da superficie z = f(z,y) na direcao
de = no ponto (—1,2).

2. Determine a inclinacdo da superficie z = f(x,y) na diregao
de y no ponto (—1,2).
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Exemplo
Solugao (a). Derivando f em ordem a x com y fixado obtemos

fo(m,y) = y* + 1527,

Assim, a inclinag&o na direcao de x é
fe(=1,2) =22+ 15 x (—1)? = 19; isto é, f cresce & taxa de 19
unidades por cada unidade de crescimento em .

Solugao (b). Derivando f em ordem a y com z fixado obtemos

fy(x,y) = 2y.

Assim, a inclinacao na direcao de y é
fy(=1,2) =2 x (—1) x 2 = —4; isto é, f decresce a taxa de 4
unidades por cada unidade de crescimento em y.
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