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Descri¢ao geral:
Pretende-se adequar os conhecimentos prévios dos alunos as exigéncias didaticas da pratica letiva no Ensino
Secundario e no 32 ciclo do Ensino Basico. Nomeadamente:

-Lecionar com seguranca os tépicos do Programa relativos a Logica, a Teoria de Conjuntos e a Analise.

-Distinguir as abordagens didaticas validas das que nao permitem cumprir os objetivos elencados nos Programas da
disciplina.

-Aplicar a lecionacdo de outros dominios de conteudos as tematicas transversais relacionadas com a Teoria dos
Conjuntos e a Ldgica, como a aplicacao de técnicas de demonstracao gerais ou a utilizacao apropriada da escrita na
comunicacao matematica.



Programa (detalhe)

1. Abordagens didaticas da Logica Bivalente no Ensino Secundario
Valor logico de uma proposicao; Principios de nao contradicao e do terceiro excluido.
Operacgdes sobre proposicoes e respetivas propriedades.

2. A utilizacao da Teoria dos Conjuntos elementar no Ensino Secundario
Condicdes e frases quantificadas;

Relacdo entre operacdes légicas sobre condi¢cdes e sobre os conjuntos.
Dupla inclusao e demonstracao de equivaléncias por dupla implicacao.

3. Técnicas de demonstracao no Ensino Secundario
Demonstrag¢des por contra-reciproco e por redugao ao absurdo.
Escolha de contra-exemplos em contextos variados do Programa do Secundario.

4. Abordagem didatica da no¢ao de limite no Programa do 11.2 ano.

O Ensino da nocao de limite de uma sucessao: intuicdes adequadas e desadequadas.

Formalizacao correta da nocao de convergéncia; nocao de limite de uma funcao num ponto aderente ao respetivo dominio;
limites laterais e no infinito; indeterminacdes; assintotas ao grafico de uma funcao.

Nocao de continuidade.

Nocao de diferenciabilidade; aplicacao do conceito de derivada ao estudo de funcdes e a modelacao matematica de
fendmenos naturais.
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Métodos de Avaliagao
Frequéncia: presenca em pelos menos 2/3 das aulas (9 aulas).

Os alunos poderao obter aprovacao a disciplina por avaliacao continua.
A avaliacao continua tera por base:

- Dois trabalhos individuais escritos sobre temas do programa, sua apresentacao oral e discussao
(12 trabalho 20% e 29 trabalho 30%);

- Um Teste escrito (50%).

Em alternativa, poderao submeter-se a um exame final que engloba todos os conteudos da disciplina.



No que se segue, seguiremos o texto “Introducao a Logica Matematica” do Professor Armando Machado.

O que distingue a atividade Matematica das outras atividades cientificas?

“... a capacidade de clarificar conceitos e a de argumentar, isto é, a de adquirir (e transmitir) certezas a
proposito da validade de certas afirmacdes, a partir do reconhecimento da validade de outras,
normalmente mais simples.”
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L Clarificar conceitos (apresentar definicoes)
Raciocinio Logico

(surgiu ha mais de 2000 anos com a =
Escola dos gedmetras gregos) Argumentar (exibir demonstracdes)
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As expressoes da linguagem matematica. Os conetivos ldgicos.

“Ha essencialmente dois tipos de expressdes com significado matematico, ...”

Chama-se termo, ou designagdo, a uma expressao cujo papel € nomear, ou designar alguma coisa.

Exemplos:

* T

e asomade 11 parcelas iguais a 22
e 2X(8+4)

* 0 numero racional positivo cujo cubo é 27
 Areta que passa pelo ponto P e é perpendicular areta s

Chama-se proposi¢do a uma expressao que traduz uma afirmacao e a qual se pode associar um dos
valores de verdade “verdadeiro” ou “falso”.

Exemplos:

e 7X3=22

* Qualguer numero real tem um quadrado maior ouiguala 0
e 27 nao é um numero primo

e V34+V7 <17 ouV17 <3 ++/7

e Existe um numero racional cujo quadruplo é 16




Vamos chamar asser¢do a uma proposicao que foi enunciada com o objetivo de a identificar como proposicao
verdadeira.

“A maioria das proposicoes que encontramos em textos de Matematica sao assercoes dos seus autores.”

“Muitas das proposicdes que encontramos na pratica podem ser consideradas como construidas a partir de

uma, ou mais, proposicoes mais simples por utilizacao de uns instrumentos logicos, a que se costuma dar o
nome de conetivos, ...”

A negacgdo de uma proposicao € uma nova proposicao que é verdadeira se a primeira for falsa e é falsa se a
primeira for verdadeira.

“Quando queremos tornar mais claro o facto de uma proposicao ser a negacao de outra, escrevemo-la
antecedendo esta ultima do simbolo de negacao ~, depois de, se isso for mais claro, a envolver entre
parénteses (alguns autores preferem o simbolo =)

Exemplos:
* ~(9émenorque5+3)
e ~ (hatriangulos com um angulo reto)




“Uma propriedade muito simples da negacao é a chamada lei da dupla nega¢ao: Afirmar que a negacao da
negacao de uma proposicao é verdadeira é exatamente o mesmo que afirmar que a proposicao original é
verdadeira.

Por exemplo, escrevendo, como € usual, na forma “4 #+ 3” a negacao da proposicao “4 = 3”, a proposicao
“~(4 # 3)” tem o mesmo valor de verdade que “4 = 3"

A conjung¢do de duas proposicdes € uma nova proposicao que é verdadeira se as duas primeiras o forem e que
é falsa, quer no caso em que as duas primeiras sao falsas, quer no caso em que uma delas é verdadeira e a
outra falsa.

“Quando queremos tornar mais claro o facto de uma proposicao ser a conjuncao de outras duas, escrevemo-la
colocando entre estas o simbolo de conjuncao A, depois de, se isso for mais claro, as envolver entre
parénteses.”

Exemplos:
e 9>7AN7>5
* (4 n3o é um numero primo) A (8 ndao € um numero primo)
podemos escrever esta Ultima conjuncdo na forma
(~ (4 € um numero primo)) A (~ (8 € um numero primo))




A disjung¢do de duas proposicdes € uma nova proposicao que € falsa no caso em que as primeiras sao ambas
falsas e que é verdadeira, quer no caso em que uma das primeiras é verdadeira e a outra é falsa, quer
naquele em que as duas primeiras sao ambas verdadeiras.

“Quando queremos tornar mais claro o facto de uma proposicao ser a disjuncao de outras duas, escrevemo-
la colocando entre estas o simbolo de disjuncao V, depois de, se isso for mais claro, as envolver entre
parénteses.”

Exemplos:
e 7>5v3>4
e umdosnumeros4e7éprimo
podemos escrever esta ultima disjuncao na forma
(4 € um numero primo) V (7 € um numero primo)

“... ha frases disjuntivas que se pretende considerar como falsas quando as duas que contribuem para a sua
formacao forem verdadeiras (costuma-se entao dizer que se esta em presenca de uma disjuncéo exclusiva).”

Exemplos:
“ou vais a praia ou vés o jogo”




Dizer que a negacao da disjuncao de duas proposicoes é verdadeira € o mesmo que dizer que a conjun¢ao
das negac¢oes das duas proposicoes é verdadeira.

Exemplo:
dizer que a proposicao
~(e=2Vve=23)
é verdadeira € o mesmo que dizer que é verdadeira a proposicao
(~e=2)A(~e=3),
a qual é escrita habitualmente na forma
e+ 2Ne + 3.

Dizer que a negacao da conjunc¢ao de duas proposicoes é verdadeira € o mesmo que dizer que a disjung¢ao
das negac¢oes das duas proposicoes é verdadeira.

Exemplo:
dizer que é falsa a afirmacao
15 é primo e par
€& o mesmo que dizer que a afirmacao
15 n3o é primo ou 15 ndo é par
é verdadeira.




“Aos dois factos assinalados atras é costume dar o nome de primeiras leis de de Morgan.”

“... A conjuncao de varias proposicoes vai, tal como no caso de duas, ser uma nova proposicao que é
verdadeira quando todas o forem e vai ser falsa em todos os outros casos (ou seja, quando pelo menos
uma for falsa); a disjuncdao das mesmas proposicoes vai ser falsa quando todas forem falsas e vai ser
verdadeira em todos os outros casos (ou seja, quando pelo menos uma for verdadeira).”

Uma express@o proposicional, ou condicdo, € uma expressao com variaveis que se transforma numa
proposicao quando se substituem essas variaveis por termos convenientes.

“Cada variavel tem um dominio (normalmente implicito no contexto em gue nos situamos), isto €, um
certo conjunto de objetos ao qual a variavel se refere, e, para substituirmos essa variavel por um termo, é
necessario assegurarmo-nos de que esse termo designa um objeto desse conjunto.”

Exemplo:
quando falamos da expressao proposicional
x*—1=0,
X, sera provavelmente uma varidvel real, isto é, uma variavel destinada a ser substituida por um termo
que designe um numero real.




Se uma mesma variavel aparecer mais que uma vez, ela deve ser substituida todas as vezes pelo mesmo
termo; pelo contrario, diferentes variaveis podem ser substituidas pelo mesmo ou por diferentes termos.

Uma expressao designatdria € uma expressao com varidveis que se transforma num termo quando se
substituem essas variaveis por termos.

Exemplo:
expressdes como
x3+y2+1
contém variaveis e transformam-se em termos quando se substituem essas variaveis por termos.

o

. 0S trés conetivos que estudamos atras, e que permitiam formar novas proposicoes a partir de
proposicoes mais simples, vao permitir formar do mesmo modo novas expressdes proposicionais a partir
de expressdes proposicionais mais simples.”

Exemplo:
partindo de expressdes proposicionais como

x> 4
e

x <5

podemos obter a expressao proposicional
x>4Nx <5.




Exercicios:

1. Analise cada uma das proposicoes seguintes de forma a tornar claro o modo como intervém na sua
formacao os conetivos logicos de negacao, conjuncao e disjuncao.

(a) 5 é um divisor comum de 15 e 25.

(b) 7 ndo é primo nem par.

(c) 5 divide pelo menos um dos nimeros 7 e 10.

2. Utilize as primeiras leis de de Morgan para encontrar proposicoes cujo valor de verdade é o oposto do das
seguintes:

(a) 2 é simultaneamente maior e menor que 10.

(b) Vou ao cinema ou como pipocas.

(c) O Carlos e 0 Jodao gostam de nadar.

(d) O Filipe ndao sabe ler ou esta distraido.

3. Para cada uma das expressdOes proposicionais seguintes encontre, se possivel, substituicoes de variaveis
que as transformem em proposi¢des verdadeiras e em proposi¢des falsas. Considere quer x e y sao variaveis
reais, ou seja que tém o conjunto dos numeros reais por dominio.

(a) x? —3x =4

(b) x? = xy

)x+y<x

(d)x?+1>0

(e)x+1=x—1.



Uma expressdo proposicional universal é uma expressao proposicional que se transforma numa proposicao
verdadeira, qualquer que seja 0o modo como substituimos as suas variaveis por termos.

Exemplos:

As seguintes expressdes proposicionais, com variavel real, sdao universais:
e x=>20Vvx<O

e x>1Vvx<?2

e x2+1>0

e (x+y)?=x%+2xy + y>

.. diremos que uma expressao proposicional € uma assercdo se for enunciada pelo seu autor como sendo
universal.”

“... quando falarmos em geral de expressdes proposicionais, admitimos que estas possam ser também
proposicoes, olhando assim para as proposicoes como sendo expressdes proposicionais com 0 variaveis.
Dizer que uma proposicao, enquanto expressao proposicional, é universal corresponde entao a dizer que
ela é verdadeira. Do mesmo modo, vamos considerar que os termos sao expressdes designatérias com 0
variaveis.”




A implicagdo entre duas proposicoes, uma primeira o antecedente e uma segunda o consequente, € uma nova
proposicao que é verdadeira nos casos em que

O antecedente é verdadeiro e o consequente é verdadeiro

O antecedente é falso e o consequente é verdadeiro

O antecedente é falso e o consequente é falso

e é falsa no caso em que

O antecedente é verdadeiro e o consequente é falso

Exemplos de assercdes que fazem intervir a implicacao.

 Se um triangulo tem dois lados iguais, entao os angulos opostos sao iguais
e SexXy=0,entaiox =0ouy=0

e x>0ey>zimplicax Xy >x Xz

“Quando gueremos tornar mais claro o facto de uma proposicao ser a implicacao entre outras duas,
escrevemo-la colocando o antecedente e o consequente, por esta ordem, separados pelo simbolo de
implicacao =, depois de, se isso for mais claro, os envolver entre parénteses.”

Exemplos:

* (dois lados triangulo sdo iguais) = (os angulos opostos sao iguais)
e xXy=0=>(x=0V y=0)

s (x>0ANy>2)>xXy>xX2Z.




Regra da negac¢ao de uma implicacdo: O valor de verdade da negacao de uma implicacdo € o mesmo que o
da conjuncao entre o antecedente e a negacdao do consequente.

Exercicio 4. Utilize a regra da negacao de uma implicacdao para encontrar expressdes proposicionais, cujo
valor de verdade seja o da negag¢ao de cada uma das seguintes:

(a) Se choveu entdo fui ao cinema.

(b) Se alguém ndo quer ser lobo entdo nao lhe veste a pele.

()x’=1=>x=1.

“A implicagéo reciproca € aguela cujo antecedente € o consequente da primeira e cujo consequente € 0
antecedente da primeira.”

Aimplicacdoreciprocade “x> =1=>x=1"é“x =1=>x*=1".

“A implicagdo contrdria é aquela cujo antecedente é a negacao do antecedente da primeira e cujo
consequente é a negacao do consequente da primeira.”

Aimplicacdo contrdriade “x? =1=x=1"é“x* #1=>x = 1”.

“A implicacdo contrarreciproca é aquela cujo antecedente é a negacdao do consequente da primeira e cujo
consequente é a negacao do antecedente da primeira, ...”

7

A implicacdo contra-reciprocade “x? =1 =>x=1"é“x # 1 > x* # 1”.




Regra da passagem ao contrarreciproco: Uma implicacdao entre duas proposicdoes e a implicacao
contrarreciproca tém sempre o mesmo valor de verdade.

Exercicio 5. Para cada uma das expressdes proposicionais seguintes encontre formulacdes para as
respetivas reciproca, contraria e contrarreciproca.

@Qxy=x=>y=1.

(b) Quem muito fala pouco acerta.

A equivaléncia entre duas proposicdes € uma nova proposi¢ao que é verdadeira, quer no caso em que as
primeiras sao ambas verdadeiras, quer no caso em que estas sao ambas falsas, e que é falsa no caso em
gue uma das primeiras é verdadeira e a outra é falsa.

“Quando queremos tornar mais claro o facto de uma proposicao ser a equivaléncia entre outras duas,
escrevemo-la separando estas pelo simbolo de equivaléncia &, depois de, se isso for mais claro, as
envolver entre parénteses.”

Por exemplo o caracter de equivaléncia das assercoes

* Um triangulo é equilatero se, e so se, é equiangulo

* Uma condigao necessaria e suficiente paraquex X y=0équex =0o0uy =0
fica sublinhado se as escrevermos na forma

* (o triangulo é equildtero) & (o tridngulo é equiangulo)

e xXy=0(x=0vy=0).




Dizer que a equivaléncia de duas proposicoes é verdadeira é o mesmo que dizer que sao verdadeiras a implicacao
gue se obtém tomando uma das proposicdes como antecedente e a outra como consequente e a reciproca desta.

Por exemplo, dizer que
xXy=0x=0vy=0)
é universal € o mesmo que dizer que sao universais as duas implicacdes
xXy=0=2>x=0vy=0e(x=0vy=0)=>xxy=0.

Exercicio 6. Para cada uma das expressdes proposicionais seguintes, analisa-la até onde for possivel em
termos da sua formacao a partir de expressdes mais simples, por utilizacdo dos conetivos légicos. Descrever
essa analise utilizando os simbolos l6gicos para os conetivos e colocar parénteses, nos casos em gue isso seja
util para uma melhor legibilidade ou para evitar ambiguidades.

(a) Ou x% + y2 > 0, ou tem-se simultaneamentex = 0 ey = 0.

(b) Oun =1, oun nao é divisor de 9, ou n ndo é divisor de 10.

(c) O numero x é maior que pelo menos um dos numeros y e Z.

(d)x >3 oux <5.

(e) Os nimeros x e —x sao ambos menores que y.

(f) n é multiplode 5 e de 7.

(g) Nem x nem y sao numeros positivos.

(h) Se x # y e x ndo é menor que y, entao y é menor que x.

()Sexy=1ex#y,entaiox <louy<1.




Exercicio 6.

(j) 3x = 6 quando 2x = 4.

()x%? =4 se,esdse, x = 2.

(m) Quer no caso em que x < 0, quer naquele em que x > 0, tem-se x2 > 0.
(n) E condicdo necessaria e suficiente para que xy <xzquesejax<0ey <z
(0) Se x é simultaneamente maior e menor que 0, entdo x? é menor que 0.

Exercicio 7. Verificar quais das alineas do exercicio precedente sdao assercoes validas, isto é, sdo proposicoes
verdadeiras ou expressdes proposicionais universais (consideramos n como variavel natural e x, y e z como
variaveis reais). No caso das expressdes proposicionais gue nao sejam universais, apresentar contraexemplos,
isto &, substituicOes das variaveis que transformem as expressdes proposicionais em proposicoes falsas.

Exercicio 8. Um estudante menos atento utilizou os conetivos légicos de forma incorreta para analisar certas
expressdes proposicionais em linguagem corrente. Descobrir quais seriam essas expressoes e explicitar uma
analise correta.

(@) x~ < y.

(b) 0 < xAYy.

(c) x V y é positivo.

(d)x>0~=>x>1.

(e) O professor = com a Marta A com o Joao.



As expressoes da linguagem matematica. Quantificadores

O quantificador universal € um instrumento lo6gico que transforma uma expressao proposicional com uma
variavel numa proposicao, a qual é verdadeira se a expressao proposicional for universal e é falsa se a
expressao proposicional ndo for universal, ou seja, se houver pelo menos uma substituicao da variavel que
conduza a uma proposicao falsa.

“Quando queremos tornar claro que uma proposicao € obtida através da utilizacao do quantificador
universal, enunciamo-la antecedendo a expressao proposicional de partida do simbolo ¥V acompanhado,
usualmente por baixo ou em indice, da variavel que figura nessa expressao e englobando eventualmente
entre parénteses a expressao proposicional, no caso em que isso possa contribuir para uma melhor clareza
ou para evitar ambiguidades.”

Exemplo:

V,(x% = 0)
ou ainda nao havendo perigo de confusao

V,x% > 0.

“Na proposicao obtida é costume dizer que x é uma varidvel muda para lembrar que, a expressao final é
uma proposicao e nao uma expressao proposicional em que x seja candidato a ser substituido (por
oposicao é costume dizer que as variaveis candidatas a ser substituidas nas expressdes proposicionais sao
variaveis livres).”




O quantificador existencial € um instrumento légico que transforma uma expressao proposicional com uma
variavel numa proposicao, que € verdadeira se houver pelo menos uma substituicao da variavel que
conduza a uma proposicao verdadeira e que é falsa caso contrario, isto €, se qualquer substituicao conduzir
a uma proposicao falsa.

“Quando queremos tornar claro que uma proposicao é obtida através da utilizacao do quantificador
existencial, enunciamo-la antecedendo a expressao proposicional de partida do simbolo 3 acompanhado,
usualmente por baixo ou em indice, da variavel que figura nessa expressao e englobando eventualmente
entre parénteses a expressao proposicional, ...”

Exemplo:

A proposicao

 Ha um numero real cujo cubo é 8
pode ser escrita na forma

- 3J.x3=8.




Exercicio 9. Analise cada uma das expressoes proposicionais seguintes utilizando os quantificadores e
0s conetivos légicos. Em cada caso considere que x, y e z sdao variaveis cujo dominio sao os numeros
reais e que m, n e p sao variaveis cujo dominio sao os numeros naturais.

(a) Nem todos os numeros naturais sao pares.

(b) A equacdo x3 + x — 1 = 0 tem solucio.

(c) H4 numeros naturais que nao sao pares nem primos.

(d) x é maior que todos os numeros reais.

(e) Ha pelo menos um numero real que é maior que todos os numeros reais.

(f) Existe um numero real maior que x.

(g) Para cada numero real, existe um numero real maior que ele.

(h) As equacdes x> — 1 =0ex? + 2x + 1 = 0 tém uma solucdo comum.

Exercicio 10. Para cada uma das expressoes seguintes, no caso de se tratar de uma proposicao, indigque
se é verdadeira ou falsa e, no caso de se tratar de uma expressao proposicional com variaveis livres,
indicar atribuicdes de valores as variaveis, se as houver, gue a transforme numa proposicao verdadeira
e numa proposicao falsa. Como anteriormente, considerar que x, y e z sao variaveis cujo dominio sao
0S nUmeros reais e que m, n € p sao variaveis cujo dominio sao os numeros naturais.

() V,(x <O0Vx>D0).

(b)Vy(x#0=(x <0Vx>0))

() V(x =0Ax<0)=x=0)

(d) V,,n = m.



(e) 3,,(V,n = m).

(f) Vox > y.

(8) 3, (Vix > y).

(h)3,x > y.

(i) V(3,2 > ).
(Vpom+n>m.

NV, (xxy=0=y=0).
(m)(V,xxy=0)=y=0.

Dizer que a negag¢ao de uma proposicao obtida através da aplicacao do quantificador existencial a uma
expressao proposicional é verdadeira é o mesmo que dizer que é verdadeira a proposicao obtida
aplicando o quantificador universal a negacao da expressao proposicional.

Exemplo:
Dizer que “nao é verdade que existam numeros naturais cujo dobro é 5” € o mesmo que dizer que “o
dobro de qualguer niumero natural é diferente de 5”.

Dizer que a nega¢ao de uma proposicao obtida através da aplicacao do quantificador universal a uma
expressao proposicional é verdadeira € o mesmo que dizer que é verdadeira a proposicao obtida
aplicando o quantificador existencial a nega¢ao da expressao proposicional.




Exemplo:
Dizer que “nao é verdade que todos os homens sao mortais” € o mesmo que dizer que “existe um
homem que nao é mortal”.

“Aos dois factos assinalados atras é costume dar o nome de segundas leis de De Morgan.”

Exercicio 11. Utilize as segundas leis de De Morgan para obter proposi¢cdes com valores de verdade
opostos aos das seguintes:

(a) Todos os homens sao vaidosos.

(b) Hd nimeros naturais cujo quadrado é impar.

(c) Existe um numero real que é maior que o seu quadrado.

Exercicio 12. Analise cada uma das expressdes proposicionais seguintes utilizando os quantificadores e
0s conetivos logicos. Em cada caso considere que X, y e z sao variaveis cujo dominio sao os numeros
reais e que m, n e p sao variaveis cujo dominio sao os numeros naturais.

(a) Todos os nimeros primos sao impares ou iguais a 2.

(b) Nao existe divisor comum de m e n para além de 1.

(c) Ha pelo menos um numero natural sem nenhum divisor, alémde 1 e 7.

(d) Todos os numeros reais, com a possivel excecao de 0, tém um quadrado maior que O.

(e) Todos os niumeros reais, exceto 0, tém um quadrado maior que O.



