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Resumo: O tema deste trabalho é a estimacao semi-paramétrica de parametros de
modelos de acontecimentos raros e insere-se na Teoria de Valores Extremos. Para
além do indice de valores extremos, aqui representado por -, interessa-nos também a
estimacao de um parametro de escala de primeira ordem e de um parametro de “escala”
de segunda ordem. Vamos apresentar estimadores destes parametros e obter nao s6
as suas propriedades assintéticas, sob condicoes de variacao regular de terceira ordem,
como propriedades para amostras de dimensao finita.

Depois de fazermos no Capitulo 1 uma breve introducao ao tema desta dissertagao,
apresentamos no Capitulo 2 alguns resultados que constituem a base da Teoria de Va-
lores Extremos. Indicamos nao sé resultados relativos a teoria exacta como também
relativos a teoria assintética, como por exemplo as possiveis distribuigoes limites para
o maximo devidamente normalizado e as condigoes que garantem a existéncia dessa
distribuicao limite. Estas condigoes sao também apresentadas no ambito da Teoria das
funcoes de Variagao Regular. Depois confirmamos que alguns dos mais importantes
modelos de cauda pesada verificam as condicoes de Variagao Regular e calculamos os
valores dos parametros associados a cauda. No Capitulo 3 fazemos uma resenha de
alguns dos estimadores semi-paramétricos existentes para o indice de valores extremos
e para os parametros de forma e “escala” de segunda ordem. E nos restantes capitulos
que se desenvolve o tema principal deste trabalho. No Capitulo 4 estudamos uma nova
classe de estimadores do indice de valores extremos. Esta classe tem um parametro de
controlo, A, que se for devidamente escolhido anula a componente dominante de viés
assintético. Apresentamos nao sé resultados assintéticos, mas também resultados para
amostras de dimensao finita. No Capitulo 5, apresentamos outro novo estimador do
indice de valores extremos, de viés reduzido, baseado no cldssico estimador de Hill. Este
estimador distingue-se de muitos outros estimadores “assintoticamente centrados” por
ter variancia assintética igual a do estimador de Hill, uma das mais pequenas variancias
entre as dos estimadores do indice de valores extremos. Apresentamos algumas proprie-
dades e procedemos através do Método de Monte Carlo, a uma comparacao com outros
estimadores existentes na literatura. Em seguida, no Capitulo 6, introduzimos novos
estimadores para um parametro de escala de primeira ordem. Apresentamos algumas
propriedades assintéticas e efectuamos uma comparacao com o estimador cldssico deste
parametro, através de um estudo de simulagao. Finalmente, no Capitulo 7 tratamos a
estimacao de um parametro de “escala” de segunda ordem, um tema pouco abordado
na literatura. Nao sé apresentamos propriedades assintéticas, como fazemos um estudo
para amostras de dimensao finita.

Palavras chave: Estatistica de Extremos, Estimacao semi-paramétrica, Variacao Re-
gular, Caudas pesadas, Reducao de viés.
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Abstract: The subject of this thesis is the semi-parametric estimation of parameters
related with models of rare events and is inserted in the Theory of Extreme Values.
We are interested in the estimation of the extreme value index, -, a scale first order
parameter C, and “scale” second order parameter 3. We shall present here some new
estimators and study them under a third order framework. The new estimators here
considered will also be studied for finite samples, through Monte Carlo techniques.

Following a brief introduction to this work, in Chapter 1, we introduce in Chapter
2 some relevant results from the Classical Extreme Value Theory. After a few exact
results we will focus in the asymptotic theory. We will show the three possible limit
distributions for extremes of i.i.d. variables, and give conditions that guarantee those
limit distribution. Then we study some heavy tail models and compute their regular
variation parameters. In Chapter 3 we examine and study some already know semi-
parametric estimators, that we will use in the following chapters. In Chapter 4 we first
consider a class of consistent semi-parametric estimators of a positive extreme value
index «, parameterized in a tuning or control parameter A. Such control parameter
enables us to have access, for any available sample, to an estimator of the extreme value
index with a null dominant component of asymptotic bias, and consequently with a
reasonably flat mean squared error pattern, as a function of k, the number of top-order
statistics considered. In Chapter 5 we are interested in an adequate estimation of the
dominant component of the bias of Hill’s estimator of a positive tail index ~y, in order to
remove it from the classical Hill estimator in different asymptotically equivalent ways.
If the second order parameters in the bias are computed at an adequate level ki of a
larger order than that of the level k at which the Hill estimator is computed, there may
be no change in the asymptotic variances of these reduced bias tail index estimators,
which are kept equal to the asymptotic variance of the Hill estimator, i.e., equal to
72. Next, in Chapter 6, we consider a new estimator of a scale first order parameter.
We study this new estimator both asymptotically and for finite samples. Finally, in
Chapter 7, we are interested in the estimation of a second order scale parameter [3.
Under a semi-parametric framework, we shall introduce a class of [-estimators and
study their consistency. We shall also deal with the conditions enabling us to get the
asymptotic normality of this class of estimators, and we shall illustrate the behavior
of the estimators, through Monte Carlo simulation techniques, for a wide variety of
heavy-tailed models.

Key Words: Statistic of extremes, Semi-parametric estimation, Regular Variation,
Heavy tails, Bias reduction.
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Notacao e abreviaturas

v.a. variavel aleatéria.
ii.d. independentes e identicamente distribuidas.
e.o. estatistica ordinal.
f.d. funcao de distribuicao.
e inversa generalizada de f, ou seja:
fo@) =inf{z : f(x) >t}.
U(t) funcao quantil reciproca associada a f.d. F, definida por
U(t) = (ﬁ)b(t) —F(1-1), >0
Xin 1-ésima e.o. ascendente de X, Xs,..., X,,.
fin funcao densidade da i-ésima e.o. ascendente, X;.,,.
F;., funcao de distribuicao da i-ésima e.o. ascendente, X;.,.
I4 funcio indicatriz, isto 6, I(x) = 0, =g 4
1, z€A
0 f=o0(g) seesbse tli)rgo%zo.
(@) f=0(g) se e sé se existir uma constante A, tal que
|flz)] < Ag(a2), Va1, 2o
~ f~ag, seesésetli)rglo%:l.
-, convergéncia em probabilidade.
BN convergéncia em distribuicao.
< com a mesma distribuicao assintotica.
< igualdade em distribuigao.
Op Xn = 0p(Yn) seeséseig—sLO, n — 00.
Oy Xn = Op(ay) se e s6 se para todo o 0 > 0 existir Ms > 0, tal que

P(|X,|/an < Ms) > 1—0, para todo o n natural.
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Capitulo 1

Introducao

A Estatistica de Valores Extremos procura estimar pardametros de modelos de acon-
tecimentos raros e é aplicada em areas tao diversas como, por exemplo, Hidrologia,
Fiabilidade, Seguros ou Cotagoes de indices financeiros. A maioria dos resultados exis-
tentes destina-se a cauda direita 1 — F' e pressupoe que as amostras aleatorias sao i.i.d.
(como acontece neste trabalho) ou apenas estaciondrias. Os resultados para a cauda
esquerda obtém-se de forma andloga aos da cauda direita e é por esta razao que quase
nao se encontram na literatura. Um dos parametros fundamentais em Estatistica de
Extremos é o indice de valores extremos, aqui designado por . Trata-se do parametro
de forma da distribuicao limite da sucessao de méximos linearmente normalizada e que
ird merecer algum destaque neste trabalho. Para além deste parametro fundamental,
vamos também abordar a estimacao de um parametro de escala de primeira ordem
da cauda 1 — F' e um parametro de “escala” de segunda ordem, de uma subclasse de
modelos de cauda pesada, a classe de Hall.

Os estimadores semi-paramétricos de parametros de primeira ordem, como por
exemplo o indice de valores extremos positivo, baseiam-se geralmente nas k estatisticas
ordinais de topo da amostra. Eles sao consistentes para a estimagao do parametro
de acontecimentos raros, apenas quando k é intermédio, isto é, quando k = o(n),
k,n — oo. Sob a validade de uma condicao de variacao regular de segunda ordem,
existem funcoes ¢(k) — 0 e A de variacao regular, tal que os estimadores cléssicos

de um parametro de primeira ordem, 6, verificam a seguinte representacao assintotica,
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em distribuicao,
On(k) = 0+ 0p(k) Z), + byA(n/k)(1 + 0p(1))

onde Zj, é assintoticamente uma variavel aleatéria normal padrao, o > 0, b, € R.
A . ~ PPN . .’ . ‘t /t. ~ t. t k 2

s aproximacoOes para a variancia e viés assintdticos sao, respectivamente, (o e
b,A(n/k). O facto de muitos destes estimadores nao serem assintéticamente centrados
leva-nos a utilizar o critério de minimizagao do erro médio quadratico para escolher o
nivel 6ptimo. Consequentemente, o padrao deste tipo de estimadores classicos é muito

volatil e deve-se essencialmente a:

Elevada variancia para niveis, X,,_.,, elevados, ou seja, para valores de k peque-

nos;

Viés elevado para niveis pequenos, isto é, para grandes valores de k;

¢

e Pequena regiao de estabilidade do gréafico das estimativas “versus” k;

Ntumero reduzido de niveis k com erro médio quadratico préximo do erro médio

quadratico minimo.

De modo a encontrar melhores alternativas aos estimadores cldssicos, os estimadores
de parametros de primeira ordem, introduzidos neste trabalho, sao “assintoticamente
centrados”, isto é, tém termo dominante de viés nulo. Este tipo de estimadores requer,
muitas vezes, a estimagao de parametros de segunda ordem tais como o parametro de
“forma” denotado por p e/ou o parametro de “escala” denotado por f3.

No Capitulo 2, deste trabalho, referimos alguns resultados classicos das estatisticas
ordinais, que consideramos importantes. Apds uma breve referéncia a teoria exacta,
fazemos a classificacao das estatisticas ordinais entre estatisticas ordinais centrais, in-
termédias ou extremais e estudamos o seu comportamento assintético. Referimos nao
86 quais as distribuicao assintéticas como as respectivas condigoes necessarias e suficien-
tes para a existéncia dessa distribuicao. Quase todos os resultados que apresentamos,

sao referentes as estatisticas ordinais extremais e intermédias (por estarem relacionadas



com a caracterizagao do dominio de atracgao para méximos). Por fim caracterizamos o
dominio de atracgao para maximos, usando a Variagdo Regular, uma ferramenta essen-
cial em Teoria de Valores Extremos. Apresentamos condigoes de variagao regular, até
a terceira ordem, e caracterizamos alguns dos modelos usuais de cauda pesada. Todos
eles verificam as condicoes de variacao regular apresentadas e pertencem a uma classe
de modelos, aqui designada por classe de Hall (de terceira ordem), isto é a uma classe

de modelos com cauda do tipo
1 — F(z) = Co~ YY1 + DaP/Y 4+ Ex®/7 + o(z*/7)), T — 00,

ondey>0,p<0,C>0,D#0e E #0.

No Capitulo 3 referimos alguns estimadores de parametros de primeira ou segunda
ordem. Como, na literatura, a maioria dos estimadores s6 esta estudada até a segunda,
apresentamos algumas propriedades assintoticas sob a validade da condigao de variacao
regular de terceira ordem.

No Capitulo 4, deste trabalho, introduzimos uma nova classe de estimadores do
indice de valores extremos ~. Esta classe tem um parametro de controlo, A, que pode
ser escolhido ao nosso gosto. Apresentamos algumas propriedades assintoticas, e de-
monstramos que se o parametro A for devidamente escolhido a componente dominante
de viés assintético é nula. Apresentamos também um estimador para o parametro de
controlo que resulta do estimador do parametro de forma p existente na literatura. Por
fim, recorremos a um estudo de simulacao para ilustar o comportamento do estimador
para amostras de dimensao finita. A simulacdo é realizada ndo sé para A conhecido,
mas também desconhecido e estimado a partir da amostra.

No Capitulo 5 abordamos novamente a estimacgao do indice de valores extremos.
Muitos dos estimadores assintoticamente centrados existente na literatura apresentam
uma variancia assintética superior a do estimador de Hill. Mesmo assim a remocao
da componente dominante de viés permite que o erro médio quadratico seja muito
inferior ao do estimador de Hill. Os estimadores agora propostos e estudados sao

baseados no classico estimador de Hill. Apresentamos algumas propriedades para os
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novos estimadores do indice de valores extremos e demonstramos que se os parametros
de segunda ordem forem estimados num nivel k1, de ordem superior ao nivel k utilizado
para estimar o indice de valores extremos, nao existe qualquer alteracao na variancia
assintética do estimador de Hill e esta mantém-se igual a 42. Estudamos também o
comportamento destes novos estimadores para amostras de dimensao finita através do
método de Monte Carlo.

No Capitulo 6 abordamos a estimagao de um parametro de escala de primeira
ordem. Como as trajectérias amostrais do estimador classico deste pardmetro sao
bastante volateis, o principal objectivo é a reducao de viés. Introduzimos novos esti-
madores de viés reduzido e apresentamos propriedades assintéticas em contexto de
terceira ordem. O Método de Monte Carlo é depois utilizado de modo a obter o com-
portamento destes estimadores, para amostras de dimensao finita, comparativamente
com outros existentes na literatura.

Por fim, introduzimos no Capitulo 7 uma classe de estimadores do parametro de
“escala” de segunda ordem, 3. Trata-se de um parametro que tem recebido na literatura
muito menos atencao do que o parametro de forma p, mas cuja adequada estimacao é
fundamental para muitos estimadores “assintoticamente centrados” de parametros de
primeira ordem, como os introduzidos nos Capitulos 5 e 6. Provamos a sua consisténcia
e indicamos condigoes que garantem a sua normalidade assintética. Usando o método
de Monte Carlo estudamos esta classe de estimadores de (3, para amostras de dimensao

finita de alguns modelos de cauda pesada.



Capitulo 2

Breve introducao a Teoria dos
Valores Extremos

Pretendemos neste capitulo apresentar algumas defini¢oes e resultados da Teoria dos
Valores Extremos (TVE) para varidveis aleatérias (v.a.’s) independentes e identica-
mente distribuidas (i.i.d.). Neste capitulo, os livros de Arnold et al. [2], David [11],
Reiss [43] e Resnick [44] s@o referéncias obrigatoérias.

Comegamos por apresentar, na seccao 2.1, alguns resultados relativos a distribuigao
exacta de estatisticas ordinais (e.0.’s), enquanto que na secgao 2.2 introduzimos a re-
spectiva teoria assintética. E feita a distingcao entre e.o.’s centrais, intermédias e extre-
mais e apresentamos a distribuicao limite nao degenerada, G, do méximo, linearmente
normalizado. A seccao 2.3, é dedicada a teoria das func¢oes de Variacao Regular, fer-
ramenta essencial para caracterizar os modelos no dominio de atracgao para maximos
da distribuicao limite nao degenerada. O recurso a estudos de simulacao é uma pratica
corrente para ilustrar o comportamento das estatisticas e é por isso que interessa co-
nhecer o comportamento da cauda de alguns modelos. Assim, na seccao 2.4 deste
capitulo, comecamos por caracterizar até a terceira ordem varios modelos de cauda
pesada. O estudo do modelo ¢ de Student é mais extenso que o dos restantes modelos.
Por se tratar de um modelo importante, apresentamos todos os resultados utilizados

para caracterizar a cauda até a terceira ordem.
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2.1 Teoria distribucional exacta

2.1.1 Distribuicao de uma estatistica ordinal

Seja X1, Xo,... X, uma amostra aleatoria i.i.d. de dimensao n, proveniente de um
modelo com fungao de distribuigao (f.d.) F e X3, < Xo,, < ... < X, as respectivas
e.0.’s associadas a amostra.

Represente-se por Fj.,,(z), a f.d. de X;.,,, 1 <7 < n. Tem-se entdo para qualquer z € R:

n

Fip(z)=1-P (ﬂ X; > x) =1-J[a-F@)=1-(1-F(x)";

i=1

Fpp(z) =P <ﬂ X; < x) =[[F) = F*(=).
=1 =1

De um modo geral,

n
F.(x) = P (pelo menos i das n observacoes < x) :Z <Z> [F(z)][1 = F(x)]"F,
k=i
ou seja, a f.d. de Xj., é a cauda direita de uma f.d. binomial de parametros n e F'(x).

Se a v.a. X é absolutamente continua, a funcao densidade de X;.,, é dada por:

n! i n—i
fim(@) = = D(n =] [F ()] f(2)[L - F(a)]
1 i—1 n—i 21)
= m[F(x)] Sl = F(z)]"™,

onde B(p,q) = fol P71 (1 — )7 Ydz , p > 0, ¢ > 0, é a funcio Beta completa.

De modo analogo, a f.d. do par aleatério (X, Xjm), 1 <i<j<n,é

n k

2.2 Nk — l;'(n . k)!Fl(x)[F(y) ~F@) ' -Fu)" Tt a<y

E,j:n(xvy): k=j l=i

Fj:n(y) 5 T >

E também possivel obter a fungado densidade do par aleatério (Xj.,, Xj.), com
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1<i<yi<ne

figm(,y)= (i—l)!(j—?il)!(n— -)uFi_l(CC)[F(?/) — F@)P " L= F)"™ f(x)f(y)

= B(z‘,j—z‘)Bl(j,n—j—l—l)Fi_l(x)[F(y) —F(@) " 1= F)]" ™ f(2)f (),

se = <uy.
(2.2)
2.1.2 Momentos de estatisticas ordinais
Por definicao, o valor esperado da i-ésima e.o. é:
1 ) )
in=E[Xip] = ————— [ aF"H2)[l - F(2)]" "dF
pin = E[Xin] = gy [ oF T @l - F@)PaF (@)
L 1 (2.3)
= F1 =l —w)v i d 1<i<n.
B(i,n—i—i—l)/o (wu"" (1 —u) u, <i<n

Para definir a variancia/covariancia de e.o.’s, é necessario introduzir os respectivos

momentos de ordem dois. Considere-se mais geralmente,

0 =& |xk,] = S — / FF (@)1 — F(a)]"dF
p b = o L @ - P ar)
= F! =l — )i g 1<1<n.
B(i,n—i—i—l)/o [F~ M u)]" v (1 = u) u, <i<n
A covariancia entre X;.,, e X;., ¢ dada por,
Tijin = Mijin — Mintbjin = E[XinXjin] — E[Xin] E[Xj0], (2.5)

onde t; j., €:

Hijin = BT BGA 7D /A<yxyFi_1(x) [Fy) - F@)P 7" x

X [1—F(y))" 7V dF(z)dF(y), 1<i<j<n.
Quando i = j em (2.5), obtemos a variancia de X;.,,, o2

“n’

02, = V[Xiw] = E [X2,] = B2 [Xin] = ) = (icn)?. (2.6)
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2.1.3 Propriedades dos modelos Uniforme, Exponencial e Pareto

Pretendemos apresentar, para alguns modelos importantes, resultados da teoria dos va-
lores extremos necessarios para obter propriedades assintoticas de algumas estatisticas.
Referimo-nos aos modelos Uniforme, Exponencial e Pareto padrao (ou standard), cujas
v.a.’s serao, sempre que possivel, representadas pelas letras U, E, e Y, respectivamente.
Apresentamos na Tabela 2.1 a funcao densidade e alguns momentos de e.0.’s para estes
trés modelos. Nesta Tabela, considera-se que f; ., = ,uﬁz, que u(oﬁ)l é igual ao limite

inferior do suporte e que I representa a funcao indicatriz definida por

0, z¢ A
IA(x):{l xiA

Tabela 2.1: Propriedades de e.o.’s de alguns modelos padrao (i < j)

Uniforme Exponencial Pareto
f@) | Loae) e Lp,o0((7) 1)1 o))
[ 2 1 n
[in a > F e
1 j=n—i+1’
(k) | nl(itk—1) (k) & (k1) nl(n—i—k)!
Hiim W’(z—%)' Hi—1n—1 + ntim m
2 i(n+1—1) L 1 ni
Tin | GrDZGrD) N [ ey
Jj=n—i+1
o i(j+1) o 1 A n(n—1)
Hijn | Gamez) | Hij—tm T g=jgabin (n—i—1)(n—j)
Pizn(L—ptjin) 2 ni
Tijin | — g2 Tiin =i (n=7)

Teorema 2.1.1. Sejam Uy, Us, ..

e sejam X1, Xo,... X, v.a.’s i.i.d. com f.d. continua Fx(x).

Fy(Xi) = Usp,

Demonstracao.

Pelo teorema da transformagao uniformizante, a distribuigdo de Fyx(X) é Uniforme

i=1,...

S Up v.a.’s id.d. com distribuicdo uniforme padrdo

, M.

Tem-se que:
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standard. Mas, se Fiy(X) = U e sendo Fx uma f.d., que é ndo decrescente (ou seja

preserva a ordem), o resultado é imediato. ]

Observagao 2.1.1. O resultado do Teorema 2.1.1 € equivalente a, X;.,, < Fy (Uin),
1 =1,...,n, onde Fx é uma f.d. arbitraria e Fy a respectiva inversa generalizada,

definida por:

Fo(t) =inf{x: Fx(x) > t}. (2.8)
Observagao 2.1.2. Também resulta que se X for uma v.a. continua,

Xin =Ux(Yim), 1<i<n, (2.9)
onde a Ux representa a fun¢do quantil da v.a. X definida por

Ux(t)y=Fy (1—-1/t), t>1, (2.10)

e Y representa uma v.a. com distribuicao Pareto padrao.

Teorema 2.1.2 (Representacao de Rényi). Sejam E;.,,, 1 <i<n as e.0.’s asso-
ciadas a uma amostra aleatoria Exponencial padrao, de dimensdo n. Verifica-se que

7 7

E .
B = Z(Er:n - Er—l:n) < Z m, 1<1<n, (2.11)
7":1 r=
onde Ey., = 0.

Observagao 2.1.3. Como consequéncia do Teorema anterior,

Ei = (n—i+1)(Ein— Ei_1n), 1<i<n, (2.12)

d

Ejp —FEin=FEj_jny 1<i0<j<n. (2.13)
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Proposigao 2.1.1. Sejam Y wuma v.a. Pareto padrdio e E uma v.a. Exponencial

padrao. Se considerarmos Yy., = 1, o0s sequintes resultados sao sempre vdlidos:

InY;., = Ei.n, 1<e<ny (214)
Y, i
S R (T 1<i<k<mn; (2.15)
Yn—k:n

Demonstracao.

O primeiro resultado demonstra-se aplicando o teorema da transformacao uniformi-
zante. Como 1 —e¢ P20 e 1— % L U, resulta que E ZInY . Sendo a funcao In
crescente é obvio que também havera igualdade na distribuicao das respectivas e.o.’s.

Como o segundo resultado é equivalente a In (%) < 1n (Yi—i.k), para demons-
trar (2.15) basta usar a relacao entre os modelos Pareto e Exponencial, (2.14), e aplicar

(2.13),

Y
In <Yn ZIn) =Y, in—InY, pp = En—in — En_gn = Ex ik = InYy k-
n—kmn

O

Observagao 2.1.4. Se X representar uma v.a. Pareto com parametro de escala C7 e

pardametro de forma 7y, ou seja, se F(x) =1— Cz~ Y7, x> C7, entdo:

InX;., =vE;n +vInC, 1<i<n. (2.16)

2.2 Teoria Assintotica

Os resultados até agora introduzidos permitem-nos, de um modo fécil, obter formal-
mente a distribuicao exacta de e.o’s. No entanto, salvo algumas excepgoes, as expressoes
apresentadas acabam por ser dificeis de calcular, mesmo quando a dimensao da amo-
stra é pequena. Assim, hd interesse em estudar a distribuicdo para amostras de grande
dimensao (distribui¢ao limite), na expectativa de encontrar expressdes mais simples
que possam ser usadas como boas aproximacoes da distribuicao exacta.

O comportamento assintético de Xp., depende da relacao existente entre k = k(n) e

n. E possivel classificar em trés grupos as e.o’s:
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1. Se k(n) — oo e @ — a €]0,1[, Xjy(,):, diz-se uma estatistica ordinal
n—oo n—oo

central. Por exemplo, qualquer quantil empirico é uma estatistica ordinal central.

2. Se k(n) —>ooe%n)

— 0, Xj(n):n diz-se uma estatistica ordinal intermédia
n—00 n—00 '

inferior € X, _(n)., diz-se uma estatistica ordinal intermédia superior.

3. Diz-se que Xy ()., ¢ estatistica ordinal extremal inferior ou superior se k(n) = r
ou k(n) = n —r, respectivamente, em que r esta fixo. E este tipo de estatisticas e
respectivas distribuigoes limite que serao abordadas mais detalhadamente neste

trabalho.

E possivel relacionar os resultados das e.o.’s inferiores com as superiores usando a

relagao,
Xi:n = _Yn—i+1:n7 1<i< n,
onde Y; = —X;. Por esta razao apenas serao estudadas as e.o.’s superiores. Iremos

também utilizar estatisticas ordinais intermédias superiores, X,,_k.,, onde k = k(n)
representa uma sequéncia intermédia, isto é, uma sequéncia de valores inteiros entre 1

e n verificando,

k= k(n) — oo, k/n — 0, n — 00. (2.17)

2.2.1 Estatisticas Ordinais Centrais e Intermédias

Comegamos por apresentar o resultado que nos indica qual a distribuicao limite duma

e.o. central.

Teorema 2.2.1 (Distribuicao assintética duma e.o. central). Seja 0 <p <1 e

F absolutamente continua com f(F~Y(p)) > 0. Resulta que para i = [np] + 1,

(in - Fﬁl(P)) d

Vrf(F~1(p)) ) = N(0,1), n— oo. (2.18)
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Exemplo 2.2.1 (Modelo Exponencial). Considere-se o modelo Exponencial padrao.

Entao, para i = [np] + 1,

- Ximn +1n(1 —p) R
f( 0D ) MO

A distribuicao limite de uma e.o. intermédia depende da velocidade de crescimento
de k = k(n), e pode ou nao ser normal (Falk [16]). O Teorema que a seguir apresenta-

mos, indica as condi¢oes que garantem a normalidade assintética.

Teorema 2.2.2 (Distribuicao assintética duma e.o. intermédia). Seja F' abso-
lutamente continua, satisfazendo uma das condig¢oes de von Mises, presentes no Teo-
rema 2.2.5, e k uma sequéncia intermédia verificando (2.17). Entdo existem constantes
normalizadoras a, > 0 e by, tais que:

Xn—k-‘,—l:n - bn
Aan,

— N(0,1). (2.19)

Uma possivel escolha para as constantes normalizadoras é: a, = Vk/[nf(by)] e by =

F(1—k/n).

Exemplo 2.2.2 (Modelo Pareto). Seja Y uma varidvel aleatéria com distribui¢do
Pareto padrao, isto é, com f.d. F(y) =1—1/y,y > 1 en—k =n—k(n) uma sequéncia
intermédia (superior). Como a distribuicao verifica as condi¢oes de von Mises, estd
nas condi¢oes do teorema anterior. Logo, podemos escolher a, = n/(kV'k), b, = n/k
e garantir que

Yok — bn k
In—k+lin 7 Un = \/E (gYnkJrl:n - 1) i) N(O’ 1)

Qn

Dois resultados importantes relativos a este modelo Pareto sao:

Proposigao 2.2.1. Seja Y wma varidvel aleatoria com distribui¢ado Pareto padrdo e

k = k(n) uma sequéncia intermédia. Verifica-se que

k
Y em =1, n— . (2.20)
n
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Demonstracao.
O resultado é imediato ja que E [%Yn—k:n] =1leV [%Yn—k:n] = Jk;f‘l) — 0, porque
k = k(n) é sucessao intermédia. O

Proposigao 2.2.2. Nas condi¢coes da Proposicao anterior, podemos garantir a sequinte
representacdo assintotica, em distribuicao:

k ¢ Q@

onde a By, = Vk (%Yn,k;n — 1) € uma varidvel assintoticamente normal padrao.
Demonstracao.

A demonstracao é quase imediata. Basta utilizar o desenvolvimento
f@)y=z"=fO)+f (D@ -1)+ox-1), z—L

A justificacdo para a normalidade assintética de By, encontra-se no Exemplo 2.2.2. [

2.2.2 Estatisticas Ordinais Extremais

Relativamente as e.o.’s de topo, apenas estudamos o comportamento limite para o
maximo, X,.,. A f.d. de X,.,, é:

0, z<F(1)

Fon(w) = F"(z) — { 1, z>F (1)

Isto significa que a distribuicao limite de X,,., é degenerada e este resultado acaba
por ter pouco interesse. Para eventualmente obtermos uma distribuicao limite nao

degenerada é necessario normalizar convenientemente X,,.,. Assim, seja %‘bn
n

, 0
maximo normalizado, onde b, representa uma mudanca na localizacao e a, na escala.
O préximo teorema indica quais as possiveis distribuicoes limites nao degeneradas para

o maximo devidamente normalizado.
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Teorema 2.2.3 (Gnedenko [23]). Diz-se que uma f.d. F pertence ao dominio de
atracgdo para mdximos de uma f.d. G (nao degenerada) se existirem sucessoes reais

an >0 e b, € R de constantes normalizadoras (ou constantes de atrac¢dao) tais que:

P (Xnim = bn)/an < ) = F*(anz + bp) — G(), (2:22)

n—o0

em todos os pontos de continuidade de G e escreve-se F € D(G). Entao G assume

uma das trés sequintes formas paramétricas:

D, (x) = exp(—x~ %), x>0, a>0 Fréchet; (2.23)
Vo) = exp(—(—x)%), r<0, a>0 Weibull; (2.24)
A(x) = exp(—e ), z€R Gumbel. (2.25)

Os trés tipos de f.d. podem ser escritos de forma unificada através da f.d. de valores

extremos (distribuigdo EV, do inglés “Extreme Value”).

1
—1 =301 >0 0
Ole) = G () = exp[—(1+7z) 7], 147z se v # ’ (2.26)
7 _
exp(—e~ %), z€eR se v=0

onde v € R é o parametro de forma da distribui¢ao EV (von Mises [45]). Este parametro
estéd directamente relacionado com o peso da cauda do modelo F', ou seja, quanto maior
o valor de v mais pesada é a cauda 1 — F.

E possivel relacionar (2.23) e (2.24) com (2.26), através dos seguintes resultados:

Gy (2) = Byy(L+72), 7> 0;

Gy(z) =V /(=1 +72)), 7 <O0.
Os modelos no dominio de atraccao de G podem ser classificados em trés grupos
distintos:

e modelos com cauda pesada (y > 0) onde a cauda da distribuicao se comporta

como uma poténcia e onde eventualmente alguns momentos nao serao finitos.

e modelos de cauda leve (v = 0), cujas fungoes de distribuigao apresentam cauda

exponencial.
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e modelos de cauda curta (v < 0) com limite superior do suporte finito.

Observagao 2.2.1. Utilizando a transformagdo logaritmica, verifica-se que (2.22) é
equivalente a

n(l — F(apz +b,)) — —InG(x). (2.27)

n— oo

A escolha das sequéncias de constantes normalizadoras a,, e b, nao é tnica. Qual-
quer escolha de constantes normalizadoras aj, > 0 e b}, € R é assintéticamente equiva-
lente se e s6 se,

al o —b,

n—0o0 n—o00 A,

= 0. (2.28)

O Teorema seguinte é um dos resultados classicos em TVE, e constitui a base da
respectiva teoria assintdtica. Este teorema indica condigOes necessarias e suficientes
para que uma f.d. F pertenca ao dominio de atracgdo para maximos de uma das trés
distribuigoes limite nao degeneradas. Estas condigoes sao equivalentes as condigoes

iniciais dadas por Gnedenko [23].

Teorema 2.2.4 (Condigoes necessdrias e suficientes).

e € D(®,) seesdse F—(1) =+o0 e se existir uma constante o > 0 tal que:

. 1—F(te)  a ]
tlggo TR0 —In(®y(z)) =2~ ¢, Va >0 (2.29)

e FFe D(V,) seesdseF~(1) ¢ finito e se existir uma constante o > 0 tal que:

o 1= F(F—(1) — 1a)
oot 1— F(F—(1) — 1)

= —In(V,(—2z)) = 27, V>0 (2.30)

e Fe D(A) seesdseE[X|X >c| € finito para algum ¢ < F—(1) e,

) 1-F(r4+2E[X —7|X >1]) R
Tﬂlll?rg(l) = (7 =—In(A(z)) =€ 7, Vr e R. (2.31)
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Note-se que modelos F' pertencentes ao dominio de atraccao da distribuicao Fréchet
(Weibull) tém sempre limite superior do suporte infinito (finito). Relativamente aos
modelos no dominio de atraccao do modelo Gumbel nada se pode dizer relativamente
ao limite superior do suporte (pode ser finito ou infinito).

As condigoes do teorema anterior nem sempre sdo faceis de verificar. No caso
de F' ser absolutamente continua pode-se verificar se sao validas para F' as condigoes
obtidas por von Mises. Estas condicoes sao mais faceis de verificar do que as anteriores.
Contudo enquanto que as anteriores eram suficientes e necessérias, estas apenas sao

suficientes.

Teorema 2.2.5 (Condigoes suficientes de von Mises). Seja F' uma f.d. abso-

lutamente continua com densidade f.

e Se (1) = +oo e se existir uma constante o > 0 tal que:

lim L)

Hel—F()

entdio F' € D(®,) .

e Se F (1) < oo e se existir uma constante o > 0 tal que:

A RN
t—F—(1) 1 — F(t)

= O[,
entio F € D(¥,) .

e Se F" for negativa no intervalo xg, F(1)[, com xg < F (1) e

i LOA-FE®)
tmF=  (F'(t))? ’

entdo F' € D(A) .

Caso nao seja possivel garantir a existéncia de segunda derivada de F', o Teorema
que a seguir se apresenta, proposto por de Haan, estabelece uma condicao suficiente
para o dominio de atraccao da Gumbel supondo apenas a existéncia da primeira de-

rivada.
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Teorema 2.2.6 (de Haan ([30]). Seja F absolutamente continua no intervalo
lzo, F—(1)], com xog < F(1) e com densidade positiva f. Se se verificar o limite,
F(1
IO e O
im
t—F—(1) (1—F(t))?
entdo F' € D(A) .

=1.

No caso de F' ter segunda derivada em ]z, F (1)[, com z¢g < F* (1), as condigoes

do Teorema 2.2.5 podem ser substituidas por:

1 entdao F € D(®,)
Se 1m (1=f0 T~ L entdo F e D(U (2.32)
e\ T ) T e oo Fe Do) '
0 entdao F € D(A)

Exemplo 2.2.3 (Modelo Normal). Considere-se o modelo normal padrao com f.d.
® e funcao densidade ¢ = ®'. Para este modelo, as condicoes suficientes de von Mises
verificam-se mais facilmente do que as apresentadas no Teorema 2.2.4. Como existe
sequnda derivada da f.d., e como ¢'(t) = —tp(t) e 1 — ®(t) ~ p(t)/t, t— oo, € facil
de verificar que

<1—7<I>(t))' =)t

(1) t—oo (1)

Portanto, de acordo com o Teorema anterior, a distribuicao normal pertence ao

lim
t—o00

dominio de atrac¢do para mdzimos da distribuicao Gumbel.

Teorema 2.2.7 (Constantes de atracgao). Uma possivel escolha para as constantes

de atraccao é:
ea,=F"(1-2) ¢ by=0 se FeD(®,).
ea,=F (1)-F (1-2) e b,=F(1) se FeDV,).
o an =E[X —bp|X >by] e bpy=F"(1-1) se FeD(A).
No caso de se verificar (2.32) e F € D(A), podemos também escolher a,, = m,

com b, = F— (1— l).

n
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2.3 Variagao Regular

2.3.1 Funcoes de Variacao Regular

A caracterizacdo do dominio de atraccdo pode ser feita num contexto de aplicacado de
fungoes de variacao regular. E assim importante introduzir alguns resultados funda-

mentais da teoria de Variacao Regular.

Definigao 2.3.1 (Funcao de variagao regular). Diz-se que uma fun¢do mensurdvel
f:RT = R éuma fungao de variagio regular (em oo) de indice o € R e representa-se

por f € RV, se para qualquer x > 0,

o T o
Jim =S . (2.33)

Se a = 0 diz-se que f é de variacao lenta.

Uma funcao de variacao regular pode sempre ser decomposta num produto de duas
funcoes, ou seja, se f € RV, entdao f(x) = x*L(z), onde L é uma fungao de variagao

lenta.

Exemplo 2.3.1. A func¢ao constante, e as fungoes Inz e Inln(c + x) sao exemplos de

funcoes de variacao lenta.

Nos préximos resultados é necessario admitir que a funcao f, de variacao regular

de indice «, é localmente integravel (integravel em intervalos limitados).

Teorema 2.3.1 (Teorema de Karamata). Se f € RV, a > —1 entdo foxf(t)dt €
RVoy e

_af(x) ,
O A
Se f€RVy, a<—1 (ousea=—1e[° f(t)dt <o), entao [~ f(t)dt € RVayq, €
f(x)

lim

oo [ f(t)dt —la+1).
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Corolario 2.3.1 (Representacao de Karamata). f € de variacdo regular de indice

a € R se e s6 se eristirem funcoes ¢ : RT — RT e e: RT — R tais que:

(@) = e(z) exp ( /1 ' @dt> Va1, (2.34)

t

onde lim,_,o ¢(x) = ¢ € [0,00] e lim,_.o €(2) = .

Proposicao 2.3.1 (Condigao de von Mises). Se f : Rt — Rt ¢ absolutamente

continua e tem derivada f' perto de 0o, satisfazendo,

L)
tlggo () -

entao f € RV,.

Proposicao 2.3.2 (Derivada). Se f € RV, com a > 0 (a < 0) entao f é assintotica-
mente equivalente a uma fungdo g estritamente crescente (decrescente) e diferencidvel,

com derivada ' € RVy—1 (—g' € RVy—1).

Proposicao 2.3.3 (Limite). Se f € RV, a € R, entdo mh{(t) — «. FE isto implica

t t—oo

que:

lim f(t):{ 0, se a<0

t—o0 00, se a> 0.

Proposicao 2.3.4 (Adicao e Composicao). Sejam fi € RV,, e fo € RV,,.
Entao fi1 + f2 € RViax{ai,a0}- S€ para além das condigoes anteriores se verificar

im0 fa(t) = 00, entdo fi1 o fo € RVy,ay-

Proposicao 2.3.5 (Inversa). Se f é ndo decrescente, lim;_. f(t) € finito, e f € RV,,

a € RY, entio f~ € RV q.
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Proposicao 2.3.6 (Inversa assintética). Para qualquer fungdo de variagdo lenta
L, existe uma fung¢ao L*, também de variagao lenta, tal que L(z)L*(xL(x)) — 1 e
L*(x)L(zL*(z)) — 1, quando * — oo. Definindo h(x) = zL(x), vem que L*(x) ~

h=(x)/x, x — o0. Se a func¢ao L verificar as condigies:

o o, M)
L(zL(x)) L(x) ’
entao L*(x) = ﬁ e h™(x) ~ o r — 0.

A teoria das funcoes de variacdo regular é suficiente para a caracterizacao dos
dominios de atraccao para méximos dos modelos Fréchet e Weibull. Para também
se conseguir caracterizar o dominio de atraccao da Gumbel, é necessério introduzir
algumas extensoes da classe das funcoes de variacao regular, nomeadamente a variacao

I' e a variacao II.

Definicao 2.3.2 (Variagao I'). Uma fun¢ao f ndo decrescente é de variagio T', e
representa-se por f € I', se f estd definida no intervalo |y, zo[, limg—,, f(z) = o0 e

existe uma fungao positiva b definida em |y, xo[ tal que para qualquer x,

b))

A funcdo auxiliar b € assintoticamente unica.

Defini¢ao 2.3.3 (Variagao II). Seja f uma fungdo ndo negativa e nao decrescente
definida num intervalo |x1,00[. Diz-se que f € de variacao 11, e representa-se por
f €11, se existir uma funcgao a(t) > 0, tal que para qualquer x > 0,

N CORNI0)

Jim o) =Inz. (2.36)

A funcao auxiliar a € assintoticamente inica.

Observagao 2.3.1. Considerando x = e, em (2.36), podemos escolher como fun¢ao

auziliar, a(t) = f(te) — f(t).
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Proposicao 2.3.7. Sejam F uma fung¢ao de distribuicao, F* =1/(1—F) eU = (F*)~

a fungao quantil definida em (2.10). As sequintes expressoes sao equivalentes:

1. F e D(A); 2. F*eT; 3. Uell

2.3.2 Caracterizagcao dos dominios de atraccao e comportamento de
segunda ordem

Utilizando a teoria das fungoes de variacao regular podemos reescrever as condigoes
necessarias e suficiente do Teorema 2.2.4.
Proposicao 2.3.8. Seja F uma f.d. e U(co) := limy_,o U(t). Entdo,

1. Fe D(Gy),v>0seesoseUc RV,.

2. FeD(G,), <0 seesoselU(x)<ooelU(x)—U(t) € RV,.

3. F € D(Gp) se e s6 se U €11.

A caracterizacao de Gnedenko dos dominios de atraccao baseia-se em condigoes
assintéticas sobre a cauda 1 — F. Utilizando a funcao quantil, definida em (2.10), de

Haan obteve uma caracterizacao unificada dos dominios de atracgao.

Teorema 2.3.2 (de Haan [31]). Uma f.d. F € D(Gy), onde v € R € o indice de

valores extremos, se e sd se existir wma funcdo positiva a tal que para qualquer x > 0,

. Ulte) - U(t) 27 -1
Jim S = (2.37)

No caso de v =0, substitui-se

Y —
2L por Inx.

v
O resultado do teorema anterior é equivalente a:

lim Ulte) =U(t) 27 —1
t—oo Ulty) —U®) 3y —1’

parax >0,y >0, y # 1. Se v = 0 substitui-se Z::j por E—g
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Corolario 2.3.2. Nas condi¢oes do teorema anterior,
a) sey >0, entdo U(oco) =00 e a(t) ~yU(t).
b) sey <0, entdo U(co) < o0 e a(t) ~ —y(U(oco) — U(t)).

c) sey=0, entio U € RVj se U(co) =00 e U(oo) —U(t) € RVp se U(oo) < 0.

Para se conhecer o comportamento assintético, em distribuicao, de estimadores
semi-paramétricos do indice de valores extremos, é necessario conhecer o comporta-
mento de segunda ordem da cauda do modelo. Para isso é usual admitir-se a seguinte

condigao, de segunda ordem, sobre a velocidade de convergéncia da condigao (2.37) (de

primeira ordem), isto é, sobre a velocidade de convergéncia de % para =L
Considere-se a seguinte condicao de segunda ordem,
Ultz)-U(t)  a7—1
lim ““)A(t) Y = H(z,y,p), Vx>0, p<0, (2.38)
z7—1

onde a fungao A(t) converge para 0 e H nao é multipla de . Se as fungoes a e A

forem convenientemente escolhidas entao H admite a forma:

1 e 1 T—1
H(‘T’ryvp):_(x _x ), IE>0, p§0
p\ Y+p ¥

Observagao 2.3.2. Se p < 0, entdo é muito mais comodo substituir H, em (2.38),
pela fungdo:

1 Yte 1
H*(x,’y,p):—<x7>, x> 0.
p\ v+p

Proposicao 2.3.9. Admitindo que p < 0, a(t) ~ ait”, e A(t) ~ p(y + p)ast’ /a1, a
condi¢ao (2.38) € equivalente a:

1 —

1
U(t) =ag+ay +agt’™P +o(71P), a1 >0, ag #0, t— o0.
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Muitas vezes preferivel trabalhar com uma condicao de segunda ordem sobre a
fungdo InU (em vez da fungao U). Pode ser consultado mais detalhadamente, em
Draisma et al. [13], Ferreira [17] ou Ferreira et al. [18], que a condicao de segunda
ordem (2.38) é equivalente a

nU(tz)-InU(t) 27— —1

: aO(t) V- _ *

onde - =min(y,0), 74+ = max(y,0), ao(t) = a(t)/U(t), A*(t) € RV, é tal que:

A(t), c=0
A ) =4 - e==o0
PA(t c= 2
Yt+p? v+p
Ccom
(0, v<p
e —
alt) _ i gi L e (U(t) —a(t)/7)) =0
c= lim £ s _ ) ot v P 00 aH =
oo A(L) too, p<y<0
too,  0<y<—p e lm(U(t)—a(t)/7))#0
\ :l:OO, V=P
(]

= 0<y<—p e lim(U(t)—a(t)/y)) #0

pP=9 p<y<0
pr (0<y<—pe lmU@E)—a(t)/y)=0) ou y<p ouy=>—p

2.3.3 Condicao de segunda e terceira ordem para modelos de cauda
pesada

As condicoes de segunda ordem até agora apresentadas sdao complexas, j4 que caracte-

rizam a cauda de modelos no dominio de atrac¢ao para maximos de qualquer uma das

trés distribuicoes limite. Se F' é um modelo de caudas pesadas, ou seja, se pertence ao

dominio de atraccao para maximos do modelo Fréchet, é possivel substituir a condicao

de segunda ordem, (2.38), por outra equivalente mas mais simples. Esta nova condicao

. . . . 1-F(t _
de segunda ordem vai medir a velocidade de convergéncia de —— F((f)) para 2z~ Y7 ou

de UU(%) para z7, através do parametro de segunda ordem, p < 0. Quanto maior for
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o valor de |p|, maior serd essa velocidade. A condicao de segunda ordem relativa a

velocidade de convergéncia é a seguinte: existe uma funcao A tal que,

L-Fltz) _ =1/v e/ _
lim 0 _n L x>0, (2.40)
s A ol

ou, se preferirmos em termos da inversa de F', existe uma funcao A tal que,

—
Tmn P =1
tli)I& OB x P x> 0. (2.41)

A fungao A é de sinal constante, verificando [A| € RV,,,. Sabe-se ainda que A(t) ~

v*A(U(t)) e |A] € RV, (Geluk and de Haan [22] ). Se p = 0, entdo xp;;:l e “pljl

deverao ser substituidos por Inz. Contudo, neste trabalho serd sempre admitido que

p <0.

No estudo de algumas estatisticas, é por vezes mais 1util trabalharmos com uma
condicao de segunda ordem para a funcao InU. Recorrendo ao desenvolvimento as-
sintético de ordem dois para a funcao In(1+x), verifica-se que (2.41) é assintoticamente

equivalente a

_ _ p_
lim InU(tr) —InU(t) —ylnz 2”1

Jim A = x>0, (2.42)

Como neste trabalho serd também necessario obter informacao relativa ao viés
assintético, de estimadores “assintoticamente centrados” de parametros de primeira
ordem, necessitamos de uma condicdo de terceira ordem. Admitiremos que a velocidade
de convergéncia da condigao de segunda ordem (2.42) é medida através da funcao B(t),
isto é, admitiremos que a condicao de terceira ordem,

InU(tz)-InU(t)—yInz g1

. A(t) P
1 -
e B(t) p+p

|

(2.43)

¢ vélida para qualquer z > 0. A funcao B é de variagao regular de indice p’ < 0.

Observagao 2.3.3. Em muitos modelos de cauda pesada, o parametro de terceira

ordem p' € igual ao pardmetro de sequnda ordem p.
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Observagao 2.3.4. Um modelo F que verifique uma das condigoes de varia¢ao regqu-
lar de uma determinada ordem, presentes neste capitulo, verifica também todas a(s)

outra(s) de ordem inferior.

2.4 Validacao das Condicoes de segunda e terceira ordem
para modelos existentes na literatura

Para caracterizar o comportamento da cauda, 1 — F', é por vezes necessario recorrer a

algum dos seguintes desenvolvimentos:

2
In(l4+2z)==x (1 — g + % + 0(x2)> , r — 0; (2.44)
; =1+az+ 2%+ o(z?), r—0; (2.45)
-z
2
(I+2)*=14+azr+ a(a— 1)% + o(z?), x — 0; (2.46)
cot(z) = L = T o 0 (2.47)
r)=——=——+o(z x — 0. .
z 3 45 '

2.4.1 Modelo Fréchet

Considere-se o modelo Fréchet padrao. Este modelo é caracterizado pelas seguintes

expressoes para a cauda, 1 — F(z), e para a fungao quantil, U(t),
1—F(z) =1—exp(—z~ /"), x>0, v>0,

Ut) = [m (t_il)]_7 t> 1. (248)

Utilizando (2.44) e (2.45), obtém-se

t In(1-1 1+ 5 + g +o(t™2
U($):,yln[n( i) . or + 3 +o(t™)

— | =7h
ln(l——z)] 1+ 57 + gagz +o(t7?)

5’7 (1_271
1262\ —2

:'ylnx—l—%(x__lfl>+ >+0(t_2), t — oo0.
Este modelo verifica a condigao de variacao regular de terceira ordem, (2.43), com

Aty=2,Blt)y=2 e p=p =-1
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2.4.2 Modelo Burr

Considere-se o modelo Burr com uma parametrizacao diferente da que aparece usual-
mente na literatura. Nesta parametrizacao os parametros do modelo correspondem ao
indice de valores extremos, 7, e ao parametro de segunda ordem p, e sao independentes.
Tem-se neste caso:

1/p
1=F@) = (1+277) ", w>0, >0, p<o, 2.19)

Uty=(t"-1)""",  t>1.

Aplicando a aproximagao assintética (2.44),

. z)P —117/°
in G [ 2t — )~ at — )

=~yInx + ~t* (_xppﬂ) + yt%° <—12§;1> + o(tzp)’ t — 00,

a condicao de terceira ordem (2.43) é verificada com A(t) = ~t?, B(t) =" e p=p.

2.4.3 Modelo Log-Logistico

Este modelo caracteriza-se por:

—1
1—F(x):<1+ﬁx1/7> . B>0, >0,

o= e (220

O modelo Log-Logistico pode ser obtido a partir do modelo Burr. Se Y tem distribuicao
Burr com p = —1, entao X = Y/B7 tem distribuigdo Log-Logistica. Usando (2.44),

prova-se que:

Ul(tx) 1— (tz)™!
nU(t) ’ynx—l—'yn[ 1
’y 1‘_1— ’y x_Q— —
:’ylnx—l—?( _11>+t_2(_—21>+0(t 2), t—>OO,
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2.4.4 Modelo GP com v >0

Na distribuigao Generalizada de Pareto as expressoes de 1 — F'(x) e da funcao quantil
Sao as seguintes:

1— F(z) = (1+~z)~/7, x>0, v>0,

t7—1 2.51
U(t) = , t>1. (251)

Tendo em conta que:

Ul(tx) 1— (tx)™"
nU(t) yInx + n[ T—
_ 1 ,‘Y x V-1 ,‘Y $72’Y—1 t—2’7 t
=yl + 2 (5= ) + 5 (=5 +o(t™), t— o0.
conclui-se que A(t) = t%, B(t) = t% e p=p = —~, sendo valida a condicao de variacao

regular de terceira ordem (2.43).

2.4.5 Modelo Cauchy

A distribuicao de Cauchy, uma t de Student com v = 1 graus de liberdade, é simétrica
relativamente a origem com caudas mais pesadas que a distribuicao normal. Para este

modelo a funcao cauda é
1 1
1—-F(x)= 5 - arctan(z), z eR. (2.52)
7r
Usando (2.47), obtém-se,

T t 72 m 4
U(t)zcot(;):;<1—¥—@+o(t )), t — o0.

Recorrendo a aproximagao anterior, para a fungao quantil,

22 s, 147
e ()
nEt 45t4

| —4
U(t) 32 \ 2 (5=t) +ot™, t—c

Também este modelo verifica (2.43) com vy =1, p=p' = =2, A(t) = % e B(t) = %
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2.4.6 Modelo t de Student com v graus de liberdade

Considere-se uma v.a. com distribuicao ¢ de Student, com v graus de liberdade, com

f.d.,

(%1) 12(_2)
F(z) = F(x|lv 1+ -2 dz, v eN. 2.53
@ =Fl) = gy [ (1452) e (2:53)

Pode-se garantir que 1 — F(z|v) = 3 (1 — A(z|v)) (Abramowitz and Stegun [1]) onde
A(z|v) é a funcao definida por

.
%0, v=1,

0 + sin(0) Z ZE) Il cos(2i+1)2(0)] , v {mpar > 1,
i=1

v/2

sin(6) Z

i L cos?i™ 2(0), v par,

“”77

com 6 = arctan (z/y/v). Na funcao anterior, representa o duplo factorial definido

por,
Al — 1, sen € {-1,0,1};
n(n —2)!! se n € N\{1},
ou seja,
all — n(n —2)(n —4)(n —6)...(4)(2), n par,
n(n —2)(n —4)(n —6)...(3)(1), n {mpar.
E possivel relacionar o duplo factorial com o factorial usual através das seguintes ex-
pressoes,
(2n)!! = 2"nl, n € Np, (2.54)
(2n+1)!

Observacao 2.4.1. FExcepto para alguns valores de v pequenos, nao € possivel ob-
ter analiticamente a inversa de F' e respectiva funcao quantil U. E necessdrio obter
Primeiro uma aprorimacdo assintotica para a cauda 1 — F, para depois se obter a apro-

rimagdo assintdtica para a respectiva funcao quantil.
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Ja se verificou para v =1 (modelo Cauchy) que se consegue calcular analiticamente a
funcao quantil. Também para v =2 e v = 4 € possivel obter analiticamente as sequintes

funcoes quantil,

—_9)2
Unlt) = (liemi(®) = Dy s, £51,
Uy, (t) = 2(2Ip o0 (t) — 1)\/2\/% cos (%) — 1, t>1,

onde o = arctan ( 4(5—:) — 1).

2.4.6.1 Aproximagao assintética para a cauda 1 — F

Comega-se em seguida por apresentar alguns resultados que permitem obter a apro-

ximacgao para a cauda, 1 — F', quando v é arbitrario.

Observacgao 2.4.2. Como 0 = arctan (z/\/v), verifica-se para qualquer z > 0,
sin(0) = V(1 +t)"1/2,

2
cos() = (1+8)72,  com t:(\%) .

Assim, excluindo o caso v = 1 (modelo Cauchy), a aprorimagdo assintdtica para

A(z|v), com x > 0, serd obtida a partir do desenvolvimento,

[e.e]

: 2
—3)! 2 342k, 21 1—k .
8 2;,, sin(f) cos? ™ E 2j,€ ) ”)k,t 2=k i>2 = (%) :
k=0

Como as propriedades da funcao duplo factorial variam consoante o argumento é par
ou fmpar, para obter a aproximagao assintética para A(z|v) e 1 — F(z|v) é necessério

considerar estes casos separadamente.

Considere-se v par. Neste caso,

v

2 S - 2\ —(i=1+k) 2o 2\~
Alalv) =Y [Z(—n’fgil@fi*;)’;?k’i (%) Hk] => > aix (%) "

=1 Lr=0 i=1 k=i—1
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onde

(2k — 1)1 ;
k=1 (2] — 2)(k — (i — 1)) h=i-bizll

ai = (—1)F~ 07V

A Tabela 2.2 contém a; , com ¢ <6 e k <6.

Tabela 2.2: Coeficientes a;;, com i <6 e k < 6.

k

2|0 1 2 3 4 5 6
111 111 3! 511 il 9l 11!
P 2221 2331 244] 255! 266!

9 1! 31 511 gl 9!l 111
202101~ 2T211! 2221121~ 232031 2421141 ~252115!

3 31 511 gl 9!l 111
2041101~ 2741l 2241121~ 234131 2441141

4 511 il 9!l 11!
2061001~ 2T6M1l 2261121 2361131

gl 9!l 111
208101~ 218! 2281121

6 9!l 111
2010101~ 2T10M1!

E assim possivel escrever,

00 2 .%'2 —k
1= Flaly) = %(I—A(x]u)) _ %Z > a <7> . (2.56)

Para v par, o coeficiente de ordem —2k do desenvolvimento em série de Taylor de
3

1 — F(x|v) corresponde a ”Q—k > a; k. Contudo, alguns dos primeiros coeficientes do
i=1

desenvolvimento de 1 — F' sao nulos. O resultado da préxima Proposicao é bastante

util porque indica quais os coeficientes nulos e permite simplificar (2.56).

Proposicao 2.4.1. A soma de todos os coeficientes a;y, com k > 1 fizo, € igual a

zero, isto €,

AR i 2k — 1)

;“wf 2.1 2k — 2 =

J=0
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Demonstracao.

O resultado é imediato se se usar (2.54) e o binémio de Newton:

k k
(=1)J(2k — 1)1 (2k — 1) Y1)k
= )" =0.
]Z Qj(gk_QJ llj 2k | jz: —j lj )() 0

O

Pode-se assim garantir que >.2 ; a;; = 0, com k < v/2. Resulta que a aproximagao

para 1 — F com v par, (2.56), é

C(w=DU N v+ DN NG
1= F(aly Z Zalk (xQ) 2wl <x2> 22(v 4+ 2)!! ( 2)
(2.57)
I/(l/ +2)(v+ 3N v\ T —(v+6)
24(v + 4)!! <F> +O(x ) e
De modo analogo pode-se escrever, para v impar,
v+1
2 (20 —-1) =3)! (2i—1)—2
A(CC|I/) = ; 0 + ZZ2 m sm(9) COS ((9) s v 2 3.
Como 0 = arctan(z/\/v) = (‘%) (k=1/2) ' temos agora,
1
2 = (=1D)F (22 ~ktz
Alalv) = ;{fzzk_l (5
k=1
S k= (i-1)
2 8] —(2—1 _ 1
(—1/2) (2k — 2)!I1 7 2\ —k+3
x— I
* Z; kgl i -3k —(i—1)) (%) 23
i~ (k-1/2) "3 oo (k—1/2)
=— blO+Zb1,k<_> +Zzbz,k(_> ;o v21
k=1 i=2 k=i—1 v
onde
™ (-1
bk = §I{k:O} t o 1I{k>0}7

(2k — 2)!!

o (_1\k—(i-1)
bz,k - ( 1) 2]{,@,1)(22- _ 3)” (kj (Z — 1)) I{k>z 1, i>1}+
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A aproximacao assintética para a cauda do modelo, com v impar, é,

L= AG) 1 [ 22\ 61/
k=0 \ =1

A Tabela 2.3 ilustra b; ;, com 7 < 5 e k < 6. Estes coeficientes verificam uma propriedade

que permite simplificar (2.58) e serd apresentada na Proposicao 2.4.2.

Tabela 2.3: Coeficientes b; ;, com 7 <5 e k < 6.

k
1| 0 1 2 3 4 5 6
T 1 _1 1 _1 1
1 2 1 3 5 7 9 11
9 1 211 41 6!! 8! 101!
2Tt 2211121 2311131 2411141~ 251115!
211 4N 6!! 8l 10!!
3 203101~ 2731l 2231121~ 2331131 2431141
4 41 6!! 8! 38!l
205101~ 2T5M! 2251121~ 235131
5 6!! 8! 38!l
207101~ 2T7hal T 227121

Proposigao 2.4.2. Para k > 1 verifica-se que Zfill bir = 0, ou seja,
n
- 2n)!! 1
S (2n) = (-1)"———  n=k-12>0.
—~ 277120 + 1)!(n —i)! 2n+1
Demonstracao.

Usando (2.54) e (2.55), resulta

Zn:(_l)“wi(% (fq))"lv(n T " (z'— fiQ% (?) <2Z>1

=0 i=0

[\

Utilizando o resultado presente em Prudnikov et al. [42], pag. 634,

S ()T A )

=0

Vr(2n—1)!
271

com a = 0, e a simplificagao I'(n+1/2) = , a Proposicao fica demonstrada. [
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A Proposicao anterior indica que alguns dos primeiros coeficientes do desenvolvi-
)

mento da cauda poderao ser nulos. Obtém-se assim a seguinte expressao para a cauda

v+1 1
1 [e9) 2 $2 —(k—3)
W= (S| (%)
ER (2.59)

1—-F(z -
=2\ i=1
) ) ()
T  vh v T\ 2(v+
+% (V(VQ?(?J(FV;)F!!?))”) (?) B +0 (x (V+6)> T

(2.59) relativos aos desenvolvimentos assintéticos de 1 — F,

Os resultados (2.57) e
com v par e v {mpar, respectivamente, permitem escrever de forma unificada a funcao

cauda,
1—F(zlv) =Cha™ (1+ D1z 2+ Dyox ™t 40 (ac_4)) , T — 00, (2.60)
com
(1/—!—22—1) v i =12,

D,;=(—1)
vi = (1) 221y — D)l(v + 20)I7
onde 7 =7 se v é impar ou T = 2 se v é par. Estes coeficiente estao calculados na

Tabela 2.4 para v < 8.
Tabela 2.4: Coeficientes C,, e D, o para v <8

v 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 23 40V5 | 135 | 784V7
C” T 2 T 3 3T 4 57 560
D 1) 3 18 _20 | _63 | _196 | _144
v,1 3 2 5 3 7 4 9 5
1 5 81 250 | 1701 | 3430
Dol 5 |3 | 7 |35 1% [70]| 71 | 528

2.4.6.2 Aproximagao para a funcao quantil

A funcao quantil pode agora ser obtida a partir da aproximacao assintética da cauda

(2.60).
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Proposicao 2.4.3. A funcdo quantil, U(t), do modelo t de Student com v graus de
liberdade é,

2 _ 4 1/v
U(t) = (Ct)"" [1 + D1 (Cot) v 4+ Dyg (Cut) 7 (1 + 0(1))] .t — o0,

Y 2 1% 14
com D= Dy = 103 = Dua (1 - 230l

O resultado desta Proposicao é um caso particular do resultado indicado na Pro-
posicao 2.4.4, e por isso, nao ¢ feita a sua demonstracao.

Utilizando a Proposicao 2.4.3, é possivel obter o desenvolvimento

2
1 2 v —1
In Ultz) =—Inz— 5Dy, (C,,t)_% <7x )
v

Uuit) v —2/v

2

4
— _afaxv —1 _4
= —3(2Dys = D},) (Cut) ™ <7_4/V > +o(t™).

A condigao de variagao regular de terceira ordem é valida com v = 1/v, p = =2/v,
_ 2D, _

A(t) =~ Dy (G ¢ B = (822 - D2,) () ",

Observagao 2.4.3. E possivel escrever A(t) =~ [P onde 3 € um parametro de “es-

cala” de sequnda ordem. Na Tabela 2.5 ilustramos, para v < 8, o valor deste parametro.

Tabela 2.5: Parametro de “escala” de segunda ordem do modelo ¢ de Student com
v <8.

1 2 3 4 5 6 7 8
22 261/3 2/3 | 10 | 3(15m)°/° 7 206/7 2/7 18
/8 % 3 32 / (37T) / 3—\/5 7(27)r1/5 2(10)173 §2 / (3571') / 5(35)1/4

2.47 GEV,~>0

Como (14~x) = (931*/14 7), este modelo corresponde ao modelo Fréchet com parametros

de localizacao e de escala igual a 1/7, v > 0, isto é, com f.d. e quantil dadas por:

—1
1—F(m):1—exp<_<%) ’Y>’ 1+~x >0,

JENY (2.61)
S )| Ml

")/ )
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Como

R _
Ut) = — [1 gy (3724 5> £t + O(tz)] , t— 00,

resulta que

t - _ _
an( 7) :fylnx—l—l(x_lfl)—i— i} (xf51>+%<—x 771)4—

U(t) 2t 12¢2 =
Y (21, YO+ 1) e “2c
+t2_W( =) 247+ (=tmt) ot t—oc,

onde ¢ = min(1,7). Conclui-se que este modelo verifica a condigao de variagao regular
de terceira ordem para modelos de cauda pesada (2.43). Na Tabela 2.6 sao dadas, para

os varios valores de ~, as constantes e funcoes da condigao de terceira ordem.

Tabela 2.6: Parametros de segunda e terceira ordem e fungoes A(t) e B(t) do modelo
GEV, para os varios valores do indice de valores extremos ~.

v o 10,50 | 5 | 151 | 1 | 1,20 | 2 |]2,+o0]
p -y || — | -1| -1 |-l -1
o -y | =y |y-1|-1]l=y |-1] -1
A & | & F | w | % | % | =
BO) | w | | |t | 57 |13 | @

2.4.8 Classe de Hall

Considere-se a classe de modelos andloga & introduzida em Hall [33] e depois utilizada
em Hall and Welsh [34] com a restrigao D # 0, isto ¢, a classe de modelos de ordem

trés, cuja cauda verifica,
1— F(z) = Ca Y7 (1 + DaP/" + Ex?0/7 4 o(2*/)), T — 00, (2.62)

ondey>0,p<0,C >0, D#0e FE #0. A proxima Proposicao permite obter uma

aproximacao para a inversa assintética de ﬁ
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Proposicao 2.4.4. A funcao quantil, U(t) = (ﬁ)(_, associada a este modelo é:
U(t) = (Ct)'[1 + D(Ct)” + E(CtH)* 4+ o(t*)]?,  t— . (2.63)
onde E = E + pD?.

Demonstracao.
A fungao quantil obtém-se recorrendo a técnica de inversao de séries de Taylor (Abra-

mowitz and Stegun [1]). Dada uma série de Taylor com termo constante nulo (ag = 0),
Yy =a1x + a2x2 + a3x3 + ..., (2-64)
a série de Taylor da funcao inversa é dada por
r=Ay+ A+ AsyP + ... . (2.65)

O célculo dos coeficientes A; é bastante simples. Basta substituir z em (2.64) por

(2.65), obtendo-se
Y = alAly + (a1A2 + agA%)yz + (a1A3 + 2a9 A1 A9 + agAil)’)y:S + ...

Resolvendo a equagao é possivel calcular os coeficientes A;. Os trés primeiros coefi-

cientes sao,

—1 -3 -5 2
Ay =ai", Ay = —aj ay, As = ai°(2a35 — aja3).

Para obter a inversa assintética de ﬁ basta resolver em ordem a x, a equagao,

t= %F(x) = C ' (1 + DaP!Y + Bz + o(x?/7)) 7L,

ou seja,

t =T(1 + DT + Ez* + o(7%)) "
_ptl
2

=T — pDT* — p [E D2] 5+ o(T%),
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com t = (Ct)P e T=aP/.
Utilizando a técnica de inversao de séries de Taylor, com ay = 1, as = —pD e

a3 = —p [E — %1172]7 conclui-se que

T=1 [l—i-pDZ—p <E+ %1?) 7 +o(f2)] &
27 = (Ct) [1 + pDt +p (E - pT—HD2> (s 0(%2)] 1//’.
Resulta assim,
U(t) = (Ct)'[1 + D(Ct)" + (E + pD*)(Ct)* + o(t*")]?,  t — o0,
tal como se queria demonstrar. O
Observagao 2.4.4. Pode-se também apresentar a funcdao quantil na forma

U(t) = (Ct)'[1 +vD(Ct)? + vE(CH)* + o(t?)],  t — oo, (2.66)

onde E = (E +551D?) = (B + 28=1p2),

Recorrendo aos resultados (2.44) e (2.45), obtemos

1 4 D(Ctx)? + E(Ctx)* + o(t* )]
1+ D(Ct)r + E(Ct)2, + o(t2¢)

—~ylnz+ va(Ct)f’(&p—l) +vp(2E — D*)(Ct)?* (%;1) + o(t%),

=vlnzx+~vIn [

quando t — oco. A cauda deste modelo também verifica a condicao de variacdo regular
de terceira ordem (2.43) com p' = p, A(t) = ypD(Ct)? e B(t) = (2E/D — D)(Ct)’.
Na Tabela 2.7 sao dados os parametros, e respectivas fungoes, da condicao de

terceira ordem, que relacionam os modelos anteriores com a classe de modelos de Hall.
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Tabela 2.7: Relacao assintdtica entre alguns modelos de cauda pesada e a classe de Hall

Modelo o p C D E E A(t) B(t)
Fréchet v -1 1 -3 i -+ 2 >
Burr v e | 1 Ly Ly o p
Log Logt. v -1 3 -3 7 0 2 1
SRETH N R L ;|2
Cauchy 1 -2 1 -3 1 - %%j 175%2
GEV 0<y<3 | —v U — o = 2 L
GEV N = % — | vV =4 —4 10 2 2“% 2“%
GEV y=1 | =1 | v Y7=1 -3 = L 3 2
GEV v>2 | -1 N1/ il ol eIl 2 5
g | 3 [ -3 | oo [ | e | g (i - ) | e () |

“T=m se v éimpar ou T =2 se v é par.

YExpressao muito complexa.




Capitulo 3

Alguns resultados usados na
estimacao semi-paramétrica de
parametros de acontecimentos
raros

Neste Capitulo apresentamos alguns estimadores de parametros de variagao regular
de primeira e segunda ordem, existentes na literatura. Comecamos por introduzir na
seccao 3.1 algumas estatisticas utilizadas em estimadores de parametros de variagao
regular. Finalmente nas secgoes 3.2 e 3.3 apresentamos propriedades assintéticas de

estimadores de parametros de variagao regular, sob a condigao de terceira ordem (2.43).

3.1 Propriedades de estimadores existentes na literatura
sob condicoes de variacao regular de terceira ordem

Comegamos por introduzir algumas estatisticas importantes que dependem dos excessos

das log-observagoes,
Vit :=In Xy 110 — In Xy g, 1<i<k<n, (31)
e dos espacamentos das log-observagoes devidamente escalados,

U, .= z(ln Xn—i-l—l:n —In Xn—i:n) , 1<i<k<n. (32)

39



CAPfTULO 3. ALGUNS RESULTADOS USADOS NA ESTIMACAO
40 SEMI-PARAMETRICA DE PARAMETROS DE ACONTECIMENTOS RAROS

Considere-se sempre k = k(n) uma sequéncia intermédia, isto é, uma sequéncia de

valores inteiros verificando (2.17), e as seguintes estatisticas,

:%ij( ’”“”) ka (3.3)

nkn

N (k) = Z (%)alnﬁ =% Z (D" U, ax1, (3.4)

que generalizam o cléssico estimador de Hill,

k
1
(k) = H(k) := . Z In Xp—it1m — In Xn_kins (3.5)
=1

i4 que H (k) = M (k) = NV (k).

No que se segue considere-se a seguinte notacao:
Seja F uma variavel aleatéria com distribuigao exponencial com valor médio igual a 1

(padréo), e ['(t) = [;° a'~te *dz, t > 0, a fungdo Gama completa. Entao, seja o > 0,

7 €Ne,
. pE _ 1 jfl
W9(p) = E | EoIt ( - ) ] (3.6)
pE _ Jj—1
U((j)(p) = | Var | E« J+1< 5 1> ], (3.7)
() 0)
T ) R PR () (3.8)
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Observagao 3.1.1. Podemos verificar os sequintes resultados,

V= ul(p) =E[E?] =T(a+1), (3.9)

—a<1 (p) =\/Var[E*] = /T(2a + 1) — [2(a + 1) (3.10)

Mg op (1 ( p >
\/um a’<p>)2

ff’) (p) =2 {ufxll(?p) - ufll(p)}

1
—21n

=2, a=1

'« ’
A e gt a#

Quando consideramos apenas a condicao de variacao regular de segunda ordem,
a representacao em distribuicao de estimadores semi-paramétricos apresenta apenas
um termo de viés de ordem A(n/k) (caso exista e seja nao nulo). Quando conside-
ramos estimadores com termo dominante de viés nulo (assintéticamente centrados) e
os estudamos sob condigoes de terceira ordem, podemos ter dificuldade em determinar
qual dos termos de viés de ordem inferior a A(n/k) é o mais importante. A préxima

Observacao explica mais detalhadamente este problema.

Observacao 3.1.2 (Alguns comentdrios acerca da fungoes auxiliares pre-
sentes na condigao de variagao regular de terceira ordem). Para conhecer,
sob condigoes de terceira ordem, a representacdao assintdtica (em distribui¢ao) das
estatisticas utilizadas neste trabalho, € necessario conhecer o comportamento assintotico
de A(Yn—gm) € B(Yn_gn), onde Y, _p., representa a (n-k)-ésima e.o. (ascendente)
proveniente de uma amostra de n v.a.’s i.i.d. com distribuicao Pareto padrdao. Como
|A| € RV,, p < 0, podemos de acordo com a teoria das funcoes de varia¢io regu-
lar, escrever A(t) = tPLA(t), onde La € uma fungao de variagao lenta. Assim, como

P

nin—kn — 1;

Pk o XN
A(Yn—k:n) = (Yn—k:n)pL(Yn—kﬁ”) B (n/k)pL(n/k) <fb " kn) L(RYZ(Z;];; /k)
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De acordo com as Proposigoes 2.2.1 e 2.2.2 podemos garantir que %Yn,k;n Foie
(%Yn_k:n)a =14+0, (ﬁ) Por outro lado, como L4 ¢é de variagao lenta e verifica

para qualquer x > 0, L(tz)/L(t) — 2° =1, quando t — 0o, resulta que,
AV ) = A(n/k)(1+ Op(1/VE))(1 + 05(1)) = A(n/k)(1 + 05(1))
Da mesma forma, como B € RV,y, também temos que B(Y,_j:pn) = B(n/k)(1+0p(1)).

Na representacao em distribuicao dos estimadores cldssicos, de parametros de pri-

meira ordem, aparece geralmente uma componente semelhante a,
viA(n/k)(L+0p(1)) +v2(A(n/k)B(n/k))(1+0p(1)) +v3A%(n/k)(1+0p(1)) (3.11)

e nos estimadores “assintoticamente centrados”, isto €, nos estimadores cuja compo-

nente de viés de ordem A(n/k) € nula, temos algo do tipo,
op(A(n/k)) +v2(A(n/k)B(n/k)) (1 + 0y(1)) +v3A*(n/k) (1 + 0,(1)) (3.12)

onde v, vy e vy sao constantes que dependem do modelo. Na sequnda situacdo torna-
se impossivel saber qual daqueles termos é o dominante. Para podermos dar mais in-

formagao relativa ao viés, precisamos de mais informagdo sobre op(A(n/k)) em (3.12).

Se admitirmos apenas que a funcdo A admite uma representacao do tipo,
A(t) = atf;, com a#0 e p<0, (3.13)

entao

AWiton) = (Vo) = a0/ (S ) = A0/ (140, ()

ou seja op(A(n/k)) = O, (A(%k)).
Assim, mesmo sem considerar qualquer condi¢cdo sobre a fun¢ao B, podemos ga-
rantir que na representacao em distribuicdo de estimadores assintoticamente centrados

(de parametros de primeira ordem) aparece algo semelhante a

A(n/k) 2
op( NG > + va(A(n/k)B(n/k)(1 + 0p(1)) + vsA%(n/k)(1 + 0p(1)).  (3.14)
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E assim possivel retirar conclusoes, embora seja necessario considerar trés situagoes
. . A . / 7z ~ . A
distintas, porque o parametro de terceira ordem, p', poderd nao ser igual ao parametro

de sequnda ordem, p.

1. Primeira situacao: B(t) = o(A(t)), ou seja p > p'.
Se considerarmos niveis k, intermédios, tais que VEkA(n/k) — A, fi-
nito, entio A(n/k)/vVEk = O(A%(n/k)). Mas nestas condicoes verifica-se que
Aln/k)/VE 2 0 e A%(n/k) — 0. Se por outro lado, avangarmos para os
niveis optimos para este tipo de estimadores “assintoticamente centrados”, isto

é, para niveis tais que VEA%(n/k) — Aa entio A(n/k)/Vk = o(A%(n/k)).

2. Segunda situac¢ao: A(t) = o(B(t)), ou seja p < p'.
Nos niveis intermédios k, tais que VkB(n/k) = N, finito, entdo A(n/k)/\k =
O(A(n/k)B(n/k)). Neste niveis, A(n/k)/Vk e A(n/k)B(n/k) convergem para
0. Se avancarmos para niveis que verifiquem VkA(n/k)B(n/k) — Ap entdo

Aln/k)/VE = o A2(n/k)).

3. Terceira situagao: A(t) = O(B(t)), ou seja p=p'.
Se considerarmos niveis k, intermédios, tais que v/kA(n/k) — A, finito, entao
A(n/k)/VEk = O(A%(n/k)) = O(A(n/k)B(n/k)). Para estes niveis, A(n/k)/Vk,
A%(n/k) e A(n/k)B(n/k) convergem para 0. Se por outro lado avangarmos
para os niveis tais que VEA%(n/k) wd A entio A(n/k)/NVEk = o(A%(n/k))
e A(n/k)/Vk = o(A(n/k)B(n/k)).

Por estas razoes vamos, ao longo deste trabalho, admitir sempre que A admite uma
representa¢ao do tipo (3.13). Nestas condi¢oes podemos garantir que, para niveis
tais que VEkA(n/k) = X (p > p) ou VEB(n/k) = N (p < p'), o termo
O,(A(n/k))/Vk) ndo é importante porque A(n/k))/Vk converge para 0. Para niveis
que verifiquem VEkA%(n/k) — M (p>p) ou VEA(n/k)B(n/k) — Mg (p < /),
entio A(n/k)/\'k é sempre de ordem inferior a A(n/k)B(n/k) ou a A%(n/k). Deste
modo podemos garantir (para os niveis considerados) que se nao incluirmos o termo

O,(A(n/k))/VE) (3.14), a representacio assintética (em distribuicdo) mantém-se
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valida.

Teorema 3.1.1. Se F verificar a condi¢ao de variagdo regular de terceira ordem, (2.43)
com A(t) =~y BtP, B #0, e se k = k(n) representar uma sequéncia intermédia verifi-
cando (2.17), pode-se garantir assintoticamente a validade das sequintes representagioes

em distribuicado,

d 7z o
M) 5?14 T2 S ) A0k
+ (S04 A A0 B0/ + G 0420/ ) (14 0y(1)]
(3.15)

(@)
L. S LT By £ LI

Ca—1Dk a—p a—p—p ) (14 0p(1)), (3.16)

onde E; sao v.a.’s i.i.d. exponenciais padrao, e

(@) K
@ _ B VE (1 o
o o =1
1 k
70 VR (3 ) B ) 15
=1

sao v.a.’s com distribuicao assintotica normal padrado.

Demonstracao.
. . , . . . . o~ . s d
Primeiro, é necessdrio determinar qual a distribuicao assintética de V. Como X =
~ Y, i1 d
U(Y), onde Y representa uma v.a Pareto (Observagao 2.1.2), S22 = Yy i1

(Proposigao 2.1.1) e utilizando a condicao de terceira ordem, (2.43),

Yn—i n
1 aniJrl:n d U(YnfiJrl:n) U(Yi-HYnfkn)

_ 1 n—k:n

Vie. =1n =In =1In
‘ Xn—k:n U(Yn—kn) U(Yn—kn)
d Ykp—i+1:k_1 Ykpj_ip-;lzk_l
= ’th Yk—i+1:k + TA(Yn—kn) + TA(Yn—kn)B(Yn—kn)(l + Op(l))~

De acordo com a Observacgio 3.1.2, A(Y;_gn) = A(n/k)(1 + O,(1/Vk)), mas para os

niveis considerados, podemos desprezar O,(A(n/k)/V'k), resultando assim,
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ePEr—it1e _

Vie =7 Ep—it1k + A(n/k) (1 + 0, (ﬁ))
elotP ) Ep—itin — q
AR B (/D)1 + op(D),

Utilizando a aproximagao assintética (2.46), resulta que

Ea

ePEi _q et Ei _q o
A(n/k) + WA(n/k)B(n/k)(lJrop(l))]

vE; +

k

%ZE;MF——ZEO‘ il A(n/k)+

a 1 1ep+p) -1
+o E — T A(n/k)B(n/k)(1 + 0p(1))

ala — 1) Ei

k P . 2
T % ; Ep? (%) A*(n/k)(1 + Op(l))]

k
. ’ —1erEi_ P 2
Pela lei fraca dos grandes niimeros garante-se que % ST poteiol o, @

pa (p) ;s que
1=1

k
%Z po-lelteNBig P (2) £, te’ (p). O resultado
(315

k — E; _ 2 3
7 Ha () e LB ?(5=) &
£

5) fica assim demonstrado.
Da mesma forma se verifica que

Yn 3 n
U; =1iln Xn—it1n a il v Yo tln Yooim) , U(Y1; Yo—im)
= =

n—in U(Yn—z:n) - U(Yn—zn)
E; efEili elete)Ei g . ‘
koo o
Como % > (%)a ! E; é = fol 7~ Ldx vai-se introduzir a varidvel aleatéria Z/,(C ) =
i=1
(2a—1)k (% > (%)O‘_l E; — l) Assim,
i=1

() k E;/i

A 1 ePrilt — 1
N@@E LIy Tk 4 i@ | ——— | A(n/k

O N =S | A

k NE: /i
1 oy [elPTPIESE
+ g (—p+p, >A<n/k>B<n/k><1+op<1>>.
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2 /4 . . ,
Como 2 f; % — % < 0 e pela lei fraca dos grandes ntimeros,
1 a—p [ Ei P 1
p

k 2
1 o [ Ei 1
La—p Zz g (7) =0p (E) = Op(l)v
resulta que
k pE; /i _
= (7 ANEN.
i=1

Analogamente se verifica que

k +p')Ei /i
e S (—e(” i 1) L

_ Al SN
— p=0p a—p—p

Resulta assim que

()
Z A(n/k An/k)B(n/k
Néa)(ki) 4 o + V4 + (n/ ) + (n/ ) (n{ )(1 + 0p(1)),
o (2a — 1)k a—p a@—=p—=p
tal como se queria demonstrar. O

Observacgao 3.1.3. A normalidade assintotica de Zlg_a) € uma consequéncia imediata
da aplicagao do Teorema Limite Central a sequéncia de v.a.’s i.i.d., E*.

A demonstracao da distribuicdo assintética de 7,(;1) requer um pouco mais de atencdo.
Resulta da aplicagao do Teorema Limite Central com a condicao de Liapunov a
sequéncia de v.a.’s i.i.d. X; = (i/k)* 1 (E; — 1), de valor médio 0. O teorema pode ser

visto mais detalhadamente em Fisz [20] ou em Pestana e Velosa [40].

Corolério 3.1.1. Asv.a.’s P,ga) = J((J})Z,ga) e as v.a.’s introduzidas em (3.17) e (3.18)
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téem a sequinte estrutura de covariancia,

Cov(Péa),Pliﬁ)) :COU(US)ZIEO‘),JS)Z](C@)

=la+p4+1)—T(a+1)I(B+1)

@ @) Tla+B+1)-T(a+1)I(B+1)
Cov (Zk i >_ M _M )

000
—() @) —(1) ) _ (01 +02)T(a(0h +62))
Cov (Ja91Zk ’Uaﬁgzk ) - a9102r(a91)r(a02) 1,
() () _\/(2a =128 1)
C’ov(Zk 2y, >_ P .
Proposicao 3.1.1. Nas condi¢oes do teorema anterior,
(@0) 1.0\ 7/? _(1) (eh)
Mn (k) d TO Zk; TOC_(Q)
_— =y N1+ —F =+ —, (p)A(n/k)+
(@33) o S+ T () Al )

A2 /k) (08 = 15 () + alr — ) (1)) (1 + oy(1)+

ST 0+ ) AR B/B(1 + o0 (1)

Demonstracao.

Apenas é necessario utilizar a distribui¢ao limite de MY(LO‘)(k:), (3.15), e a aproximacao

(1—1—35)0‘:1—1-0436—1-@962—1-0(902), x — 0. O
Para além das estatisticas ja introduzidas, existe outra que também merece de-

staque. Trata-se de uma estatistica utilizada em alguns estimadores de parametros de

segunda ordem. Considere-se a estatistica,

7/61 7/02
7(104(91) k T(Laeg) k
<Mu(1)()> _(M (1)()> 7Y

“a92

(ab1) (ab2)
GL In (7]\/[" ® (k)> — HL In <7M” ) (k)> , 7=0
1 K 2 W

afq afly

(3.19)

onde a >0, 61 > 0, 02 > 0 (# 01) e T s@o parametros de controlo.
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Proposicao 3.1.2. Admitindo que para além das condicdes do teorema anterior,

também se verifica lim VkA(n/k) = oo, entdo,
n—oo

(a,01,02,7)
Dy, (k) _ (2 —(2)
ary™ 1 A(n/k) da,61,0:(P) = Tiag, (P) — P, (P)-

Se T # 0 e também se verificar a condi¢ao de variagdo regular de terceira ordem, (2.43),
podemos garantir a sequinte distribuicdo limite:

Dﬁla,ﬁ,@zﬂ')(k) , ; (p) . lega,el,eQ)

= 01,0 VTN

OzT’yTa*lA(n/k:) a,01,02 oz\/EA(n/k:)

(3.20)
a’Ol T
N (%Am/k) T dgroa(o+ p’)B(n/m) (14 0p(1)),
onde,
) (y7lab) =)y (ab2)
W}iaﬂl,%) ::O-Olel(p) k 0‘192([)) k (3.21)

th ) '
€ uma varidavel assintoticamente normal, com valor médio 0 e variancia dada por,

Var [Wéaﬁlﬁ?)}_ 2 ( I'(2a61) = T(2ab) (61 + 02)T (01 + 02))) _< 11 >2’

T a \BT(ah)) 030 (aly)  (61602)2T(ab))T(aby) 0, 0y

tendo-se ainda,

(3 (2
Ga,01,02,7(p) :=(b1 — Vg, (p) + alr = 1) (7, (1))’ o)
(3 _(2 '
— (afy = 1)y, (p) — alr = 02)(7icy, (p))*.
Demonstracao.
Basta utilizar o resultado da Proposicao 3.1.1. U
Corolario 3.1.2. Verifica-se que (Wéa’el’%), Wéza’el’%)) tem a sequinte estrutura de
covariancia,
o o 1 3F(30¢01) ((91 + 2(92)F(Oé(01 + 2(92))
Cov ((@01:02) ppadre) _ L B
o ( k "k ) 20 | 65T (a1 )T (2a67) 02021 (a1 )T (2005
(201 + 65)T((261 + 62)) 30 (306s) (1 1)\?
«9%0§F(2a91)F(a92) 9%1—‘(0492)1—‘(2&92) 91 92 '
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3.2 Estimadores baseados nos excessos das log ob-
servacoes

3.2.1 Estimadores do indice de valores extremos positivo, v

Para modelos de cauda pesada, o estimador mais conhecido do indice de valores extre-

mos, v, é o estimador de Hill, definido em (3.5).

Proposigao 3.2.1. Se se verificar a condi¢ao de varia¢do reqular de terceira ordem,
(2.43), com A(t) =~y BtP, B #0, e se k = k(n) representar uma sequéncia intermédia
verificando (2.17), podemos garantir a sequinte representacdo assintdtica em distri-
buicdo,

e £ Gt R

(1+ 0,(1)), (3.23)

onde Z,gl) ¢ a v.a. definida em (3.17), com distribuicao assintética normal padrao.

Demonstracao.
Como H(k) = My(Ll)(k) = Nr(Ll)(k:), esta Proposi¢ao é um caso particular do Teorema

3.1.1, ja demonstrado. O

O resultado anterior dé-nos aproximagoes assintéticas para a variancia e viés do

2
estimador de Hill. A variancia e o termo dominante de viés sdo, respectivamente, %

e ‘L‘E"f/:). Como se admite que A(t) = v [P, o erro médio quadratico é minimizado

quando

9 [~ 8 \? (n\2

—_ —_— —_— _— :0

ok (k * (1—p <k) ’
ou seja, quando

(1 - p)? 1/(1—2p)
ko = argkmin MSE(k) = (T/ﬁ) n 20/ (1=2p) (3.24)

Verifica-se ainda que v/koA(n/ko) o Ao = W\(/%)’
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vy=1; =05

0.1

0 . ; . T k . . . T k
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Figura 3.1: Padrao do erro médio quadratico assintético do estimador de Hill para uma
amostra de dimensao n = 1000.

Observacgao 3.2.1. Na Figura 3.1 temos, para alguns valores dos parametros de se-
gunda ordem (B e p, o padrdo do erro médio quadrdtico do estimador de Hill. O padrao
€ sempre em forma de “U”, ou seja, € uma pardbola. Quando consideramos p = —0.5
(valor prézimo de 0) o grdfico do erro médio quadrdtico é uma pardbola muito fechada
onde a regiao de niveis com erro médio quadrdtico proximo do valor minimo € pequena.
Como as trajectorias amostrais das estimativas costumam ser muito voldteis, percebe-
se porque razao € dificil escolher o nivel dptimo, kg, especialmente quando o parametro

p estd proximo de 0.

Observagao 3.2.2. Se o modelo associado a v.a. X for o modelo Pareto, apresentado

na Observacao 2.1.4, as propriedades (2.13) e (2.16) levam a que

k k k
% Z n—i+1ln — n k:n = % Z Ek—i—i—l:k = % Z PYGa ) (325)
i=1 =1 i=1

onde Ga(k) representa uma v.a. Gama com parametro de forma k. Logo, para qualquer
valor de k, o estimador de Hill é centrado para ~, ou seja, E[H(K)] = . E ainda
possivel garantir a normalidade assintética de Nk(H (k) —~)/v, quando k — oo.

O estimador de Hill é sem divida o mais conhecido estimador do indice de valores
extremos, v > 0. Como apresenta trajectérias amostrais muito pouco estaveis, surgi-

ram na literatura outros estimadores com melhores propriedades. Considere-se agora
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os seguintes estimadores Jackknife Generalizado introduzidos em Gomes et al. [25],

R SH(LY — (1 — 5 A7(12)
;Y\EJI(P)(k.) — Yo (k) — ( > P)n (k) (3.26)
~ _NSH(LY )
’/_Y\TCLT'JQ(p)(k) — (2 P)'Yn (k) ﬁ2(1 P)’Yn (k) (3_27)
~o(2) ~(3)
. 2 — (k) — 29y (k
5GI D) () = 221 (_ % (k) (3.28)

onde p é um estimador consistente de p,

(2

52 (k) = A (k) |

T (k) D (k) (3.29)
2

3 (k) = M”Q(k), (3.30)

~ , . . 3 . [e% 7
sao outros possiveis estimadores do indice de valores extremos v e M,g )(k) é a
estatistica definida em (3.3). Nas condigdes da Proposicao anterior podemos garan-

tir a seguinte representacao assintotica,

W) v+ V670~ 40) + (fl‘@/p ’f)>2 ;
(3.31)
p*A%(n/k) A(n/k)B(n/k)
+ (7(1 B —2p) " (1—p—p) ) (1+0p(1)),
78 (k) Ly + ﬁ?zﬁ %

3.32

<p2<3 ~20)A%(n/k)  (2-p- p')A(n/k:)B(n/k;)> o) (3.32)

4y(1 = p)*(1 —2p) 20— p—p)? p\4))-

Proposicao 3.2.2. Nas condicoes da Proposicao 3.2.1, e se admitirmos que o

parametro de sequnda ordem, p, € conhecido,

~ ) Yo n 'B(n
) () Ly + T - (vas (2500 + £ECI) An/k)(1 + 0,(1))

onde

61 ._ L <(1 — V52— (2- p)&i”)

OcJ
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€ uma v.a. com distribuicdo assintotica normal padrao,

1_ 2
oa;i=1\/1+ (Tp> )

e
_ 1 32 _ 1-4p+2p?
Van ST Ven i Ven T g
Demonstracao.
O resultado demonstra-se a partir dos resultados (3.23), (3.31) e (3.32). O

Teorema 3.2.1. Seja p = p(k1) um estimador consistente do pardametro de sequnda
ordem p, calculado num nivel ki mais elevado do que o nivel k, utilizado para estimar
o indice de valores extremos. Admitindo que se verifica a condi¢dao de variag¢do reqular
de terceira ordem, (2.43) com A(t) = vBtP, B # 0, e que k = k(n) € uma sequéncia

intermédia verificando (2.17), pode-se garantir uma representac¢ao assintotica do tipo,

O (k) 29T O R) + (= ) (O () + OplA/R) (1 +-A(n/R)+B(n/)))
(3.33)

com i =1,2,3. Pode-se assim garantir que ’y\g‘]i(ﬁ)(k), 1=1,2,3, é consistente para 7.

Demonstracao.
Apenas sera feita a demonstragao para o caso ¢ = 3. Para os outros casos, a demons-
tracao é feita de forma analoga.

Como p — p = 0p(1), aplicando o método delta pode-se garantir que
AP (k) S350 (k) 4+ (5 = p)E(R) (1 + 0p(1)),

~GJi(p)
onde {(k) = E)W"Tp(k) = p% (Ay(?)(k) —WT(LB)(k)) Recorrendo as representagoes em

distribuigao (3.31) e (3.32), obtém-se

o v V570 —22 Ak +( A2(nfk)  A(n/k)B(n/k)
vk p? p(1—p2 "\ 291 =p " (1—p—p)?

e fica assim demonstrado (3.33). O

(k) ) (1+0p(1)).
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Coroldrio 3.2.1. Se p = p(k1) representar um estimador consistente para o parametro

de segunda ordem, p, podemos ainda garantir,
VEGST P (k) =) SVEGT ) (k) = 7) + 0p(1), i =1,2,3,
sempre que se verificar

VE(G=p) (0p (Jr) + Op(An/R)) + Oy (A%(n/k)) + Op(A(n/K)B(n/k)) ) = 0(1).

Se VEA(n/k) — X\ (ndo necessariamente nulo) necessita-se que (p — p) =
op(1) para garantir a normalidade assintdtica. Se se avancar para niveis tais que
VEA(n/E) — oo mas VEkA2(n/k) — Aa e VEA(n/k)B(n/k) — \p entdio

€ necessdrio exigir que (p — p) = op <%> para garantirmos a normalidade as-

R VEA(n/k)
sintdtica de \/E(ﬁ,?‘li(p)(k:) —).

A seguinte classe de estatisticas foi introduzida e estudada, num contexto de se-
gunda ordem, em Caeiro [4]. Esta classe tem dois parametros de controlo, A e 0, que

podem ser escolhidos livremente. Considere-se a estatistica,

(1) (A0) 1/6
MM (k
FGO0) (1) 1= A1 ( ( )> , 0>0, 2> 1. (3.34)

Esta classe de estatisticas (3.34) generaliza alguns estimadores do indice de valores
extremos existentes na literatura, incluindo o classico estimador de Hill, obtido com a

parametrizacao (6, \) = (1,1).

Teorema 3.2.2. Admitindo k = k(n) sucessdo intermédia verificando (2.17) e que se

verifica pelo menos a condi¢ao de variagdo regular de primeira ordem (2.41), entdo
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ﬁf(e’)‘)(k) LN v. Se a condigdao de terceira ordem (2.43) também se verificar,

0 00) )\ 0
~G(M\0) Hyq My (k) T9N GO,))
Y (k) = 0D ( ) Zyl1+ \/EZ +

Hxg
+ = (35 0) =72, 0)) At/ )+
+ 55 (00 = D8 () + 221 = )G () + 20~ VP, () -
«%A—mu—2m@¢m—QMA—nmﬁwmﬂﬁm)A%wmu+%u»+

(M@m+m A= D 0+ 1)) Aln/R)B(n/K)(1 + 0,(1)

onde

=(1)
G(6,A 1 g N) (1 A—1
A0 = L (B )

€ uma v.a assintoticamente normal padrao e

R TR

TR | oAr2(6n) | T2(N)  AD(BAT(N)

Verifica-se ainda, para qualquer p < 0 e 6 > 1, que existe um valor \g = )\(9)( ) tal
ZGO0)

que )\oﬁg\?g(P) — (o — 1)ﬁ§\20)_1( ) =0, ou seja, o termo dominante de viés de 5

nulo, mesmo que VEkA(n/k) — X # 0, n — co.

Demonstracao.

A demostragao da distribuicao assintética de ;y}?

s 6)(k) é bastante simples, bastando
para isso aplicar o resultado da Proposicao 3.1.1.

A segunda parte do teorema resulta de

1-(1-p)
lim by(\) = ———— >0 Y 0, VvO8>0
0—1
lim by(\) = —— 0 i 0, 6>1
Jimby(X) <0 p<0, 0>1,

e o facto de bg(\) ser continua, onde byg(\) = )\ﬁg\zg)(p) - (A = 1)uf\2)1(p). Pode-se

assegurar para 6 > 1, a existéncia de pelo menos um valor Ay € [1;4o00[ para o qual

bo(No) = 0.
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Para provar a unicidade de A\g é ainda necessario estudar a monotonia da fun¢ao
bg(N\). Como para 6 > 1 (fixo), by()) é estritamente decrescente, fica provada a unici-
dade de \g.

A existéncia de um valor \g tal que by(Ag) = 0 permite obter um estimador assintotica-
mente centrado, o que significa que fazendo A = Ay provavelmente haverd trajectorias
amostrais de “%Cf (9”\)(1@) vs k” mais estdveis do que as do estimador de Hill ou qualquer

outro estimador que nao seja assintoticamente centrado. O

Proposigao 3.2.3. Caso o valor p seja conhecido, \g terd geralmente que ser obtido
recorrendo a métodos numéricos. Apenas para os casos particulares § = 1.5, 2, 3 e 4,
isto € para as classes de estimadores 35(1'5’”(@, 35(2”\)(@, ‘y\g(&/\)(k) e para 35(4’/\)(@

consequimos calcular analiticamente os sequintes valores g,

arctan(— 1 ((1—p)3 — 7% —3 i
2In [(1—/)) (%-l—cos( tan (~§ (1) 23) (1=p)*—1) +4 >>]
A (o) = -

- In(1 — p) ,

In 1—p— (1_,0)2—1

M (p) = —— Y= ] 7
In —2\/Wcos (amtan<_1’\/(;—ﬂﬁ)+4w>]

M (p) = ——+ E— |
n | (1 2T 12/ - 1>]

@y L
A () .

u=2(1-p)*3 {§/1+ 1—(1—p)—4+§/1—\/w .

Nas expressoes anteriores, arctan(z,y) = arctan(y/z) € [0,2n[ € o argumento do

numero complexo x + 1y.

Demonstracao.

Quando 6 = 2 a resolugao da equacao ba(N\g) = 0 é bastante simples, uma vez que
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consiste em obter as raizes de um polinémio de segundo grau na variavel x = (1—p)~0:

ba(d0) =0 (20) 7 [(L=p) 20 =21 = p)' % +1] =0

(1 —p) £ VT -p 1] (3:35)
SN = — .
In(1 —p)
Como A\ > 1, sé interessa a solucao positiva, e escolhe-se o sinal “—” em (3.35). Para

os outros valores de # a demonstracao faz-se de forma analoga através da resolucao de

equacoes polinomiais de grau 3 e 4. U

Tabela 3.1: Alguns valores de Ag : bg(\g) = 0 como funcdo do parametro p.

| p | —001 [ -01]-02]-05] -1 [-125] -15] -2 | -3 | —o0]
AT (o) | 19.755 | 6.259 | 4.070 | 3.031 | 2.355 | 2195 | 2.081 | 1.927 | 1756 | 1
AP (p) | 14201 | 4654 | 3106 | 2.374 | 1.900 | 1.789 | 1.710 | 1.605 | 1.488 | 1
AP (o) | 10211 | 3470 | 2.385 | 1.877 | 1.557 | 1483 | 1432 | 1.364 | 1.201 | 1
AD(p) | 8428 | 2.933 | 2.057 | 1.654 | 1.405 | 1.350 | 1311 | 1.261 | 1.207 | 1

Tabela 3.2: Tabela com Jg, », Para alguns valores de 6.
=15 0=2 0=3 0=4

14 Ao U%.s,xn Ao U%,/\n Ao ‘Tg,x() Ao Ui,xn
—0.1 | 6.259 32561.053 | 4.654 17833.760 | 3.470 35399.104 | 2.933 118115.452
—0.25 | 4070  368.022 | 3.106  277.828 | 2.385  459.256 | 2.057  1085.987
—0.5 | 3.031  43.638 | 2374  38.752 | 1.877  61.245 | 1.654  128.191
—0.75 | 2.600  18.087 | 2.071  17.211 | 1.671  27.117 | 1.493 54.975
-1 2355  11.028 | 1.900  10.919 | 1.557  17.281 | 1.405 34.675
~1.25 | 2195  8.002 | 1.789 8133 | 1.483  12.951 | 1.350 25.909
~15 | 2081  6.380 | 1.710 6.609 | 1.432  10.588 | 1.311 21.178
—2 1.927  4.721 | 1.605 5.019 | 1.364 8.128 | 1.261 16.295
—25 | 1.827  3.894 | 1.536 4211 | 1.321 6.878 | 1.229 13.830
-3 1756 3.402 | 1.488 3.725 | 1.291 6.125 | 1.207 12.349
—co | 1.000  1.065 | 1.000 1.250 | 1.000 2.111 | 1.000 4.313

Na Tabela 3.1 apresentamos, para alguns valores de p, os respectivos valores do
parametro A\g que anulam o termo dominante de viés assintético. Neste tipo de estima-
dores “assintoticamente centrados” existe sempre um aumento da variancia associado

a redugao de viés.
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A Tabela 3.2 contém, para alguns valores de p o valor Ay e a respectiva variancia
assintotica de ;y\g(e”\o)(k)/’y, com # = 1.5, 2, 3 e 4. As variancias mais pequenas
sao obtidas quando 6 = 1.5 ou 6 = 2. Caso se pretenda utilizar apenas A como
parametro de controlo é conveniente substituir  por 2, ja que é na regiao p > —2 que

os estimadores classicos do indice de valores extremos apresentam piores resultados.

3.2.2 Estimacao do parametro de segunda ordem, p

Os estimadores do indice de valores extremos “assintoticamente centrados” até agora
introduzidos dependem do valor do parametro de segunda ordem p. Ainda recen-
temente, era muito dificil estimar correctamente este parametro de segunda ordem.
Existe actualmente uma classe de estimadores, introduzida em Fraga Alves et al. [21],

que apresenta bons resultados e é definida por:

Het1027) () 1 t0, 00 (T01027) (1)), -
onde
1,01,
o i < o710 <

Em seguida apresentam-se alguns resultados assintéticos presentes em Fraga Alves

et al. [21].

Proposicao 3.2.4. Se se verificar a condi¢ao de sequnda ordem, (2.41), com p <0 e

se VEkA(n/k) — oo entdo
TN () = to0,0,(0) (3:37)

Se também se verificar a condi¢ao de terceira ordem, (2.43),

YV — b, 0, ()W)
\/EA(n/k)daﬂl,@z (P)
Aa,1,01,7(P) = ta01,05 (P)aa,el,eg,f(ﬂ)A(n/k)
27da,91,92 (P)
da,1,91 (P + p/) —la,0,,6 (p)da791792 (P + P/)
da,91,92 (p)

TT(LQ,91,9277)(]€) é taﬁlﬂg (p) +

+

+

_l’_

B(n/k)|(1+0,(1)),
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onde Wéa’el’%) € Gq.0,.0.,7(p) estao definidos em (3.21) e (3.22), respectivamente.

Demonstracao.

Como

DY (k) DI () f(ary T An/k))
D7(’La791792,T) (k) D’SLCV,9179277)(kj)/(aT,yTOlflA(n/k))

qua,el,eg,v) (kj) —

basta aplicar o resultado da Proposicdo 3.1.2, e a aproximacio assintética (c+z)~! =

cl—c 22+ o(x), r — 0, resultando

a,l,0 a,01,0
")/(ng 1) - ta,91,92 (P)W/g ' 2))
VEA(M/k)d g0, 0,(0)

G0.1.017(P) = ta01.05(P) 0y 83.7(0) 1

Tr(boz,91,9277') (k;) < toz,91=92 (p) + .

+
27dq6,,6.(P)
d N —t d /
+ 041791 (p + p) 01791792(p) 01791792(p + p )B(n/k) (1 + Op(l)),
da,91,92 (p)
tal como se pretendia demonstrar. O

Na literatura tem sido utilizado o estimador que se obtém substituindo («, 61, 62)
por (1,2,3). O estimador possui apenas um parametro de controlo, 7, que se for
devidamente escolhido apresenta elevada estabilidade das trajectorias amostrais junto
ao verdadeiro valor de p, para uma vasta regiao de valores elevados de k. Passa-se a

denotar este estimador por

3T (k) — 1)
T (k) -3

P (k) = P (k) = — (3.38)

Proposicao 3.2.5. Se se verificar a condi¢ao de segunda ordem, (2.41), com p < 0
e se VEA(n/k) — oo entio ﬁnﬂ(k) R p. Se também se verificar a condigdo de
terceira ordem, (2.43), VEA%2(n/k) — Aa e VEA(n/k)B(n/k) — Ap, finitos, entdo

VEA(n/k) (ﬁg)(k) - p) ¢ assintoticamente normal com varidncia assintotica

2
v ((1 —pp)?’) (202 —2p+ 1), (3.39)
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e viés assintdtico dado por Aav1 + A\pvo onde

p[r(1=2p)*(3—p)(3—2p) +6p (42— p)(1 = p)* — 1)]

V1 = (340)
129(1 = p)*(1 = 2p)?
e
/ 3
/ p L—p
m=o (11 _> (7> . (3.41)
( p) \1=—p—p

Demonstracao.

Utilizando o método delta,

P (k) =2 (k) = 1 5(T257 (k)

=tia(t23(0) + (T2 () = t1,2,5(0) ) tia(t1,2.5() (1 + 0p(1)

4, 1 'y(W,gl’l’z) - 751,2,3(P)Wk(;1’2’3)) n
t/1,2,3(/)) \/EA(n/k)dl,Q,fﬂ (p)
ai12(p) —ti23(p)ai23(p)
4+ ] s Aln/k
2vdi23(p) (n/F)
d N —t d !
v Qaalet 7) = Hasly) 133(””3(71/@] (14 0p(1)).
di,2,3(p)

_ (o)
Denotando nga) = P’El) = E(al)Z,ga), pode-se escrever
"

(e

Wél’m)— t1,2,3(P)W1£1’273)
th23(p)d1,23(p)

:(1;fp[C%vﬂﬁg)—(3—%ﬂﬁf)+(kwﬂﬁgq-

Resulta que

W 1 (Wél’m) - t1,2,3(P)W/§1’2’3)>
e —

Tp t123(p)d12:3(p)

é uma variavel assintoticamente normal padrao e

— )3\ 2
O'z = <¥) (20° — 2p +1).
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Como
p (3—p)p
di12(p) = 57— di23(p) = ——7—=,
(v) 2(1-p)? (©) 6(1 - p)?
3(1 - p) , 6
t = t -
1:2=3(p) 3 P ) 1,2,3(p) (3 — p)27
a112(p) = plp(14 = 117) —4(1 = 1) — p*(8 — 67)]
T (1=p)*(1—2p) ’
_ p[36(1—p)+3p(67T—82)—6p2 (677—86)+p> (3537 —402)—4p* (357—27)4+20p° 7]
a123(p) = — 36(1—p)5(1—2p)?

obtém-se a representacao

(k) £ 7’YUPW£ v A(n v B(n o
PR £ ot (A + 0 A0/R) + 2B (08)) 1+ 0,(0),

0s seja
x/EA(n/k)(ﬁgﬁ(k) - p> < (W,;W,f +oiVEA2 (n/k) + UQ\/EA(n/k)B(n/k)) (1+0,(1)),

onde v; e vy estao definidos em (3.40) e (3.41), respectivamente. O

Corolério 3.2.2. Se VEA(n/k) — oo, VkA%(n/k) — \a e VEA(n/k)B(n/k) —
Ap , ambos finitos (eventualmente nulos), entdo

Oy e (L
0w -p=0, (= AW@)' (3.42)

Contudo se se avancar para niveis tais que VkA(n/k) — oo e VEkA%(n/k) — oo
ou VEA(n/k)B(n/k) — oo, entio 1/(VkA(n/k)) = o(A(n/k)) ou 1/(VkA(n/k)) =
o(B(n/k)), resultando

Oy | OABD Pz o1

Op(B(n/k)), p<p

Observagao 3.2.3. O resultado da Proposi¢ao 3.2.5 mostra que o parametro de con-

trolo, T, apenas afecta o termo dominante de viés assintotico de ﬁy)(k). Os resultados

presentes em Fraga Alves et al. [21] e em Gomes e Martins [28] levam a que se utilize
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7=0para p € [—1,0[ e 7 =1 para p €] — 0o, —1].
Como € obvio, numa situacdo onde o verdadeiro valor de p € desconhecido, o ideal € re-
presentar graficamente, para varios valores de T, trajectorias amostrais de ,?)ﬁf)(k) vs. k

e escolher a que apresentar maior estabilidade.

Observagao 3.2.4. Ao longo deste trabalho serd utilizado o nivel elevado
ky = [n09%] (3.44)

onde [x] representa a parte inteira de x, para estimar o parametro de sequnda ordem p.
FEsta decisdao resulta dos comentdrios em Gomes e Martins [28] relativos a vantagem da
estimacdo externa do parametro de sequnda ordem relativamente a estimacgao interna
no mesmo nivel k. A estimacdo simultanea de parametros de primeira e sequnda ordem
no mesmo nivel k produz uma elevada volatilidade nas trajectorias do valor médio e

erro médio quadrdtico.

Observacao 3.2.5. Se p > —49.75 pode-se garantir que /kiA%(n/ky) — oo e con-

sequentemente

Op(A(n/k1) = O, (n2%%%) | p>

P (k1) = p = , 7 (3.45)
0,(B(n/k1)) = O, (n0'005p) L p<y
ou seja (ﬁﬁ(/ﬁ) — p) = O, (nP095°™) “onde p™* = max(p, p').
E ainda possivel verificar que para qualquer nivel intermédio, k,
(B (k1) = p) In(n/k) = 0p(1) (3.46)
e
VEA(/k)BY) (k1) — p) In(n/k) = 0p(1), (3.47)

sempre que VkA(n/k) — X, finito.
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3.3 Estimadores baseados nos espacamentos escalados das
log-observacoes

Em modelos onde A(t) =~ 3t”, tal como acontece em todos os modelos pertencentes a
classe de Hall, Feuerverger and Hall [19] utilizaram os espacamentos escalados das log
observagoes, definidos em (3.2), na estimacao conjunta de (v, p, 3). Nesse trabalho, e
admitindo uma condicao de segunda ordem, os autores mostraram que os espagamentos,
U;, sao aproximadamente exponenciais independentes de valor médio v exp {3(i/n) "},
isto é,

d erBilt .

Ui=~vE; + ZTA(n/z)(l + 0p(1))
Ly {1+ B(n/i)} (1 + 0p(1)) £ s exp { =5 (i/n) ™} (1 + 0,(1).

A verosimilhanga associada aos k log espagamentos, U;, 1 < i < k, é,

nt :?i;ln e mr e (e ma) Y
MﬂzQzU{g (g)”}.

Nao é aconselhavel fazer a estimacao conjunta de v, p e 8 utilizando os estimadores que

(3.48)

resultam de (3.48). A sua estimagao requer a resolugdo computacional de um sistema
de equacoes nao lineares, onde existem problemas de convergéncia.

No caso de conhecermos os valores dos parametros de segunda ordem, p e (3, conse-
guimos obter uma expressao explicita para o estimador de maxima verosimilhanca de

o8
1< i\P
~MLpy _ 1 —B(x
(k) = k;U@e ()" (3.49)

Se admitirmos que apenas conhecemos o valor do parametro p, os estimadores de

maxima verosimilhanca sao obtidos através da resolugao do sistema de equagoes,

k o
Jln L _p(i\""r
L — 7:%21(]1.6 B(%)
dlnL < ko - B(a) LI
o5 =0 > iU P :fy;z’)
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Nao é possivel escrever explicitamente os estimadores dos parametros v e 5. A
estimagao destes parametros terd de ser feita recorrendo a métodos numéricos. Utili-
zando a aproximacao de primeira ordem e¢* = 1+x+o0(z), = — 0, proposta em Gomes
e Martins [28], conseguimos resolver o sistema de equagoes em ordem a vy e 3, obtendo

os estimadores de “méaxima verosimilhanca”,

~_ 1 1 7T, 1 i i=1
dlnL _ V_k;UZ k;Z UViro N o P
oy 1= 1= Saer Z i—PU;—k Z 1—20U;
o . . kz:l i=1 i=1
oL _ S i) Y Ui~k Y iU
ap i=1 i=1 i=1

i=1 i=1 i=

=1
ﬂ TP [k k k
Sime | Y imrUi—k Y i2eU;
L =1

Assim, se p representar um estimador consistente de p, vamos considerar os esti-

madores

T EP (k) = ML(K) := NV (k) = NP (k) = — (3.50)
(]i ;1(%) P>N7(L *P)(k_) N( - P)(k.)
(§]
k L _
(£ (77) W00 - 58P
= (3.51)

g (£
Al

Em seguida apresentamos algumas propriedades assintéticas destes estimadores.

Teorema 3.3.1. Para k intermédio, %‘“(”)(k) ¢ consistente para a estimacdo do
indice de valores extremos . Se também se verificar a condi¢ao de variagao regular de

terceira ordem, ‘y\fl\/[ Lie )(k) tem a sequinte distribuicao assintotica:

/\ML(p)(k) 4 N+ YOmL Zli\/[L

Tn \/E

2(n 'A(n n
+(1_p)( A*(n/k)  p'A(n/k)B(n/k)

(1=2p)(1=3p)y  p(l—p—p')(1=2p—p')

) (0,0
onde

1 1—p 2_a 1—-p)v1—-2p=(-
ML [( ) Z() ( ) Z}(€ p) 7

- F -
P 2

OmL
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€ uma v.a. assintoticamente normal padrao, e

2
0-12ML = (1_p) .
P

Demonstracao.

Podemos escrever

ﬁﬂ(ﬁ)(k) =N — N(l—p)(k)‘Pl(k).

n

koo, —
v1(k) = (% Z <%> p) Nél)(k) — NT(Ll—p)(k)

=1
a1 fv (- 1-p —a-p) _ P’ . (3.52)
_1—/){\@(2'“ iso > = (=29 "
N plp+ ) " . .
T S A B/ | (14 0,(1),

S A A P

=1
i Ll z "z (3.53)
TP -2 Vi VT2 1%
202 (/) o(20+ ) Aln/K) B(n/K)

C(1-p)(1=2p)(1=3p) (1 —p)(1—2p—p')(1—3p—p) } (1+0p(1)).

Recorrendo a aproximagao (2.45) podemos garantir a seguinte representagao as-

sintotica,
pr(k) o (1-p)(1-2p) [(7(1) 1=y 7<1—p)) _ P*A(n/k)
2 (k) V2 BoVI=2p7" (1—p)(1—2p) (3.54)
oo+ DAGIBO/E) | 2420/ ] Qo
(L=p=p)1=2p—7p) ~(1—2p)(1-3p) me
Como
=) P1k) «  (A=2p) [(-)  1—p —a-p\  p*An/k)
) ) 2 KZ Ve R

plp+p)An/k)B(n/k) (1 - p)p*A(n/k)
(L=p=p)1=2p—p) (1-2p)*(1—3p)y

| @+ oy
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resulta que

IO (k) £ 7+

Vk
~ An/k)  pA(n/k)B(n/k) )
Ha p)<(1—2p)(1—3p)v p(l—p—p’)(l—gp_p/)> (1+0p(1)),

(1 - P>27§gl) (A =-pvi- 2/)7(1—0)

p p? i

tal como se queria demonstrar. O

Observagao 3.3.1. Para muitos dos modelos de cauda pesada, introduzidos na sec¢do

2.4, o pardmetro de terceira ordem p' é igual ao parametro de sequnda ordem p. Nestas

~ML(p) (kj) é

condicdes, o termo dominante de viés de

A(n/k) <A(n/k)
(1 —2p)(1—3p) gt

- B(n/k)) .

Verifica-se ainda para alguns modelos, tais como o Burr, o GP ou o Log-Logistico, onde
nao sé p' = p, mas também A(t) = yB(t), que o termo dominante de viés assintdtico

€ nulo.

Observagao 3.3.2. O resultado enunciado no Coroldrio 3.2.1 também é vdlido para

WO ().

Proposicao 3.3.1 (Gomes and Martins [28]). Se se verificar a condi¢do de seqgunda

ordem, (2.42), com A(t) = v (B t’, p <0, se k = k, é uma sequéncia intermédia,

(2.17), e se VEkA(n/k) — oo, o estimador E € consistente para (3. Pode-se ainda
n—-m~>o

demonstrar que:

B%L(P)(k) L3+ ’Yﬂ(pl\/%il)(n‘ ;k_) 2pW£ + Rﬁ, com Rg = 0,(1),

onde

- (1—p)\/1—2p<22) 7 p)>
k |
Pl

1—p V1-2p
€ assintoticamente normal padrao.

Se também se verificar a condi¢do de variagao regular de terceira ordem (2.43) podemos
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obter mais informacgao acerca do termo de viés, Rf, isto € obtemos a representacdo em

distribuicao,

ML) 1 4 g, YBA—=p)VI=2p 5
(1=2p)(p+p)B(n/k)  2A(n/k)

o) (p(l =1 =20—p) (- 3p)) (o)

(3.55)

Demonstracao.
Apenas serd demonstrado o ultimo resultado, (3.55). De modo andlogo & demonstracao
do Teorema 3.3.1, e usando a hipdtese A(t) = v [ t”, podemos escrever
~ E\” k k
52/1L(p)(k) _ <_> ¢1(k) __7 p y e1( )7
pa(k)  Aln/k) — ¢a(k)

n
onde ¢1(k) e pa(k) estao definidos em (3.52) e (3.53), respectivamente. Utilizando a

representagao em distribuicao de 1 (k)/p2(k), (3.54), verifica-se facilmente que

VB =PV =2p
pVEA(n/k) F
(1—2p)(p+p)B(n/k)  2A(n/k)

o) (P(l —p=p)L=20—p) (- 3p)) o)

BAHO (k) L5+

O

Observacao 3.3.3. Se VEA%(n/k) — Xa e VEA(n/E)B(n/k) — g, ambos

finitos, entdo

Vi B = BY 2 9
kA(n/k) 5 ~ N(Xaug + Apug, v 03) (3.56)
Observagao 3.3.4. Nas condi¢ées indicadas na Observagao 3.3.1, ou seja, para mo-

delos de cauda pesada onde p' = p, o termo dominante de viés de BTZZVIL(’))(I{) é

2501 =p) (B(n/k) - M) .

1=3p g
Para modelos como, por exemplo, Burr, GP, ou Log-Logistico, onde A(t) = yB(t) o

termo dominante de viés assintdtico de B%L(p)(k) é nulo.
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Caso se pretenda estimar p no mesmo nivel k usado para estimar § podemos dar
oM L(ﬁ)( k).

mais informacoes relativas ao comportamento assintético de Gy,

Teorema 3.3.2. Nas condi¢coes do Teorema anterior e sempre que se considerar um

estimador de p tal que
p—p=op(l/Inn), n— oo, (3.57)

entao Bﬁ” L(ﬁ)(k:) € consistente para a estimacdo de 3. E ainda possivel garantir assin-

toticamente a sequinte representacao em distribuicdo
B P (k) =B ~ —B In(n/k) (5~ p).

Consequentemente se VEA?(n/k) — Aa e VkA(n/k)B(n/k) — \p, finitos podemos

garantir que

AP () - 0= 0, (2.

Se VEA%(n/k) — oo ou VEA(n/k)B(n/k) — oo entdo

St gy _ g | Oo/RAG/R), pz .

Op(n(n/k)B(n/k)), p < p

Demonstracao.

Podemos representar o estimador da seguinte forma,

B = (£) w6

n

Entao

OBMEO (kY k" k ) E\? [k
_— = - In(— ~(—=) In(— .
p (n> [n<n) @(p)+¢(p)} <n> n<n) ©(p)
Consequentemente, aplicando o método delta, obtemos

GMLE®) (k) £ BMEE) (k) — BMLO (k) (5 — p) In(n/k)(1 + 0,(1)).
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Os resultados (3.55) e (3.57) permitem garantir a consisténcia de BML® )(k:) para a

estimagao de [ e garantir a seguinte representacao assintotica,

By P (k) £ 8 — B(p(k) — p) In(n/k)(1 + 0p(1)).

Ag/[L(ﬁ(kl))(kl), onde p € o estimador

Observacgao 3.3.5. Se considerarmos E =
introduzido em (3.38), e ki o nivel dado em (3.44) podemos garantir que E— b =

Op(In(n/k1)(p — p)), que € no mdzimo da ordem (p — p)Inn.



Capitulo 4

Estudo detalhado de uma classe
de estimadores semi paramétrica,
de viés reduzido, do indice de
valores extremos

A estimacdo semi-paramétrica do indice de valores extremos positivo, v, é um tema
importante na Teoria de Valores Extremos. Devido a existéncia de uma componente
de viés elevada, estimadores classicos tal como, por exemplo, o estimador de Hill nem
sempre sao os mais indicados para estimar o indice de valores extremos. A maior
dificuldade resulta do escolha do nivel k a utilizar. Assim, na secgao 4.1 comegamos por
introduzir uma classe de estimadores semi-paramétricos “assintoticamente” centrados,
isto é, com componente dominante de viés nula, de modo a reduzir o erro médio
quadrético (enquanto fungao de k). Esta classe tem um parametro de controlo, A >
1, que depende do parametro de segunda ordem p, e que deverd ser correctamente
estimado. Nas seccoes 4.2 e 4.3 abordamos o comportamento assintotico da referida
classe de estimadores sob condigoes de variacao regular de terceira ordem. Na secc¢ao 4.2
admitimos que o parametro p é conhecido, enquanto que na sec¢ao 4.3 admitimos que
¢ estimado externamente utilizando o estimador especificado em (3.38). Recorrendo
ao método de Monte Carlo, apresentamos na seccao 4.4, resultados para amostras
de dimensao finita, da classe de estimadores introduzida neste capitulo, para alguns

modelos de cauda pesada pertencentes a classe de Hall, (2.62).

69
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4.1 Nova classe de estimadores semi-paramétricos

Os estimadores classicos do indice de valores extremos positivo permitem o calculo das
estimativas com enorme facilidade e rapidez, mas apresentam propriedades tedricas que
dificultam a escolha do nivel k. A escolha deste nivel k ndo é facil porque se por um
lado a variancia assintética diminui & medida que k aumenta, por outro, o quadrado
do viés aumenta. Por esta razao tém surgido nos ultimos anos varios trabalhos na
literatura relativos a reducao de viés. Podemos destacar Peng [38], Beirlant et al.
[3], Gomes et al. [25], Gomes e Martins [26] ou Caeiro e Gomes [5]). Alguns dos
novos estimadores presentes nestes trabalhos tém a componente dominante de viés
nula. Como consequéncia, as trajectorias amostrais das estimativas costumam ser mais
estaveis, junto ao verdadeiro valor do indice de valores extremos, tornando a escolha
do nivel k mais simples.

Considere-se a classe de estimadores semi-paramétricos estudada em Caeiro e Go-
mes [5], sob condigoes de segunda ordem, e mais tarde em Caeiro et al. [6], sob
condigoes de terceira ordem,

M) 20,1\ 1/2
SCGO) () = HxZq (Mn (@) ’ (4.1)

In - A—1 1
MOV (k) uby)

onde Mq(l)‘)(k) é a estatistica introduzida em (3.3) e ug\l) =T'(A+1). Esta classe é um
caso particular de (3.34) (0 = 2). Se p < 0 o parametro de controlo A pode ser escolhido
de modo a eliminar o termo dominante de viés assintotico. Vamos assim considerar
que o parametro A = A(p) é estimado externamente num nivel k; mais elevado do que
o nivel k utilizado para estimar o indice de valores extremos. Logo, vamos considerar
e estudar num contexto de terceira ordem, a classe de estimadores assintoticamente

centrados, baseada na estimagao externa dos parametros \ e p,

R Iug) (23) y 1/2
" M(A—l)(k) 'u(lj ’
n 22
onde
o m[i-p- T 1]
A= —
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e p representa genericamente um estimador consistente de p.

Observagao 4.1.1. A escolha do parametro de controlo A poderd também ser feita
com base na estabilidade das trajectorias amostrais. Pode-se representar graficamente,
para varios valores de \, trajectorias amostrais e escolher a que apresentar maior esta-
bilidade. Como ilustracdo, apresentamos na Figura 4.1 estimativas de &?G(”(k), cal-

culadas a partir de uma amostra de dimensao 5000 do modelo Burr(y, p), (2.49).

Burr(1,—0.5) Burr(1,-1)

0 -+ T T T Kk 0 T T T T k
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
. S . ~CG(N\) .
Figura 4.1: Trajectérias amostrais de 7, (k) calculadas a partir de uma amostra

de dimensao n = 5000 do modelo Burr. Os valores A = 2.374 (esquerda) e A = 1.9
(direita) foram escolhidos de acordo com a Tabela 3.1 e sdo os que anulam a componente
dominante de viés assintético.

4.2 Propriedades assintéticas

Teorema 4.2.1. Se admitirmos que k € uma sequéncia intermédia verificando (2.17),
e que se verifica a condi¢cdo de variagao regqular de terceira ordem para a cauda, (2.43),
podemos garantir a sequinte representacdo assintotica em distribuicdo,
~ Y9CcG(N) L,Ca(A — —
AN £+ 2R 27D 1 (R (o)~ T (6) Al /R +
1 —(3 (2 (2
+ 5 (ACA=DER () = R ER () + 200 17 1))
3 —(2), \—(2
—(0 = DO = 27, (p) = 220 = V7S ()7, () ) A%(n/R) (1 + 0, (1)) +

+ (W (4 ) = 0= DED, (0 + 9)) A/R)B(n/K)(1 + 0,(1),
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onde

—(1)
CG(N) 1 Tox (2)\)  —(1) (A1)
Z - [z _F0 g ,
k ToG(N) ( 2 Tk ATLTR )

€ assintoticamente normal padrdo, e

9 L[ T(4N) AT(2A - 1) 2I°(3X)
7cG6N) T g [,\W(Q,\) T2(\)  ADCAT(\) ]
Demonstracao.

Este resultado é um caso particular do resultado presente no Teorema 3.2.2. ]

Observacao 4.2.1. O termo dominante de viés de :Y\SG(A)(]{J) é

ba(p) = Afisy (p) — (A = DS 1 (p)

:{ 5 [(L—p) =21 —p) M +1],  p<0;
1, p=0.

De acordo com o resultado indicado na Proposi¢ao 3.2.3, se p < 0, entdo by,(p) = 0,

onde

ln[l—p— (1—p)2—1]
N In(1 - p)

Ao = Xo(p) =

Proposicao 4.2.1. No caso de, no estimador em (4.1), se escolher A = \g de modo a

anular o termo dominante de viés, ou seja, de modo a verificar

AoTiga, (p) — (Ao — VS, (p) = 0,

e se admitir a validade da condigdo de terceira ordem, (2.43), obtém-se a seguinte

distribuicao limite,

VE\ 2
+ [ (VA= 0ER ) - X ER () - (-DO-2, () Al

+ (AR 0+ ) = (A= DED (0 + 9)) Bln/k)| A(n/R)(1 + 0,(1)).

—(1)
g
30600 ) £ 4 L ( A —a&t%zé””) "

(4.3)
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Consequentemente, \/E{:Y\SG(’\O)(k) — v} € assintdticamente normal nao sé quando
VEA(n/k) — 0, mas também quando VkA(n/k) — X\ (finito ou infinito), desde
que VEA?(n/k) — 0 e VEA(n/k)B(n/k) — 0.
Se VEA2(n/k) — Aa e VEA(n/k)B(n/k) — A, ambos finitos, existe um termo de
vi€s assintotico nao nulo dado por,

Aa

5y (A2 =D (0) = V@I ()~ A= D=2, 0)

+AB (Aﬁgi) (p+p)— (A= 1E2 (p + p’)) :

4.3 Propriedades assintéticas do estimador do indice de
valores extremos, baseado na estimacao externa de p

No que se segue considere-se a seguinte notacao:

) b com /-9 0. (4.4)
:U‘,\ T Hg\l)a :U‘,\ - 6}\:“,\ ’ .
(1)
/(1) _ Oy ) 0 ),
0'/\ = @, com 0'/\ = 50'/\ N (45)
1)
G 1y (p) : 9 :
D=t 0= 290, jemyy  @6)
1 (p) oA
_1(5) o\ (p) G) ) ,
PY (p) = O'(j)(p) ) com O\ (p) = 50)\ (p), j € N\{1}. (4.7)
A

Comegamos por apresentar uma proposicao que serd necessaria para apresentarmos

propriedades do estimador.

Proposicao 4.3.1. Sob a validade da condi¢ao de terceira ordem em (2.43) e para k

intermédio, podemos escrever,
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M’Q(A)(k):ai " kZ In Vi
+((1+Alnv) ()(p+p)+AM(2>(p+pf))M

+ (@120 () +230- 0 ) 28 140,

onde Vip, =In X, _i11n—1In Xy, 1 <0 < k < n, sdo os excessos das log-observagoes,

definidos em (3.1),

™ —Vln 24200 (k) = i)+ = )2,

O',\.— 7
P

o
A i=1

. VE[1&
2" = | 2 EN(E) — () oy +47) )

€ assintoticamente normal padrao.

Temos também,

-1
MM (k) = 02 () — VM k) (N R\ . 1 1 7o
n = D)2 =7 n-vy -+ NG i

() g

+=oa(p)A(n/K) + %m + )A(m/K)B(n/k) + Q—;hm p>A2<n/k>) (1+ op<1>>] ,

onde

o _ ~ (1
Z0 = @ - (1700 _ 50 00,

In)7) T\

an(p) = Y = D) (p) — Ay
2
map) = (A=Y =22+ 1) 70 (0) - A= DE (0) - 222y (57 ()
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Teorema 4.3.1. Nas condigoes do teorema anterior, se substituirmos p por um esti-

mador consistente, obtemos a sequinte representacao em distribuicao,
AN (k) £ ATV (k) + (5 = p) (k) (1 +0p(1)),
onde (k) = Op(1/Vk) + Op(A(n/k)) + Op(A%(n/k)) + Op(A(n/k)B(n/k)).

Demonstracao.

Utilizando o método delta, podemos escrever,

~CGON ~ N 0 /.
N =37V E) + (= )y (LD B) 1+ 0p(1))
O calculo da derivada, 8% (3,? G()‘)(k)>, poderd ser mais simples se utilizarmos a regra

da derivada da fungao composta,

0. (sge0w) = 2 (s50a9) 2

ap \'" oA\ p
Ccom
14 =2
@ — )\/(p) _ p(p—2) - hl(l — P p(p - 2))
Op n(l—p)x (1=p—=+/pp—2))  (1—p)xWn’(1-p)
€
9 (seaongy) - A0 0 M) (M)
2a (18w’ i

_1
1Y, (Mf”(k)) * s MY (k) — ) MV (k)

+_
2 (A—1) (1) 2
IR (h2)
_ -1 3 A— A— _ -1
- <M,§A ”(k)) (zwff”(k)yX WD D () — D 2 (k) <M£ﬁ ”(k))
- (1) (1) 2 6)
HXx=1 Hax (N(Al—)1) =1
-1
M (k) — i) M (k) <M§f”<kz>>

2 )
(1)
(1)

Hox

=L (k) [MDD (k) = MV (k)]
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onde ]/\ZY(L)\)(]{?) é a v.a. definida na Proposigao anterior. Resulta que

*(\) * * /
a% (aSG(”(k)) 1 2060 (1) (W&E N gxip)A(n/k) N gA(p’;Lp)A(n/k)B(n/k)

+#h§(%p)A2(n/1€)(1 + Op(l)))

*(A)
. (ﬁ + G (0)A/E) + g3 o+ P)Aln/K) B(n/b)

N %:P)A?(n/k)a + op(l))> :

onde

9x(p) = ga-1(p) — g21(p), b3 (v, p) = ha—1(7,p) — hax(7v; p)-

O

Observagao 4.3.1. O resultado do Teorema anterior permite-nos garantir que se p €
consistente para p, entao ;y\g G(’\)(k) € consistente para a estimacdo de y. A consisténcia

verifica-se com VEkA(n/k) — X, finito ou infinito.

E ainda possivel garantir a normalidade assintética de 'k (W\SG(’\)(k) — 'y>. O resul-

tado do Teorema anterior permite verificar que
VE (FED (k) ) =vE (FEO®) = ) +VE {0,(1/VE) + Op(Aln/K))
O, (A2(1/)) + Op(A(n/k)B(n/k))} (5 = p).
Para garantir a normalidade assintotica é necessdario que
VE(5=p) (Op(1L/VE) + Op(Aln/k)) + Op(A%(n/K)) + Op(Aln/k) B(n/K)) ) = 0,(1).

Se VkA(n/k) — X, finito, entdo resulta que A(n/k) = O(1/Vk). Para se ter a
normalidade assintdtica é necessdrio que p — p = op(1).

Se VEA(n/k) — oo mas VEkA?(n/k) — Aa e VkA(n/k)B(n/k) — A, podemos
desprezar o termo de ordem 1/v'k, jd que 1/vVk = o(A(n/k)) e € necessdrio exigir que
=) =0 (7))

Se utilizarmos o estimador introduzido em (3.38), num nivel elevado ki, duas situagoes

podem ocorrer:
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1. p—p=0, (m) ; Neste caso basta exigir que k = o(k1) para que se possa

garantir a normalidade assintotica.

R . ) 2\ —2p/(1-2p)
2. p—p = Op(A(n/k1)); E preciso que k = o <2—1> . Neste caso
muito dificilmente se garante a normalidade assintotica, ji que a hipdtese

VEA(n/k) — 0o obriga a que k seja de ordem superior a n~2r/(1-20),

4.4 Comportamento exacto dos estimadores - estudo de
simulacgao

Nesta seccao serao utilizados os seguintes modelos pertencentes a classe de Hall, (2.63),
e modelo Fréchet, em (2.48), com v =1 (p = —1);
e modelo Burr, em (2.49), com y=1e p € {-2,—1,—0.5};
e modelo ¢t de Student, em (2.53), com v =1, 2 e 4.

No caso do modelo ¢ de Student apenas se consideraram os valores positivos da amostra.

Observagao 4.4.1. Para os modelos Fréchet e Burr e para qualquer dos estimadores
considerados, Vies/y e MSE/¥? sio independentes de v. Nio existe necessidade de

incluir na simulagdo o modelo GP, (2.51), porque

EFn(k)|GP(Y)] = v x E[{n(k)|Burr(y = 1,p = —v)]

MSEF,(k)|GP(Y)] =~ x MSE[,(k)|Burr(y =1,p = —7)].

A simulacdo nao se baseou apenas no estimador em estudo %S G ))(k:) definido

em (4.1). Para comparar os resultados deste novo estimador obtiveram-se também

resultados para os estimadores v/ (k) em (3.5) e ‘y}]yL(ﬁ)(k) em (3.50).
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O estudo baseou-se numa simulacao multi-amostra de dimensao 10000 =
10(réplicas) x 1000(“runs”) de modo a obter para os modelos referidos as estimati-

vas,

k), k=1,2,...,n—1,

MSER:(K)], k=1,2,...,n—1,

K = argmin MSE [{3(k)]

Y = Tn(ko),
onde e representa um dos estimadores em estudo (“H”, “CG” ou “ML”). Os novos
estimadores sao também comparados com o estimador de Hill nos respectivos niveis

optimos, isto é, nos niveis onde o respectivo erro médio quadratico é minimo, utilizando

a medida de eficiéncia de 32 relativamente a 3

MSE [FH (ko)]

Eficzean = | ——————.
! MSE [y3 (ko))

675
A utilizacao de 10 réplicas possibilitou o calculo de intervalos de confianca a 95%
para os parametros a estimar. No entanto devido a elevada quantidade de valores a
apresentar, apenas indicamos os intervalos de confianca para a eficiéncia relativa.

Apresentamos resultados para &? G()‘)(k) e aﬁ” Lie )(k) nao s6 com p conhecido, mas

também admitindo p desconhecido e estimado num nivel mais baixo, k; = [n%%%],
utilizando o estimador introduzido em (3.38), com o parametro de controlo 7 escolhido
de acordo com a Observagao 3.2.3.

Nas Tabelas 4.1, 4.2 e 4.3 pode-se consultar, para os modelos e estimadores indi-
cados, o nivel 6ptimo, valor médio e erro médio quadratico simulados, nos respectivos
niveis éptimos. Nas Tabelas 4.4 e 4.5 apresentamos, para cada modelo, as eficiéncias
relativas de /’%?G(A)(k?), %CLVG(X)(R‘), %‘M”)(k) e ﬁﬁ/w(ﬁ)(k:). Apresentamos na Figuras

4.2—4.8 os valores médios simulados e os respectivos erros médio quadraticos para os

modelos Burr, Fréchet e ¢ de Student.
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Tabela 4.1: Fracgao 6ptima da amostra simulada, ko/n, dos estimadores do indice de
valores extremos, H, CG e M L.

100 500 1000 2000 5000 10000 20000 50000

modelo Burr: y=1, p= -2
H 0.415 0.320 0.282 0.254 0.208 0.187 0.164  0.134
CGQ) 0.919 0.874 0.845 0.810 0.762 0.723 0.688  0.634
CG(\) 0.887 0.809 0.768 0.727 0.663 0.622 0.572  0.512

ML(p) 0.990 0.998 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999  0.999
ML(p) 0915 0.790 0.725 0.675 0.584 0.521  0.464  0.399
modelo Burr: v =1, p=—1

H 0.227  0.143 0.115 0.093 0.070 0.056  0.047  0.034
CG(\) 0.839 0.763 0.718 0.672 0.605 0.559  0.510  0.447
CG(\) 0.896 0.837 0.805 0.770 0.726 0.689  0.659  0.620
ML(p) 0990 0.998 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999  0.999
ML(p) 0990 0923 0.796 0.669 0.537 0.430 0.358  0.267

modelo Burr: y=1, p=-0.5

H 0.104 0.052 0.036 0.027 0.018 0.014 0.010  0.007
CG(\) 0.755 0.651 0.598 0.553 0.478 0.429 0.377 0.314
CG(A\) 0515 0.389 0.330 0.277 0.208 0.175 0.140  0.099
ML(p) 0990 0.998 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999
ML(p) 0.791 0.425 0.325 0.238 0.155 0.123 0.123  0.085

modelo Fréchet: y=1 (p=-1)

H 0.336  0.217 0.180 0.143 0.107 0.087  0.072  0.052

CG(A) 0990 0.998 0.998 0.997 0.996 0.995 0.994 0.993
CG(A) 0975 0917 0.893 0.848 0.776 0.712 0.631  0.501

ML(p) 0.947 0.803 0.741 0.679 0.593 0.536  0.463  0.409
ML(p) 0.899 0.789 0.782 0.790 0.786 0.799  0.802  0.807
modelo ¢t de Student com v =1 (y =1, p= —2)

H 0.185 0.148 0.129 0.117 0.099 0.086 0.075  0.062
CG(\) 0350 0.378 0.365 0.348 0.324 0.305 0.286  0.261
CG(A) 0350 0.370 0.355 0.338 0.314 0.293  0.276  0.249
ML(p) 0.357 0.401 0.382 0.357 0.322 0.301 0.282  0.252
ML(p) 0.354 0.371 0.355 0.326 0.298 0.273  0.253  0.225

modelo t de Student com v =2 (y =0.5, p=—1)

H 0.104 0.066 0.054 0.044 0.033 0.028 0.020 0.016
CG(\) 0.328 0.306 0.287 0.266 0.238 0.216 0.195 0.168
CG(A\)  0.350 0.363 0.352 0.340 0.323 0.310 0.300  0.289
ML(p) 0364 0.353 0.320 0.293 0.250 0.221 0.194 0.163
ML(p) 0.369 0431 0447 0.459 0.475 0.483 0.485 0.485

modelo t de Student com v =4 (y =0.25, p = —0.5)

H 0.100  0.026 0.020 0.014 0.009 0.006 0.005  0.005
CG(A\)  0.262 0.236 0.214 0.196 0.170 0.149 0.130  0.107
CG(\) 0205 0.176 0.155 0.130 0.105 0.085 0.069  0.051

ML(p) 0.366 0.323 0.273 0.228 0.191 0.159 0.136  0.106
ML(p) 0.356 0.227 0.174 0.130 0.090 0.064 0.048  0.032
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Tabela 4.2: Valor médio simulado, F, dos estimadores do indice de valores extremos,
H, CG e ML, nos respectivos niveis 6ptimos.

100 500 1000 2000 5000 10000 20000 50000

modelo Burr: y=1, p=-2
H 1.068 1.036 1.027 1.021 1.014 1.011 1.009  1.006
CG(N\)  1.046 1.029 1.023 1.017 1.011 1.008 1.006 1.004
CG(\) 1.035 1.023 1.019 1.016 1.011 1.009 1.007  1.005

ML(p) 1.003 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000  1.000  1.000
ML(p) 1.031 1.022 1.018 1.015 1.011 1.009  1.007  1.005
modelo Burr: y=1, p=—1

H 1.140 1.078 1.061 1.049 1.036  1.028 1.024  1.017

) 1.067 1.046 1.037 1.029 1.021 1.017 1.013  1.009
CG(\) 1.045 1.031 1.025 1.019 1.013 1.009 1.006  1.004
) 1.002 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000  1.000
ML(p) 0.918 0.940 0.953 0.963 0.972 0.978 0.983  0.988

modelo Burr: vy=1, p=-0.5

H 1.300 1.186 1.149 1.124 1.098 1.085 1.070  1.057

) 1094 1.069 1.058 1.050 1.039 1.032 1.026  1.020
CG(N\)  1.126  1.107  1.095 1.083 1.067 1.060 1.052  1.041
) 1.000 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000  1.000
ML(p) 1.224 1.143 1.119 1.099 1.077 1.067 1.067 1.054

modelo Fréchet: v =1 (p = —1)

H 1.107 1.062 1.050 1.039 1.029 1.023 1.019 1.013
CG(A) 0987 1.013 1.010 1.007 1.004 1.002 1.001  1.001
CG(\) 0.986 1.010 1.015 1.017 1.017 1.015 1.013  1.010

ML(p) 0.921 0.961 0.970 0.977 0.984  0.988 0.991 0.994
ML(p) 0.952 0.993 0.998 1.001 1.002 1.001 1.001 1.000
modelo ¢t de Student com v =1 (y =1, p=-2)

H 1.098 1.053 1.039 1.032 1.022 1.016 1.012 1.009

) 0994 1.041 1.033 1.027 1.019 1.014 1.010 1.007

CG(\) 0994 1.038 1.031 1.025 1.019 1.014 1.010 1.007

) 1.042 1.040 1.030 1.022 1.014 1.010 1.008 1.005

ML(p) 1.044 1.038 1.030 1.022 1.015 1.011 1.008 1.006

modelo t de Student com v =2 (y = 0.5, p = —1)

H 0.605 0.556 0.544 0.536 0.526  0.522 0.516 0.512

) 0.535 0.533 0.528 0.523 0.518 0.514 0.511 0.508

CG(N\) 0498 0.520 0.517 0.513 0.509 0.506 0.504 0.502
)

0.543 0.532 0.524 0.519 0.513 0.510 0.507 0.505
ML(p) 0.483 0.486 0.489 0.491 0.496  0.499 0.500 0.500
modelo t de Student com v =4 (v = 0.25, p = —0.5)

H 0.430 0.316 0.304 0.294 0.284 0.278 0.276 0.275
CG(N\) 0270 0.274 0.271  0.269 0.266  0.263 0.261 0.259
CG(\) 0.265 0.278 0.276 0.276 0.272  0.269 0.267 0.264

ML(p) 0.287 0.276 0.270 0.266 0.262 0.259  0.258  0.256
ML(p) 0.317 0.295 0.286 0.282 0.275 0.271 0.268  0.264
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Tabela 4.3: Erro médio quadratico simulado, M SE (x100), dos estimadores do indice
de valores extremos, H, CG e M L, nos respectivos niveis 6ptimos.

100 500 1000 2000 5000 10000 20000 50000

modelo Burr: y=1, p= -2
H 2,922  0.764 0.424 0.244 0.115 0.066 0.038  0.018
CG(N) 2.157 0.633 0.363 0.207 0.097 0.054 0.030 0.014
CG(X) 2.598 0.808 0.466 0.269 0.127 0.071  0.040  0.019
ML(p) 1.160 0.219 0.107 0.054 0.021  0.010  0.005  0.002
ML(p) 2.199 0.590 0.322 0.181 0.082 0.046 0.027 0.013
modelo Burr: v =1, p=—1
H 6.992 2.135 1.288 0.797 0.423 0.264 0.163  0.089
CG(N) 2.793 0.984 0.615 0.379 0.197 0.120 0.072  0.037
CG(N) 2.855 0.984 0.586 0.345 0.166 0.093  0.052  0.023
ML(p) 1.211  0.227 0.110 0.055 0.021  0.011  0.005  0.002
ML(p) 2.660 0.947 0.596 0.387 0.208 0.132  0.084  0.046
modelo Burr: y=1, p=-0.5
H 22,498 8302 5.525 3.685 2.214 1499 1.053  0.643
CG(N) 3.843 1.646 1.125 0.760 0.452 0.303  0.201  0.115

CG(N) 7.570 3.585 2.602 1.865 1.198  0.856 0.610  0.385

ML(p) 1.249 0.233 0.112 0.056 0.022 0.011 0.005 0.002

ML(p) 8937 3909 2.728 1911 1.182  0.826 0.826 0.574
modelo Fréchet: y=1 (p=-1)

H 4.469 1.376 0.837 0.522 0.275  0.168 0.103 0.056
CG(N) 2.044 0.406 0.214 0.115 0.048 0.024 0.012 0.005
CG(\) 4388 1345 0765 0451 0221 0128 0077  0.041
ML(p) 2.593 0.757 0.441 0.258 0.126  0.071 0.041 0.020
ML(p) 4.383 1.124 0.581 0.309 0.130  0.065 0.033 0.014

modelo ¢t de Student com v =1 (y =1, p= —2)

H 6.947 1.685 0.941 0.540 0.256  0.143 0.080  0.040
CG(N) 5.814 1.426 0.823 0.490 0.236 0.131 0.073 0.034
CG(X) 5.678 1.514 0.886 0.531 0.257  0.143 0.080  0.037
ML(p) 5.493 0.946 0.512 0.285 0.129 0.070  0.038 0.017
ML(p) 5.666 1.150 0.624 0.352 0.158  0.086 0.046 0.021

modelo t de Student com v =2 (y =0.5, p=—1)

H 4.119 1.169 0.705 0.432 0.226  0.138 0.086 0.047

CG(N) 1.650 0.566 0.360 0.235 0.127 0.077  0.047  0.024

CG(N) 1.508 0.438 0.262 0.160 0.077 0.042 0.023  0.010

ML(p) 1.780 0.389 0.227 0.136 0.067 0.039 0.022  0.011
ML(p) 1.755 0.265 0.130 0.066 0.024 0.011  0.005  0.002
modelo t de Student com v =4 (y =0.25, p = —0.5)

H 4.686 1.096 0.706 0.465 0.280 0.191  0.132  0.089
CG(N) 0.522 0.243 0.171 0.123 0.076 0.051  0.035  0.021
CG(X) 0.918 0.390 0.274 0.205 0.133 0.095 0.069  0.044

ML(p) 0.615 0.171  0.109 0.070 0.038 0.024 0.016  0.009
ML(p) 1.344 0472 0.306 0.212 0.127 0.089  0.063  0.040
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Tabela 4.4: Eficiéncias relativas simulada, dos estimadores CG e M L, para os modelos

Fréchet e Burr.

G CcG(N) ML(p) ML(p)

modelo Burr: y=1, p=-0.5
100 2.426 4+ 0.060  1.728 £ 0.039 4.246 £+ 0.062 1.587 + 0.017
500  2.248 £ 0.028  1.523 £ 0.018 5.976 £ 0.095 1.457 £ 0.013
1000 2.219 £ 0.034  1.459 £ 0.022 7.020 £ 0.096 1.423 + 0.007
2000  2.206 £ 0.038  1.408 + 0.021 8.094 £ 0.180 1.389 + 0.009
5000 2.217 £ 0.039  1.361 £ 0.023  10.138 £ 0.108 1.369 £ 0.014
10000  2.227 £ 0.027  1.325 &£ 0.016  11.768 £ 0.171 1.348 £ 0.014
20000 2.290 £+ 0.023  1.314 £ 0.012  13.978 + 0.271 1.355 £ 0.012
50000 2.361 £+ 0.027  1.291 £ 0.012  17.493 £ 0.257 1.334 £ 0.011

modelo Burr: y=1, p=—1
100  1.586 4+ 0.040  1.568 =+ 0.035 2.403 £ 0.023 1.622 + 0.023
500 1.474 £ 0.019 1.474 £+ 0.016 3.070 £ 0.046 1.502 £ 0.015
1000  1.448 4+ 0.024  1.483 +£ 0.022 3.427 £ 0.046 1.470 £+ 0.013
2000 1.452 £ 0.024 1.522 4 0.024 3.802 £ 0.084 1.435 + 0.022
5000  1.468 £ 0.026  1.598 + 0.030 4.473 £+ 0.078 1.428 + 0.023
10000  1.487 £ 0.020 1.685 % 0.020 4.980 £ 0.091 1.415 + 0.024
20000  1.500 4+ 0.017  1.770 £ 0.020 5.544 £+ 0.121 1.394 + 0.024
50000  1.560 4+ 0.019  1.963 £ 0.026 6.554 £ 0.076 1.396 £ 0.016

modelo Burr: y=1, p=-2
100  1.165 £ 0.024  1.061 £ 0.020 1.588 £+ 0.014 1.153 + 0.019
500  1.099 &£ 0.015  0.973 £+ 0.011 1.869 + 0.024 1.138 £ 0.010
1000  1.081 + 0.012  0.954 +£ 0.010 1.990 + 0.022 1.148 + 0.010
2000 1.086 £ 0.018  0.952 + 0.016 2.127 £ 0.030 1.161 + 0.008
5000 1.088 £ 0.014  0.949 £+ 0.012 2.346 £ 0.044 1.185 + 0.012
10000  1.108 £ 0.021  0.963 + 0.018 2.511 £ 0.040 1.196 + 0.017
20000 1.123 £ 0.012  0.971 £ 0.011 2.702 £ 0.041 1.196 + 0.009
50000 1.160 &£ 0.016  0.991 £ 0.013 2.996 £ 0.043 1.213 £ 0.015

modelo Fréchet: v =1 (p = —1)

100  1.480 + 0.033  1.010 £ 0.018 1.313 + 0.015 1.010 £ 0.010
500 1.842 4+ 0.043  1.011 + 0.019 1.348 £+ 0.018 1.106 + 0.015
1000  1.979 £ 0.026 ~ 1.046 £ 0.009 1.378 £ 0.012 1.200 £ 0.011
2000 2.137 £ 0.040 1.076 + 0.013 1.423 + 0.021 1.301 £ 0.016
5000  2.382 £ 0.027  1.115 £ 0.010 1.474 £ 0.013 1.456 £ 0.013
10000  2.626 £ 0.026  1.142 4+ 0.012 1.532 £+ 0.021 1.605 + 0.015
20000 2.924 4+ 0.031  1.155 £ 0.010 1.581 + 0.023 1.771 £ 0.021
50000  3.391 4+ 0.028  1.179 =+ 0.009 1.675 + 0.020 2.037 £ 0.018
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Tabela 4.5: Eficiéncias relativas simulada, dos estimadores C'G e M L, para o modelo

t de Student.

CG(N) ca(N) ML(p) ML(p)

modelo ¢t de Student: v =1 (y=1, p=-2)
100  1.095 £ 0.026  1.107 4+ 0.020 1.125 £ 0.013  1.108 £ 0.012
500 1.088 + 0.021  1.055 £ 0.017 1.335 &£ 0.012  1.211 + 0.012
1000  1.070 £ 0.012  1.031 £ 0.009  1.357 £ 0.012  1.228 £ 0.009
2000 1.050 £ 0.016  1.009 4+ 0.012  1.375 £ 0.008  1.238 £ 0.011
5000 1.043 £ 0.013 1.000 £+ 0.012  1.410 £ 0.007  1.274 £ 0.006
10000 1.048 £ 0.014 1.003 #+ 0.013  1.427 £ 0.014  1.288 £ 0.009
20000  1.047 4+ 0.010 1.002 £ 0.010  1.457 £ 0.020 1.318 + 0.015
50000 1.079 4+ 0.011  1.032 £ 0.010  1.511 £ 0.015 1.361 + 0.012

modelo t de Student: v =2 (y = 0.5, p = —1)
100  1.585 £ 0.043 1.656 4+ 0.036  1.522 £ 0.016  1.533 £ 0.019
500 1.439 + 0.028 1.634 £ 0.029 1.734 + 0.024  2.101 £ 0.027
1000 1.400 + 0.023  1.643 £ 0.024 1.762 + 0.012  2.329 &£ 0.039
2000 1.356 £ 0.024 1.647 £ 0.028 1.781 £ 0.017  2.565 £ 0.035
5000 1.334 £0.020 1.711 +£0.028 1.838 £ 0.025 3.071 £ 0.053
10000 1.345 £ 0.019 1.814 4+ 0.024  1.892 £ 0.021  3.540 £ 0.046
20000  1.357 £ 0.015  1.937 £ 0.022  1.969 £ 0.019  3.950 £ 0.050
50000 1.386 4+ 0.018  2.164 £ 0.035 2.040 4 0.025  2.886 =+ 0.047

modelo t de Student: v =4 (y = 0.25, p = —0.5)

100  3.005 4+ 0.084  2.261 &£ 0.037  2.762 £+ 0.028  1.869 + 0.021
500  2.130 £ 0.060 1.678 4+ 0.038  2.535 £ 0.033  1.525 & 0.027
1000 2.037 + 0.043 1.606 £ 0.024  2.548 4+ 0.020  1.519 &+ 0.017
2000 1.949 £ 0.048 1.510 £ 0.032  2.585 £ 0.043  1.481 £ 0.023
5000 1.916 £ 0.042 1.454 £ 0.025 2.699 £ 0.053  1.483 £ 0.025
10000 1.934 £ 0.020 1.416 4+ 0.014 2.802 £ 0.046  1.460 £ 0.020
20000  1.939 4+ 0.037  1.383 £ 0.023  2.889 4 0.046  1.442 +£ 0.016
50000 2.075 4+ 0.036  1.421 £ 0.022  3.173 4+ 0.030  1.503 £ 0.007
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Figura 4.2: Valores médios e erros médios quadraticos simulados, dos estimadores do
indice de valores extremos, para amostras de dimensao n = 1000 do modelo Burr com
y=1lep=-2
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Figura 4.3: Valores médios e erros médios quadraticos simulados, dos estimadores do
indice de valores extremos, para amostras de dimensao n = 1000 do modelo Burr com
y=1lep=—-1.
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Figura 4.4: Valores médios e erros médios quadraticos simulados, dos estimadores do
indice de valores extremos, para amostras de dimensao n = 1000 do modelo Burr com
vy=1ep=-05.
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Figura 4.5: Valores médios e erros médios quadraticos simulados, dos estimadores do
indice de valores extremos, para amostras de dimensao n = 2000 do modelo t de
Student comv =1 (y=1e p=—2).
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Figura 4.6: Valores médios e erros médios quadraticos simulados, dos estimadores do
indice de valores extremos, para amostras de dimensao n = 2000 do modelo t de
Student com v =2 (y =0.5¢e p= —1).
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Figura 4.7: Valores médios e erros médios quadraticos simulados, dos estimadores do
indice de valores extremos, para amostras de dimensao n = 2000 do modelo t de
Student com v =4 (v =0.25 ¢ p = —0.5).



86

CAPITULO 4. ESTUDO DETALHADO DE UMA CLASSE DE ESTIMADORES SEMI

PARAMETRICA, DE VIES REDUZIDO, DO INDICE DE VALORES EXTREMOS

0.02

0.01

‘ ‘ ‘ ‘ k 0.00 ‘ ‘ ; . k
0 200 400 600 800 1000 o 200 400 600 800 1000

Figura 4.8: Valores médios e erros médios quadraticos simulados, dos estimadores do
indice de valores extremos, para amostras de dimensao n = 1000 do modelo Fréchet
comvy=1(p=-1).

4.5 Alguns comentarios e conclusoes

1. De um modo geral, os estimadores “assintoticamente centrados” do indice de

valores extremos apresentam um comportamento melhor que o do estimador de
Hill. As Figuras apresentam trajectorias amostrais do valor médio dos novos esti-
madores, mais estaveis junto ao verdadeiro valor do indice de valores extremos.
Verifica-se também, para um conjunto de niveis, que o erro médio quadratico dos
estimadores CG e ML é inferior ao erro médio quadratico minimo do estima-
dor de Hill. Estes resultados verificaram-se também quando p = —2, um valor
pertencente a regiao de valores | — co; —1[, onde o estimador de Hill costuma

apresentar um bom desempenho.

. Num problema pratico nao se conhece o verdadeiro valor do parametro de segunda

ordem p. Por essa razao consideramos na simulagao, os estimadores CG e M L,
para saber se o comportamento dos estimadores se altera quando, em vez de se
utilizar o verdadeiro valor de p, este é estimado. Nos exemplos apresentados, a
estimacao do parametro de segunda ordem afasta um pouco a trajectoria amostral
do valor médio do verdadeiro valor e acarreta um ligeiro aumento do erro médio

quadratico.
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3. No modelo Fréchet (Fig. 4.8, Tab. 4.4), e quando se admite o parametro de se-
gunda ordem p conhecido, precisamos praticamente de todas as e.o. para atingir
o nivel 6ptimo de CG()\). Isto sugere que CG(A) praticamente nao tem compo-
nente de viés. Quando se estima o parametro de segunda ordem, p, o estimador

ML é o que apresenta um erro médio quadratico mais pequeno (no nivel 6ptimo).

4. Nas Figuras referentes ao modelo Burr (Figs. 4.2, 4.3 e 4.4), o padrao do valor
médio de M L(p) coincide com o indice de valores extremos e o do erro médio
quadratico é estritamente decrescente. Isto sugere que, neste modelo, este estima-
dor nao tem qualquer termo de viés, como ja tinha sido referido na Observagao
3.3.1. No entanto, quando estimamos o parametro de segunda ordem, p, nem

sempre é M L(p) o mais eficiente (Tab. 4.4).

5. Para modelos com p préximo de 0, a regiao mais problematica para o estimador
de Hill, o padrao do grafico do erro médio quadrético dos novos estimadores é
em forma de “U”. Mesmo com a estimagao do parametro de segunda ordem, os
estimadores aqui considerados sao mais eficiente que o estimador de Hill, nao sé
quando considerados ambos nos respectivos niveis éptimos, mas também numa

vasta regiao de valores de k.
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Capitulo 5

Reducao directa do viés do
estimador de Hill

Tal como referimos no capitulo anterior, existem muitos trabalhos relativos a reducao
de viés na estimacao semi-paramétrica do indice de valores extremos positivo, v. Muitos
dos estimadores introduzidos nesses trabalhos tém componente dominante de viés nula
e variancia assintética superior a do estimador de Hill. Para p > —2, isto é, na
situacao onde o estimador de Hill nao se comporta tao bem, apresentam geralmente
erro médio quadratico inferior ao do estimador de Hill. Este comportamente deve-se a
reducao de viés, ja que a variancia é maior que a do estimador de Hill. Neste capitulo
estamos interessados na estimacao da componente dominante do estimador de Hill, de
modo a remové-la de dois modos distintos (sem aumentar a variancia). Comegamos por
introduzir, na seccao 5.1, os dois estimadores de viés reduzido e na secgao 5.2 abordamos
o comportamento assintético dos novos estimadores, sob condicoes de variagao regular
de terceira ordem. Se os parametros de segunda ordem forem estimados num nivel
adequado, k1, de ordem superior & do nivel &k utilizado no estimador de Hill, a variancia
assintotica dos novos estimadores nao se altera e mantém-se igual a do estimador de
Hill, isto é, igual a 2, para niveis adequados k. De modo a ilustrar o comportamento,
para amostras de dimensao finita, dos novos estimadores, apresentamos na seccao 5.3
resultados de simulacao através do método de Monte Carlo. Procedemos ainda, por

simulacao, a sua comparac¢ao com o classico estimador de Hill.

89
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5.1 Novos estimadores de viés reduzido

Vamos admitir neste capitulo, que F' pertence a classe de Hall (2.62), isto é, que admite

uma cauda do tipo,
1— F(z) = Ca Y7 (1 + DaP/" + Ex?!7 4 o(2*/)), r — 00,

onde vy >0, p<0,C >0,D #0e FE # 0. Consequentemente a funcao A, pre-
sente nas condigoes de variacao regular de segunda e terceira ordem, (2.41) e (2.43), é

assintoticamente equivalente a,

A(t) =y Btr. (5.1)

De acordo com a Proposigao 3.2.1, para k intermédio verificando (2.17) e admitindo
a validade da condicao de variagao regular de terceira ordem (2.43), o estimador de

Hill admite a seguinte representacao em distribuicao

H(k) =~ + ﬁZ,S) + Al(?z/];) + A(T@LB_(Z{@ (1+ 0,(1)),

onde Z,gl) é uma v.a. assintoticamente normal padrao.

A componente dominante de viés do estimador de Hill, A(n/k)/(1 — p), pode ser
estimada através de H(k:)ﬁ(n/k)f’/(l —p),onde pe 3 sdo estimadores adequados de p e
0, respectivamente. De modo a remover o termo dominante de viés, vamos considerar

os estimadores,

H; (k) == H(k) (1 - %ﬁ (%)’3 ) (5.2)

Hj (k) == H(k) exp (-%ﬁ (%)’3 ) (5.3)

introduzidos e estudados em Caeiro et al. [7], sob condigoes de variacao regular de

segunda ordem. A estimacao dos parametro de segunda ordem (3 e p serd feita exter-

namente num nivel mais elevado k.
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Observagao 5.1.1. Como exp(—z) = 1 —x + o(z), x — o0, o0s dois estimadores
apenas sao assintoticamente equivalentes sob condigoes de primeira ou sequnda ordem.
Como se admite uma condi¢ao de variagao reqular de terceira ordem hd uma diferenca
no termo dominante de viés assintdtico e portanto os estimadores nao sao assintotica-

mente equivalentes.

5.2 Distribuicao assintética

Comegamos por apresentar algumas propriedades assintéticas, para os novos estima-

dores, admitindo apenas que o indice de valores extremos, v, é desconhecido.

Teorema 5.2.1. Supondo que se verifica a condi¢dao de terceira ordem, (2.43), que
A(t) € do tipo (5.1) e que k € uma sequéncia intermédia verificando, (2.17), Hg (k) e
ﬁ@p(k) admitem, respectivamente, uma representacdo assintotica em distribuicao do
tipo,

B(n/k) — Aln/k)
L—p—p  ~A(1—p)
—A(?/_’“?OB_(Z{ 5 (14 0,(1)) (5.5)

Hp (k) 2y + \/lEZ,E}) + A(n/k) (

= a4 T L)

> (14 0,(1)), (5.4)

onde Z,gl) ¢é a varidvel aleatoria assintoticamente normal padrao definida em (3.17).
Consequentemente 'k (Hg (k) —v) e Vk (ﬁg,p(k) - 'y> sao assintoticamente nor-
mais com valor médio 0 e variincia 4> quando VkA(n/k) — X (finito ou infinito),
VEA?2(n/k) — 0 e VEA(n/k)B(n/k) — 0. Se avancarmos para niveis mais baizos
(k mais elevado), ou seja, para niveis tais que VEA(n/k) — oo, VkA?(n/k) — Aa
e VEkA(n/k)B(n/k) — A, finitos, o valor médio assintdtico de V'k (Hg (k) — ) e

o7 . A A A .
vk (Hgyp(k) — 'y) passa a ser igual a 1,pB,p/ — 7(17“/))2 e 1,pB,p/; respectivamente.

Demonstracao.
O resultado obtém-se facilmente a partir da distribuicao assintdtica do estimador de

Hill, dada na Proposicao 3.2.1,
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Hg, (k) =H (k) x (1 - % (%)p> — H(k) x (1 _ %)

(oo A s [ L) (o
doy a4 B(n/k) _ Aln/k) )

=t pse AR <1 —p—p (- p)Q) (1+ o)

) 1~ 4

para Hpg ,(k), (5.5), obtém-se de forma andloga.

Como exp (— (14+0(1)), a representagao em distribuicao

Resulta assim que

T Y B(n/k)  _A(n/k)
VR (fay(0) ~2) =12 + VA (20 - 28 (14 ay(1),
VE (T - ) =120+ VEACDBOID o,
seguindo-se portanto o resultado pretendido. O

Observagao 5.2.1. Nas condi¢cdes do teorema anterior,

A%(n/k)
(1 — p)?

Portanto, sé quando o viés de ﬁgyp(k‘) € positivo € que se pode garantir que este €

Hp (k) — Hp (k) = (1 + 0p(1)).

inferior ao viés de ﬁ@p(k).

No que se segue vamos admitir que os parametros p e 3 sao estimados num nivel &y

através dos estimadores (3.38) e (3.51), respectivamente, e manter a notagao p = p(k;)

(§] BE B(kl)

Teorema 5.2.2. Considere-se os estimadores do indice de valores extremos ﬁﬁ ﬁ(k:) €
ﬁﬁ ﬁ(kj) em (5.2) e (5.3), respectivamente, onde p e 3 sio calculados num nivel mais
baizo, associado a um valor ki tal que Vk1A(n/ki) — oo e (p—p)lnn = oy(1) .

Se F wverificar a condi¢ao de variagdo reqular de terceira ordem e k representar uma
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sequéncia intermédia, entao Fﬁ,ﬁ(k) e ﬁg’ﬁ(k) sao consistentes para a estimacdo de
7.

Se também se verificar e VEA(n/k) — X\, finito (eventualmente nulo), entio podemos
garantir que 'k (Fgﬁ(k) - ’y) e Vk (ﬁaﬁ(k) — ’y) sao assintoticamente normais com
valor médio nulo e varidncia assintotica igual a 2.

Podemos ainda avancar para niveis tais que VkA(n/k) — oo, VEA (n/k) — A4 e
VEA(n/E)B(n/k) — Ap, desde que se estime p num nivel ky tal que (p— p)lnn =
op(1/VEA(n/F))

Demonstragao.
Vamos apenas apresentar a demonstracao para Fﬁ ﬁ(k) Para

mente. Utilizando uma expansao em série de Taylor para

50 2100 x (1= 2 (1) = G- 01 (7)1 + )

-0 (1) (12 +mem)) @+ 000

L—p
_A@M»(B—ﬂ+

1-p

e C <ﬁ—Mhmum>
Como nas condigdes do teorema, H, 3(k) é consistente para v e (p— p) In(n/k) = 0,(1)
permite garantir que A%”f/pk) (B%ﬁ +(p—p) ln(n/k:)) = 0p(1), e resulta que ﬁﬁg(k) é

consistente para a estimacao do indice de valores extremos ~.

Como

”Wﬁmw%w94¢ﬂﬁm%%w%w%“W“<ﬁ‘ﬂ+@—mmmw0,

IL—p B

~

B—p0 ~ —B(p—p)In(n/ky), e estamos a admitir por hipétese que (p—p) Inn = o0,(1), fica
demonstrada a normalidade assintética nao s6 quando vVEkA(n/k) — A (finito), mas
também quando VEA(n/k) — oo, VEA%(n/k) — A, VEA(n/E)B(n/k) — Ap, e
se p verificar (§— p)Inn = o,(1/VEkA(n/k)). O

Observagao 5.2.2. Os parametros de sequnda ordem poderiam também ser estimados

no mesmo nivel k, utilizado para estimar o indice de valores extremos. A decisdo de
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estimar externamente os parametros de sequnda ordem p e (3, resulta dos comentdrios
em Gomes e Martins [28] sobre as vantagens deste tipo de estimagdo. Os resultados
assintoticos presentes em Caeiro et al. [7] reforcam a decisao de estimar os parametros
de sequnda ordem num nivel mais baixo. Nesse trabalho sao dadas as expressoes da
varidncia assintdtica de vk (Hﬁ(k),ﬁ(k) — ’y) e Vk (Hﬁ(k),ﬁ(k)(k) - ’y). Assim no pri-

2
. . , o 1—
meiro caso (3 estimado no mesmo nivel k) a variancia é > (7’)> , enquanto que no

2 ((1*p)2(2p2*2p+1)
2

sequndo (B e p estimados no mesmo nivel k) é =y ’

). Em qualquer
das situacdes a variancia é superior a 2, a varidncia que se obtém no Teorema 5.2.2,
quando se faz a estimagdo externa dos pardametros de seqgunda ordem p e 3, e que €

tqual a variancia do estimador de Hill.

5.3 Propriedades para amostras de dimensao finita

5.3.1 Modelos utilizados

Nesta seccao serao considerados os seguintes modelos pertencentes a classe de Hall:
e modelo Fréchet, em (2.48), com v =1 (p = —1);
e modelo Burr, em (2.49), com v =1e p=—2,—1,-0.5;

e modelo ¢t de Student, em (2.53), com v = 1,2 e 4 (apenas os valores positivos).

5.3.2 O estudo de simulagao

Implementdmos uma simula¢do multi-amostra de dimensao 10000 = 1000( “runs”) X
10(réplicas) de modo a obter, para os modelos acima mencionados, o comportamento

dos novos estimadores H = Fﬁ,ﬁv H=1 5.5 introduzidos em (5.2) e (5.3), respectiva-
mente. Para obter mais informagoes relativas a simulacao multi-amostra aconselhamos
Gomes and Oliveira [27]. Os parametros de segunda ordem p e 3 foram estimados
no nivel externo kj introduzido em (3.44), utilizando os estimadores (3.38) e (3.51),

respectivemente. Na simulagao também incluimos H (k), F@p, e ﬁ@p.
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Denote-se por 7 um dos estimadores considerados neste capitulo. Simulou-se para

cada estimador /modelo o valor médio, E, erro médio quadratico, M SE, e nivel 6ptimo,
ko = kJ(n) := argkfnin MSER(k)],

isto é, o nivel onde o erro médio quadratico ¢ minimo. Foi também simulado um indica-

dor de eficiéncia que permite comparar o erro médio quadratico dos novos estimadores

com o do estimador de Hill, quando ambos sao considerados nos respectivos niveis

optimos. Consideramos o seguinte indicador de eficiéncia,

MSE [H (k)]
MSE [fy(k

)|

Quando este indicador é maior que um, isto representa uma “performance” melhor do

cx

Eficqinw =

S

que a do estimador de Hill.

5.3.3 Padrao do valor médio e erro médio quadratico

Nas Figuras 5.1—5.7 apresentamos, para os varios modelos considerados, trajectorias
amostrais do valor médio e erro médio quadratico de H(k), H(k) e ﬁ(k:) Incluimos
também nestas Figuras ﬁﬁ,p(k), para verificar se existe grande divergéncia entre os
estimadores e as varidveis aleatérias. Se existir tal divergéncia, podera ser necessario
melhorar a estimacao dos parametros de segunda ordem p e .

Podemos fazer os seguintes comentarios:

e Nos exemplos apresentados as trajectérias amostrais do valor médio e erro médio
quadratico dos estimadores H, H introduzidos em (5.2) e (5.3), respectivamente,
sao semelhantes. Para valores de k pequenos (niveis elevados), praticamente

coincidem.

e Comparando Hg, e H, isto é, comparando a diferenca entre usar o verdadeiro

valor ou estimar os parametros de segunda ordem, conclui-se que, usualmente a
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E[*] MSE []
1.4 0.03
0.02 A
1.0 A
0.01
o H
H
B.p
0.6 ‘ ‘ ‘ ‘ k 0.00 : ‘ ; . k
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Figura 5.1: Valores médios e erros médios quadraticos simulados, dos estimadores do

indice de valores extremos H, H e H, para amostras de dimensiao n = 1000 do modelo
Fréchet com vy =1 (p=—1).

estimagao destes parametros afasta mais a trajectoria do valor médio, do verda-
deiro valor a estimar e aumenta o erro médio quadratico. O modelo Burr com
(7,p) = (1,—1) é o tnico entre os escolhidos onde nao existem grandes diferengas
nas trajectorias amostrais de F@p e H.

Sé na Figura 5.1, referente ao modelo Fréchet, a trajectéria amostral H é mais

estavel do que a de ﬁﬁ,p.

e Quando p > —1 (Figuras 5.4 e 5.7) os estimadores H e " apresentam para qual-
quer nivel k um viés positivo. Verifica-se para todos os niveis uma redugao do
erro médio quadratico, embora as trajectorias amostrais do valor médio nao apre-
sentem nenhuma regiao de estabilidade. Existe também uma grande discrepancia
entre as trajectérias amostrais de H e F@ p- Existe a possibilidade de melhorar os
resultados apresentados, desde que se consiga estimar os parametros de segunda

ordem de modo mais eficiente.

e Apenas nos modelos com p = —1 (Figuras 5.1, 5.3 e 5.6) os valores minimos do

erro médio quadratico de H e H diferem ligeiramente.
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E[*] MSE []
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Figura 5.2: Valores médios e erros médios quadraticos simulados, dos estimadores do

indice de valores extremos H, H e H, para amostras de dimensdo n = 1000 do modelo
Burr comy=1e p=—2.
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Figura 5.3: Valores médios e erros médios quadréticos simulados, dos estimadores do
indice de valores extremos H, H e H, para amostras de dimensao n = 1000 do modelo
Burrcomy=1e p=—1.
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Figura 5.4: Valores médios e erros médios quadraticos simulados, dos estimadores do

indice de valores extremos H, H e H, para amostras de dimensao n = 1000 do modelo
Burr com vy =1¢e p=—0.5.
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Figura 5.5: Valores médios e erros médios quadraticos simulados, dos estimadores do

indice de valores extremos H, H e H, para amostras de dimensio n = 2000 do modelo
t de Student com v =1 (y=1e p=-2).

E[*] MSE []
0.7 0.01 ‘
0.5 4
0.3 : : : . k 0.00 . . . . k
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Figura 5.6: Valores médios e erros médios quadraticos simulados, dos estimadores do

indice de valores extremos H, H e H, para amostras de dimensiao n = 2000 do modelo
t de Student com v =2 (y =0.5e p= —1).
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Figura 5.7: Valores médios e erros médios quadraticos simulados, dos estimadores do

indice de valores extremos H, H e H, para amostras de dimensio n = 2000 do modelo
t de Student com v =4 (v =0.25 e p = —0.5).
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5.3.4 Valor médio, erro médio quadratico e eficiéncia relativa no nivel
optimo
Os resultados obtidos por simulagao, relativos ao nivel éptimo e restantes estatisticas
simuladas no nivel éptimo encontram-se nas Tabelas 5.1-5.5. Na Tabela 5.1 apresen-
tamos a fraccao 6ptima da amostra simulada e nas Tabelas 5.2 e 5.3 o valor médio e
erro médio quadratico simulados, nos respectivos niveis 6ptimos. De modo a comparar
os novos estimadores, com o estimador de Hill, apresentamos nas Tabelas 5.4 e 5.5 a
eficiéncia assintética dos vérios estimadores, relativamente ao estimador de Hill, nos
respectivos niveis 6ptimos. Os resultados apresentados permitem fazer os seguintes

comentarios:

e Para qualquer dos modelos escolhidos, os novos estimadores necessitam de mais

e.0.’s para atingir o nivel 6ptimo, ko (Tabela 5.1).

e No nivel 6ptimo, kg, o erro médio quadratico dos novos estimadores é sempre
inferior ao do estimador de Hill (Tabela 5.3) e o respectivo valor médio apresenta-

se muito mais préximo do verdadeiro valor de 7y (Tabela 5.2).

e Na maioria dos exemplos apresentados, o erro médio quadratico ﬁg,p ¢ inferior
ao erro médio quadratico de ﬁg,p (nos respectivos niveis 6ptimos). O mesmo se
verifica em grande parte dos exemplos apresentados para H e . Estes resultados
nao sao nenhuma surpresa porque as Figuras apresentadas indicam que o viés de
Fg,p é quase sempre positivo. Nestas condigoes, e de acordo com a Observacao
5.2.1, o viés de ﬁg,p é superior ao viés de ﬁ@p.

e S6 existem diferencas significativas, nos valores das eficiéncias relativas de H e
H (Tabelas 5.4, 5.5), quando p = —1. Isto ndo é também nenhuma surpresa
porque as Figuras indicam que apenas para p = —1, héa diferencas no valor do

erro quadratico minimo simulado dos estimadores H e H.
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Tabela 5.1: Fraccao optima da amostra simulada, ko /n, dos estimadores do indice de
valores extremos, H, H e H.

n 100 500 1000 2000 5000 10000 20000 50000
Burr: y=1, p=-2
H 0.415 0.320 0.282 0.254 0.208 0.187 0.164 0.134
Hg, 0678 0603 0562 0535 0487 0459 0.436 0.393
H 0.587 0.481 0.410 0.364 0.306 0.258  0.222  0.178
ﬁﬂ,p 0.636  0.571 0.532 0.503 0.455 0.425 0.396  0.359
H 0.578 0.469 0.402 0.353 0.304 0.258 0.222  0.178
Burr: y=1, p=—-1
H 0.227  0.143 0.115 0.093 0.070 0.056  0.047  0.034
Hg, 0510 0431 0.387 0.347 0.310 0272 0.240 0.210
H 0.651  0.607 0.592 0.582 0.569 0.565  0.557  0.550
ﬁﬂ,p 0.423 0.348 0.307 0.273 0.234 0.212 0.184  0.155
H 0.509 0.448 0.421 0.408 0.385 0.377 0.368  0.361
Burr: y=1, p=-0.5
H 0.104 0.052 0.036 0.027 0.018 0.014 0.010  0.007
Fg’p 0.399 0.296 0.265 0.219 0.190 0.153  0.128  0.097
H 0.227  0.102 0.074 0.048 0.033 0.021  0.015  0.009
ﬁﬂ’p 0.262 0.174 0.140 0.113 0.087 0.070  0.056  0.045
H 0.199 0.099 0.073 0.048 0.032 0.020 0.015  0.009
Fréchet: v =1 (p=—1)
H 0.336  0.217 0.180 0.143 0.107 0.087 0.072  0.052
Hg, 058 0450 0421 0.380 0.320 0.295 0.264 0.219
H 0.776  0.494 0.466 0.461 0.409 0.406 0.371  0.405
ﬁg’p 0.566  0.422 0.390 0.345 0.303 0.262 0.234  0.197
H 0.709 0.615 0.563 0.521 0.448 0.428  0.377  0.346
t de Student com v =1 (y =1, p=-2)
H 0.185 0.148 0.129 0.117 0.099 0.086 0.075  0.062
Eﬂvﬂ 0.274 0.290 0.283 0.273 0.256 0.243 0.235  0.217
H 0.234 0.195 0.178 0.157 0.136  0.122  0.103  0.088
ﬁg’p 0.257 0.256  0.249 0.240 0.220 0.204 0.190 0.174
" 0.233 0.192 0.177 0.156 0.134 0.122  0.102  0.087
t de Student com v =2 (y=0.5, p = —1)
H 0.104 0.066 0.054 0.044 0.033 0.028 0.020 0.016
Hg, 0230 0244 0.247 0243 0.227 0.199 0.185  0.167
" 0.220 0.202 0.193 0.185 0.182 0.180 0.180  0.179
E@P 0.186 0.164 0.150 0.132 0.114 0.099 0.092  0.078
H 0.186 0.164 0.150 0.132 0.114 0.099 0.092  0.078
t de Student com v =4 (y =0.25, p= —1)
H 0.100 0.026 0.020 0.014 0.009 0.006 0.005  0.005
Hg, 022 0236 0209 0.185 0.152 0.129 0.105 0.085
H 0.109 0.053 0.039 0.023 0.016 0.012 0.008  0.005
ﬁﬂ,p 0.113  0.081 0.069 0.058 0.043 0.035 0.030  0.022
H 0.101  0.049 0.035 0.022 0.016 0.011  0.007  0.005
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Tabela 5.2: Valor médio simulado, F, dos estimadores do indice de valores extremos,
H, H e H, nos respectivos niveis 6ptimos.

100 500 1000 2000 5000 10000 20000 50000

Burr: y=1, p=-2
1.068 1.036 1.027 1.021 1.014 1.011 1.009 1.006
1.037 1.018 1.012 1.009 1.006 1.005 1.004 1.002
1.045 1.028 1.022 1.017 1.013 1.010 1.007 1.005
1.038 1.020 1.014 1.011 1.007 1.005 1.004 1.002
1.048 1.029 1.022 1.017 1.013 1.010 1.007 1.005

Burr: y=1, p=-1
H 1.140 1.078 1.061 1.049 1.036 1.028 1.024 1.017
Hs, 1049 1027 1020 1015 1011 1008 1.006 1.004
H 1.017 1.006 1.003 1.002 1.001 1.001 1.000 1.000
ﬁﬁ,p 1.059 1.033 1.024 1.018 1.013 1.010 1.008 1.005
H 1.037 1.016 1.010 1.007 1.003 1.002 1.001 1.000

Burr: y=1, p=-0.5
H 1.300 1.186 1.149 1.124 1.098 1.085 1.070 1.057
Fﬁyp 1.075 1.040 1.033 1.024 1.020 1.014 1.012 1.008
H 1.229 1.147 1.127 1.104 1.088 1.070 1.062 1.048
H 1.124 1.068 1.052 1.040 1.029 1.023 1.018 1.014
1.237 1.152 1.130 1.106 1.088 1.069 1.062 1.048

Fréchet: v =1 (p=—1)
1.107 1.062 1.050 1.039 1.029 1.023 1.019 1.013
1.063 1.024 1.020 1.016 1.010 1.009 1.007 1.004
0.977 0984 0990 0.995 0.997  0.998 1.000 1.000
1.060 1.027 1.022 1.017 1.012 1.009 1.007 1.005
1.013 1.012 1.010 1.009 1.007  1.007 1.006 1.006
t de Student com v =1 (y =1, p=—-2)
1.098 1.053 1.039 1.032 1.022 1.016 1.012 1.009
1.037 1.019 1.014 1.011 1.008 1.006 1.005 1.003
1.079 1.044 1.034 1.026 1.019 1.015 1.010 1.007
1.043 1.023 1.018 1.015 1.010 1.007 1.005 1.004
1.082 1.044 1.035 1.026 1.018 1.015 1.010 1.007
t de Student com v =2 (y =0.5, p = —1)
0.605 0.556 0.544 0.536 0.526  0.522 0.516 0.512
0.521  0.509 0.508 0.507 0.505  0.504 0.503 0.502
0.528 0.511 0.506 0.503 0.502  0.501 0.501 0.500
0.541 0.523 0.518 0.513 0.509 0.507 0.506 0.504
0.541 0.523 0.518 0.513 0.509  0.507 0.506 0.504
t de Student com v =4 (y =0.25, p = —0.5)

0.430 0.316 0.304 0.294 0.284 0.278 0.276 0.275
0.251 0.244 0.244 0.245 0.246 0.246 0.247 0.248
0.326  0.297 0.290 0.284 0.278  0.275 0.271 0.268
0.291 0.272 0.268 0.264 0.260  0.258 0.257 0.255
0.337 0.300 0.290 0.284 0.279 0.275 0.271 0.268
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Tabela 5.3: Erro médio quadrético simulado, M SE (x100), dos estimadores do indice

de valores extremos, H, H e H, nos respectivos niveis 6ptimos.

n 100 500 1000 2000 5000 10000 20000 50000
Burr: y=1, p=-2
H 2922 0.764 0424 0.244 0.115 0.066 0.038 0.018
ﬁﬁ’p 1.440 0.321 0.170 0.093 0.040 0.021 0.012 0.005
H 2.095 0.579 0.328 0.189 0.088 0.051 0.029 0.014
ﬁ@’p 1.556 0.353 0.187 0.102 0.044 0.024 0.013 0.006
H 2.125 0.584 0.330 0.190 0.088 0.051 0.029 0.014
Burr: y=1, p=-1
H 6.992 2135 1.288 0.797 0.423 0.264 0.163 0.089
Fg’p 1.935 0.472 0.258 0.146 0.066  0.038 0.022 0.010
H 1.970 0.478 0.249 0.134 0.057  0.029 0.015 0.006
ﬁﬂ’p 2.467 0.624 0.343 0.197 0.092 0.053 0.031 0.015
H 2.356  0.575 0.297 0.159 0.066  0.034 0.018 0.007
Burr: y=1, p=-0.5
H 22.498 8.302 5.525 3.685 2.214  1.499 1.053 0.643
Hs, 2714 0726 0416 0248 0126 0077 0047  0.025
H 11.342 4.538 3.210 2.257 1.453 1.015 0.728 0.461
ﬁg’p 5.229 1.548 0.930 0.564 0.294 0.184 0.114 0.061
H 12.448 4.746 3.318 2.304 1.474 1.023 0.733 0.463
Fréchet: v =1 (p=-1)
H 4.469 1.376 0.837 0.522 0.275 0.168 0.103 0.056
F@’p 1.874 0.471 0.263 0.150 0.070  0.039 0.022 0.010
H 3.234 1.004 0.554 0.301 0.130 0.066 0.034 0.014
ﬁg’p 2.047 0511 0.290 0.166 0.077 0.044 0.025 0.012
H 2.551 0.820 0.462 0.260 0.117  0.062 0.034 0.017
t de Student comv =1 (y=1, p=-2)
H 6.947 1.685 0.941 0.540 0.256  0.143 0.080 0.040
F@’p 3.926  0.709 0.352 0.182 0.077 0.041 0.021 0.009
H 5.356  1.296  0.719 0.413 0.191 0.107  0.059 0.028
ﬁg’p 4.160 0.793 0.410 0.216 0.095 0.050 0.027  0.012
H 5421 1.305 0.724 0.416 0.192 0.108 0.059 0.028
t de Student com v =2 (y=0.5, p = —1)
H 4.119 1.169 0.705 0.432 0.226 0.138 0.086 0.047
ﬁﬁ’p 1.123  0.200 0.101 0.052 0.023 0.012 0.006 0.003
H 1.350 0.277 0.143 0.075 0.031  0.015 0.008 0.003
ﬁﬂ’p 1.513 0.329 0.182 0.102 0.048 0.027  0.015 0.007
H 1.513 0.329 0.182 0.102 0.048 0.027  0.015 0.007
t de Student com v =4 (y =0.25, p = —0.5)
H 4.686 1.096 0.706 0.465 0.280 0.191 0.132 0.089
ﬁg’p 0.277 0.052 0.029 0.017 0.008 0.005 0.003 0.002
H 1.730 0.577 0.378 0.267 0.167 0.124 0.088 0.057
ﬁ@’p 0.757 0.196 0.116 0.070 0.037  0.022 0.014 0.007
H 1.910 0.615 0.398 0.275 0.171  0.125 0.089 0.057
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Tabela 5.4: Eficiéncia relativa simulada, dos estimadores do indice de valores extremos,

H e H, para os modelos Burr e Fréchet.

Hp. (k) Hk) Hp (k) H(k)
n
Burr: y=1, p=-2
100  1.425 +£0.019 1.181 £ 0.014 1.371 £ 0.016 1.173 &£ 0.014
500 1.543 £ 0.025 1.149 4+ 0.007  1.471 £ 0.019  1.144 £ 0.008
1000  1.579 £ 0.018  1.137 £ 0.012  1.504 + 0.015  1.134 £ 0.012
2000 1.622 £ 0.016 1.136 + 0.006  1.546 £ 0.014  1.134 £ 0.006
5000 1.703 £ 0.028 1.142 + 0.012 1.619 £ 0.026  1.140 £ 0.012
10000  1.761 £+ 0.034  1.141 + 0.010  1.672 £ 0.026  1.139 & 0.010
20000  1.810 4+ 0.022  1.137 £ 0.009 1.716 4+ 0.017  1.137 £ 0.009
50000  1.890 4+ 0.027  1.136 £ 0.012  1.794 4+ 0.024  1.136 £ 0.011
Burr: y=1, p=-1
100 1.902 £+ 0.031  1.885 £ 0.033  1.684 4 0.021  1.724 +£ 0.028
500 2127 £0.025 2.113 £ 0.025 1.850 £ 0.022  1.928 £ 0.022
1000 2.235 £ 0.026  2.275 £ 0.024  1.936 £ 0.022  2.083 £ 0.024
2000  2.339 £ 0.044 2.438 £ 0.045 2.014 £ 0.030  2.240 £ 0.033
5000 2.525 £ 0.046 2.734 + 0.061  2.143 £ 0.035  2.544 £ 0.055
10000  2.633 £ 0.040  3.011 + 0.049  2.229 £ 0.038  2.784 & 0.048
20000  2.723 £ 0.043  3.285 £ 0.059  2.306 £+ 0.034  3.036 £ 0.055
50000  2.919 £+ 0.028  3.813 £ 0.061  2.450 4+ 0.039  3.500 +£ 0.052
Burr: y=1, p=-0.5
100 2.881 4+ 0.047 1.409 £ 0.016  2.075 4+ 0.025 1.345 £ 0.013
500  3.382 £0.049 1.352 £ 0.012 2.316 £ 0.019  1.322 £+ 0.011
1000  3.643 £ 0.031  1.312 £ 0.011  2.438 + 0.023  1.290 £ 0.012
2000 3.853 £ 0.059  1.278 + 0.015  2.557 £ 0.018  1.265 + 0.015
5000 4.190 £ 0.060  1.234 4+ 0.006  2.745 £ 0.039  1.225 £ 0.006
10000  4.422 £ 0.076  1.215 & 0.011  2.853 £ 0.041  1.211 £ 0.011
20000  4.719 £ 0.062  1.203 £ 0.007  3.042 £+ 0.035  1.199 +£ 0.007
50000 5.109 4+ 0.091  1.180 £ 0.009  3.251 4+ 0.048  1.178 &£ 0.009
Fréchet: y=1 (p=—1)
100 1.545 +£0.029 1.176 £ 0.011  1.478 4+ 0.027  1.324 +£ 0.017
500 1.709 £ 0.025 1.170 &£ 0.019  1.641 £ 0.020  1.295 £ 0.023
1000  1.784 £ 0.017  1.229 £+ 0.011  1.700 £ 0.018  1.346 £ 0.014
2000 1.871 £0.039 1.317 £ 0.019 1.776 £ 0.033  1.418 4 0.024
5000 1.987 £ 0.026  1.453 + 0.014 1.883 £ 0.021  1.530 % 0.015
10000  2.072 £ 0.032  1.593 £ 0.018  1.953 £ 0.036  1.640 &+ 0.018
20000 2.176 4+ 0.042  1.748 £ 0.023  2.048 £+ 0.039  1.741 &£ 0.019
50000 2.328 £ 0.029 2.018 £ 0.020 2.189 £+ 0.031  1.850 &+ 0.011
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Tabela 5.5: Eficiéncia relativa simulada, dos estimadores do indice de valores extremos,

H e H, para o modelo ¢ de Student.

Hg,p (k) (k) Hg,p (k) (k)
n
t de Student comv =1 (y=1, p=—-2)
100 1.330 £ 0.010 1.139 4+ 0.007  1.292 £ 0.009  1.132 £ 0.006
500 1.543 + 0.015 1.141 £ 0.011  1.458 4+ 0.010  1.137 £ 0.010
1000 1.636 = 0.011  1.144 £ 0.009 1.516 4+ 0.019  1.140 =£ 0.009
2000 1.721 £ 0.016  1.143 &£ 0.010  1.579 £ 0.009  1.140 % 0.010
5000 1.819 £ 0.016  1.159 4+ 0.008  1.640 £ 0.016  1.156 & 0.007
10000  1.881 £ 0.039 1.156 £+ 0.010  1.686 + 0.024  1.153 £ 0.010
20000 1.938 4+ 0.038 1.167 £ 0.011 1.734 £ 0.035 1.165 + 0.010
50000 2.047 £+ 0.028  1.185 &£ 0.007  1.825 £+ 0.027  1.183 % 0.007
t de Student com v =2 (y=0.5, p = —1)
100 1.915 £ 0.019  1.747 £ 0.023  1.650 £ 0.023  1.590 +£ 0.023
500  2.417 £ 0.048  2.055 4+ 0.041 1.886 £ 0.028  1.834 £ 0.027
1000  2.643 + 0.045 2.221 £ 0.029 1.969 + 0.013  1.960 +£ 0.017
2000 2.870 £ 0.022 2402 £ 0.031  2.057 £ 0.027  2.115 £ 0.032
5000  3.159 £ 0.053  2.716 + 0.048  2.171 £ 0.033  2.376 & 0.037
10000  3.404 £ 0.052  3.004 £ 0.042  2.276 + 0.032  2.612 £ 0.040
20000  3.661 4+ 0.067  3.352 £ 0.064  2.395 £+ 0.018  2.928 &£ 0.043
50000  3.987 4+ 0.048  3.839 £ 0.046  2.520 £ 0.033  3.342 &£ 0.047
t de Student com v =4 (y = 0.25, p = —0.5)

100 4.114 £+ 0.044  1.646 £ 0.009 2.489 £+ 0.014 1.566 £ 0.007
500  4.573 £ 0.060 1.379 4+ 0.020 2.363 £ 0.044  1.335 £+ 0.018
1000  4.940 £ 0.072  1.367 £ 0.016  2.464 + 0.020  1.333 £ 0.013
2000  5.285 £ 0.107  1.319 +£ 0.018  2.578 £ 0.052  1.301 & 0.017
5000 5.800 £ 0.097 1.294 + 0.011  2.768 £ 0.059  1.278 £+ 0.010
10000 6.175 £ 0.107  1.242 £ 0.011  2.944 + 0.053  1.233 £ 0.011
20000 6.537 £+ 0.092  1.223 £ 0.010 3.089 £+ 0.041  1.218 + 0.010
50000  7.504 4+ 0.097  1.254 £ 0.004 3.474 £+ 0.043  1.250 &£ 0.004




5.4. APLICACAO A DADOS REAIS 105

5.4 Aplicacao a dados reais

Em Matematica Financeira é muito frequente trabalhar com os log retornos, que se
assumem estacionarios, para o calculo de probabilidades de acontecimentos raros, como
por exemplo, o cédlculo do “Value at Risk” (VaR), um quantil muito elevado dos log
retornos negativos. Embora também se utilizem modelos normais, como o famoso mo-
delo Black-Scholes, sabe-se que os modelos mais adequados dos log retornos tém cauda
pesada.

Muitos dos resultados da TVE, incluindo os deste trabalho, sao obtidos sob a hipotese
da amostra ser i.i.d.. Neste tipo de dados financeiros nao faz sentido admitir a
independéncia. No entanto, sabemos que o comportamento dos estimadores semi-
paramétricos de acontecimentos raros pode ser generalizado a observagoes com de-
pendéncia fraca (Drees [14], [15]). Os estimadores semi-paramétricos de parametros
associados a cauda sao também consistentes e assintoticamente normais numa vasta

classe de dados fracamente dependentes e podem ser utilizados neste tipo de dados.

5.4.1 Euro “versus” Libra

Iremos aqui ilustrar o comportamento dos estimadores em estudo através da andlise
das taxas de cambio do Euro versus Libra Inglesa desde 4 de Janeiro de 1999, até 30 de
Dezembro de 2005. Estes dados foram coleccionados pelo Sistema Europeu de Bancos
Centrais e foram obtidos em http://www.bportugal.pt/.

Na Figura 5.8 apresentamos a taxa de cambio diaria, x;, durante o periodo acima
mencionado e os n = 1793 log-retornos, r, = 100(Inz; — Inzy_1), os dados a serem

analisados.

5.4.1.1 Analise dos log retornos positivos

Na Figura 5.9, a analise dos n*t = 820 log-retornos positivos, permitiu-nos obter as
trajectérias amostrais seguintes, para os estimadores dos parametros de segunda ordem

pe [em (3.38) e (3.51), respectivamente.
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Figura 5.8: Cambio didrio Euro/Libra Inglesa (esquerda) e log-retorno diario (direita)
do Euro versus a Libra Inglesa.
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Figura 5.9: Estimativas do pardametro de “forma” de segunda ordem p, através de
~(7)

pn’ (k) em (3.38), 7 =0 e 1 (esquerda) e do parametro de “escala” de segunda ordem
3, através de gM L )(k) em (3.51) (direita), para os log-retornos didrios do Euro versus

a Libra Inglesa.

As trajectorias amostrais dos estimadores de p associados a7 =0e 7 =1 levam-
nos, com base em qualquer critério de estabilidade para valores elevados de k, a escolha
da estimativa associada a 7 = 0. Escolhendo o nivel k; = [820°9%%] = 849 em (3.44),
obtivemos p = %0)(849) = —0.69. A utilizacio de 3n' L )(k), calculado também no
nivel k1, conduz-nos a estimativa B = 1.04.

As trajectérias amostrais associadas ao estimador cldssico H em (3.5), e ao esti-
mador de viés reduzido H em (5.2), sio apresentadas na Figura 5.10. A trajectéria

amostral de H apresenta uma pequena regiao estavel que nos permite obter a estimativa
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3 =0.29.
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Figura 5.10: Estimativas fornecidas pelos estimadores de Hill, H (k) e H(k) em (3.5) e
(5.2), respectivamente.

5.4.1.2 Anadlise dos log retornos negativos

Se considerarmos os log retornos negativos apresentados na Figura 5.8, os valores ex-
tremos sao os mais pequenos. De modo a aplicar os resultados ja conhecidos para
maéximos, basta considerar os log retornos r; = —100(lnz; — Inx;—1) e considerar
apenas os valores positivos. Dos n = 1793 log retornos, apenas se podem utilizar

n~ = 919 log retornos, r;.

AP (k) H B=105 N

0 ; ‘ ‘ ‘ ‘ -k
0 150 300 450 600 750 900

Figura 5.11: Estimativas do parametro de “forma” de segunda ordem p, através de

Z)ﬁ;)(k‘) em (3.38), 7 =0 e 1 (esquerda) e do parametro de “escala” de segunda ordem

3, através de B’ Lie )(k:) em (3.51) (direita), para os log-retornos didrios (negativos) do
Euro versus a Libra Inglesa.
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Utilizando novamente o mesmo nivel k1 em (3.44), e com base nas trajectérias
amostrais de p associados a 7 = 0 e 7 = 1, podemos com base em qualquer critério
de estabilidade para k elevado escolher a estimativa associada a 7 = 0. Obtivemos
p= ,?57(10) (888) = —0.69. A utilizacao de B L )(k‘), calculado também no nivel k; em
(3.44), conduz-nos A estimativa 3 = 1.05.

Na Figura 5.12 apresentamos as trajectérias amostrais associadas ao estimador
classico H em (3.5), e ao estimador de viés reduzido H em (5.2) do indice de valores
extremos, 7. Com base na estabilidade da trajectéria amostral de H, para niveis

elevados, obtemos a estimativa 7 = 0.22.

0.75 1

0.5

0.25 1

0+ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ~ k
0 150 300 450 600 750 900

Figura 5.12: Estimativas do indice de valores extremos fornecidas pelos estimadores de
Hill, H(k) e H(k) em (3.5) e (5.2), respectivamente.

5.4.2 S&P500

No segundo exemplo iremos utilizar o indice financeiro S&P500, um dos mais impor-
tantes nos EUA, do qual fazem parte muitas das maiores empresas daquele pais. Os
dados referem-se a valores de fecho entre 2 de Janeiro de 1996 até 30 de Dezembro de
2005 e foram obtidos em http://finance.yahoo.com/ .

Apresentamos na Figura 5.13 o valor de fecho do indice S&P500, z;, durante o
periodo acima mencionado e os respectivos log-retornos, r, = 100(Inz; — Inxy_1),
t =1,...,2518. Vamos fazer a inferéncia para as perdas, ou seja, utilizando os log

retornos negativos.
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Figura 5.13: Indice S&P500 (esquerda) e respectivo log-retorno didrio (direita) entre 2
de Janeiro de 1996 até 30 de Dezembro de 2005.

Utilizando os ng = 2123 log-retornos negativos (multiplicados por —1) apresenta-
mos na Figura 5.14 as trajectérias amostrais de f)g)(k‘) (esquerda) enquanto fungao de
k, para T = 0 e 7 = 1. Mais uma vez ¢é a trajectéria amostral associada ao parametro
de controlo 7 = 0 a que apresenta maior estabilidade para k elevado. Obtemos as

estimativas p = ﬁ(no)(kl) = —0.68, onde k; = 1159 é o nivel introduzido em (3.44) e

B =B(k) =104

B =104

-3 0 T T T T T k
0 200 400 600 800 1000 1200

Figura 5.14: Estimativas do parametro de “forma” de segunda ordem p, através de
Z)ff)(k) em (3.38), 7 =0 e 1 (esquerda) e do parametro de “escala” de segunda ordem

3, através de pa P )(k) em (3.51) (direita), para os log-retornos diarios negativos do
indice S&P500.
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Na Figura 5.15 apresentamos as trajectorias amostrais do estimador de Hill H em
(3.5), e do estimador de viés reduzido H introduzido em (5.2). Com base em qualquer
critério de estabilidade da trajectéria amostral de H, para valores moderados de k,

obtemos a estimativa 4 = 0.27, também ilustrada na Figura 5.15.

0.75 A H

0.5 4

0.25 +m~

0

0 200 400 600 800 1000 1200

Figura 5.15: Estimativas fornecidas pelos estimadores de Hill, H(k) e H(k) em (3.5) e
(5.2), respectivamente.

5.5 Conclusoes gerais

De um modo geral, poucas sdo as diferencas entre os estimadores H e H introduzidos
em (5.2) e (5.3), respectivamente. No entanto, quando confrontados com dados reais,
é aconselhavel representar as trajectérias amostrais dos novos estimadores de modo a
escolher o mais adequado estimador do indice de valores extremos, 7.

Se conseguirmos estimar, de modo adequado, os parametros de segunda ordem, os
novos estimadores H e H apresentam para qualquer nivel k£, um erro médio quadratico
inferior ao do clédssico estimador de Hill. A redugao do erro médio quadratico verifica-se
mesmo quando p < —1, uma regiao onde costuma ser dificil encontrar alternativas ao
estimador de Hill. Nos exemplos apresentados com p < —1, os novos estimadores apre-
sentam uma elevada estabilidade das trajectérias do valor médio, junto ao verdadeiro

valor do indice de valores extremos, -.



Capitulo 6

Estimacao de um Parametro de
escala de primeira ordem

Neste capitulo vamos considerar um modelo de cauda pesada, F', cuja funcao quantil é
do tipo U(t) = Ct7L(t), onde L(t) é uma fungao de variacao lenta, verificando L(t) e
1, e C o parametro de escala de primeira ordem. Existem ja alguns trabalhos relativos
a estimacgao deste parametro de escala C, embora pouca atencao tenha sido dada a
remocao de viés. Os estimadores semi-parametricos existentes, tal como os estimadores
classicos do indice cauda, dependem muito da escolha correcta do nivel k, isto é, do
nimero de estatisticas ordinais a utilizar. Se escolhemos um valor muito pequeno para
k temos um viés pequeno mas uma variancia elevada. No entanto, se optarmos por um
valor k mais elevado ja temos uma variancia pequena, mas também um viés elevado.
Neste capitulo estamos interessados na remocao do termo dominante de viés, na
estimagao semi-paramétrica de C. Na seccao 6.1 indicamos algumas propriedades as-
sintoticas do estimador classico do parametro de escala de primeira ordem. Depois,
introduzimos novos estimadores semi-paramétricos deste parametro e na seccao 6.2
apresentamos algumas propriedades assintéticas, num contexto de variacao regular de
terceira ordem. Por fim, estudamos na sec¢ao 6.3 o comportamento dos estimadores,

para amostras de dimensao finita.
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6.1 Estimadores do parametro de escala

De modo a obter informagao sobre o viés dos estimadores admitimos neste capitulo

que F' é um modelo pertencente & classe de Hall em (2.63), com fungao quantil do tipo
/
Ut) = ct? (1 ML ’Ygit%(l + 0(1))) : (6.1)
P P

onde C > 0 é o parametro de escala que interessa estimar, 3, ' # 0 e p < 0.

Todos os modelos pertencentes a (6.1) verificam a condigao de variagao regular de
terceira ordem, (2.43). Podemos assim escolher A(t) = v [t” em (2.41), aqui para-
metrizada como funcao do indice de valores extremos 7y, do parametro de “escala” de
segunda ordem, (3 e do parametro de “forma”, p < 0. A funcao B(t) e o parametro p’

em (2.43) podem ser escolhidos como (5" —~ 3/p)t? e p, respectivamente.

Observacao 6.1.1. O modelo apresentado em (6.1) corresponde a uma reparame-
trizacao de (2.63) e € também equivalente a
Alt Alt Alt
Ut) = ¢t (1 A0, AD (B(t) + ﬁ) (1+ 0(1))> . (6.2)
p 2p p
Como o pardmetro da condigio de varia¢ao regular de terceira ordem p' € igual a p,

entio B(t) = (8 —~ B/p)t" = O(A(t)).

O estimador cldssico do parametro de escala, C, proposto por Hall [33] para este

tipo de modelos é

H (k)
C(k) =Cu(k) == (E> Xon—kem (6.3)

n
onde H (k) = % Zle In X, j11.,—In X,, ., representa o estimador de Hill calculado no
mesmo nivel k. Para conhecermos o comportamento assintético e obtermos informacgao

relativa ao viés basta considerar uma condicao de variacao regular de segunda ordem.

Proposicao 6.1.1. Para k intermédio tal que VEA(n/k) — X (finito) e sob a
n—-mao_o
condi¢ao de sequnda ordem, (2.42), podemos garantir a validade da sequinte repre-

sentacao em distribuicao,
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VE (Cu)=c {(@ ) (vzﬁ’ + @n/@) . “EAW“} (L oy1).

Inn —p plnn
(6.4)

onde Z,gl) ¢ a varidvel aleatoria normal padrao definida em (3.17).

As condigoes impostas permitem verificar que Ink/Inn — —2p/(1 — 2p). Assim,
n——aoo

pode-se garantir que o estimador € assintoticamente normal com viés eventualmente

nao nulo igual a m.

Observagao 6.1.2. O erro médio quadrdtico deste estimador € proporcional ao do
2

estimador de Hill, isto €, € proporcional a % + (‘ngnf/pk)) . Por esta razao o comporta-

mento de Cg (k) ndo € muito diferente do comportamento do estimador de Hill. As tra-

jectorias amostrais costumam ser bastante voldteis, nao so devido a elevada variancia

para k pequeno, como também pelo viés elevado para k grande. E POT 1SS0 que mao €

facil escolhermos o nivel k a utilizar em Cg (k).

Observagao 6.1.3. Na representacao (6.4) aparecem dois termos de viés de ordem
diferente. O termo dominante resulta de (%)H(k), isto €, da estimagao do indice de
valores extremos no mesmo nivel k. FEste termo pode ser removido se utilizarmos um
estimador do indice de valores extremos “assintoticamente centrado”. Por outro lado
hd outro termo de viés que resulta da v.a. X, _p., que, embora seja de ordem inferior,
deverd também ser removido. Alguns resultados de simulac¢do indicaram que mesmo
a remocao dos dois termos de viés deste estimador nao foram suficientes para que as
trajectorias amostrais fossem mais estdveis. E por esta razdao que se introduz neste

trabalho um novo estimador para o parametro de escala C.

. (3 P . . .
Como, para k intermédio, (k/n)YX,_r.,, — C, considere-se o seguinte estimador

baseado nos espacamentos X, _(xg1.n — Xn—k:n, 0 <0 <1,

C5(k;0) := = 1 , (6.5)

n

o~ (k > g an[kﬂ:n - ank:n
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onde # é um parametro de controlo. De modo a reduzir o viés, vamos considerar que
o indice de valores extremos, v, é estimado no mesmo nivel k£ usando um qualquer
estimador “assintoticamente centrado”. Caeiro [8] estuda o termo dominante de viés
de é\y(k; 0) e, com a parametrizacao A(t) = [P, obtem explicitamente esse termo, o

qual é dado por

—vtp _ n/k)P
By, fp.0) = .9‘9_7 . 11 (vﬂ(p/k) > . (6.6)

De modo a reduzir o viés assintético é sensato também considerar o seguinte estimador

semi-paramétrico de C:

~ (k‘)a Xn—[k@]:n - ank:n

n

Ca(k; 0) == e x (1 — B, 8.7, 0)) , (6.7)

onde p e (3 sao estimadores adequados dos parametros de segunda ordem p e [3, respec-
tivamente, baseados num numero de e.o.’s de topo, k1, superior ao ntmero de e.o.’s k
usadas na estimacao do indice de valores extremos e do parametro de escala, C.

No que se segue, estes estimadores serdo denotados C(k) = é\a(k‘) e C(k)=C. ﬁﬁ(k)'

2 2

1 1

0+ T T T T K 0 - T T T T Kk
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Figura 6.1: Trajectéria amostral de C(k) (esquerda) e é\y(k:) (direita) calculada a partir
de uma amostra de dimensao 1000 do modelo Burr com v =1e p = —1.

Na Figura 6.1 apresentamos trajectérias amostrais de C(k) e é\y(k‘) (sem a estimacao
de v) para uma amostra do modelo Burr(1,—1), com f.d. F(z) = 1 — (1 +2)71,
x > 0. Verifica-se que, a segunda trajectéria amostral, relativa a um dos estimadores
propostos, estd muito mais préxima do verdadeiro valor C = 1. Este exemplo sugere
que o novo estimador do parametro de escala, C, apresenta viés inferior ao do estimador

classico.
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6.2 Propriedades assintéticas

Nesta seccao pretendemos estudar os novos estimadores em contexto de terceira ordem.
Serd dado destaque ao estudo do viés e variancia. Comecamos por apresentar alguns
resultados fundamentais para derivar as propriedades assintéticas dos estimadores in-

troduzidos neste Capitulo.

Proposigao 6.2.1. Se k for uma sequéncia intermédia e F' um modelo cuja cauda

verifica (6.2), entdo

Xnken 1 g AWK (An/RB/k) | A2k,
o 2e{ue T A (SRR SR a0,

(6.8)

onde By € uma v.a. assintoticamente normal padrdo com estrutura de covariancia,

Vivi(l—j/n)

B;, Bj) = .
Cov( ) =

. i< (6.9)

Demonstracao.
Como Xy _jn = U(Yy—km), onde Y representa uma v.a. Pareto padrao, e U(t) admite

uma expansao do tipo (6.2), tem-se
Xn—k;:n d k 7 A(Yn—kn)
= -Y, 5 14+ —
s 2¢ (e ) [t el
A(Yn—kn)B(Yn—kn) AQ(Yn—k:n)
X ( 2 + 507 (I+o(1)|.

Como por hipétese A(t) = v 3t°, de acordo com a Proposi¢ao 2.2.2 e a Observacao

3.1.2, podemos garantir que

L (Yakn)” =1+ Bl +0p(1),

2. A(Yy_pn) < A(n/k) (1 +0, (ﬁ))

Portanto, resulta que
?i"/‘k%j Lc (1 + %Bk(l + op(l))> x {1 + w (1 +0, ( = >> +
. <A(n/k)B(n/k) . A2(n2/k)) (1+op(1))}.

=l

(6.10)

p 2p
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De acordo com a Observagao 3.1.2, nos niveis que usualmente consideramos, o termo

de ordem O, (A(\%k)

A covariancia entre B; e Bj com i < j obtém-se facilmente a partir da covariancia

> pode ser desprezado, seguindo-se de forma quase imediata (6.8).

entre Y;., e Yj.,, que pode ser consultada na Tabela 2.1. O

Na Proposicao que se segue vamos estudar o comportamento assintotico da v.a.

baseada nos espagamentos, X, _(xo]:n — Xn—k:n;
-~ A an[kG]'n — Xn—kin
k;0)=1|— - 0 < 1.
Cy(k;0) <n) — 1 , 0<0<

Proposigao 6.2.2. Admita-se vdlida a condi¢ao de terceira ordem, (2.43), com p/ =
p, que k é uma sequéncia intermédia e F com func¢do quantil do tipo (6.1), com os
parametros vy, B e p conhecidos. Nestas condigoes,

6=t —1 A(n/k)
-7 —1 p

Yo,
VEk

0-020) — 1 [ A(n/k)B(n/k) N A%(n/k)

07 —1 2p 22

C,(k;0) =C |1+ Zf o+

(6.11)
_|_

)

) @+ o)

onde 0 < 0 <1, By € av.a. assintoticamente normal padrao introduzida na Proposi¢cao

6.2.1,

07\’
ogg=1+(0""-1) <9v — 1) (6.12)

6-O+1/2 B, — By

Zgg=
"0 oc(0-7 = 1)

(6.13)

€ uma v.a. assintoticamente normal padrdo.

Demonstracao.

Utilizando o resultado (6.8), apresentado na Proposi¢ao 6.2.1, e como A(n/kf) ~
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0= A(n/k),
e (e 6
é% Kl N \/%BM . A(np/ke) N A(n/kegf(n/ke) . AQ(Qr;/zk@)) -
(1 g 20 AERORN SN
c{1+ v 6 (W+;/2jB_k91—Bk 9_,9(771;1 A(r;/k:)
. (9 (;:%_ : 1 A(n/k;f(n/k) . 9—::2? - 1 A?Q(Zz/k)> . +Op(1))}.

Como Cov(Byg, By) = M V0, resulta que

6@ 2077 41 0\’
2 __ C 1 _ _
otg=Var[Zgy| = 7172 +(07 1) (0—7 - 1) :
e conclui-se que a representacao em distribuicao (6.11) é verdadeira. O

Na Figura 6.2 apresentamos, para varios valores de v e 6 o desvio padrao de é:,(k; 0).
Podemos verificar que o valor de # que minimiza o desvio padrao nao é sempre o mesmo,
isto é, depende de 7. No que se segue vamos considerar sempre 6 =1/2, ji que este
parece ser um valor que permite obter um desvio padrao préximo do valor minimo

(para os valores de 7 apresentados). Passamos também a denotar (/?\W(k) = 57(k; 1/2) e

Cy(k) =Cy(k;1/2).
Corolario 6.2.1. Nas condi¢oes da Proposicao anterior,

Co (k) — 27te 1 VEA —(r+2p) _ 1

5 21 p o =1 (6.14)
n n *(n
y (A( /k;f( /k) A ;pg’“) (1+0p(1))
5o —(v+2p) _
N <W) = qocZ§ + %X (6.15)
n L *(n |
(AL £
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0 ‘ ‘ ; ; ’
0 0.2 04 06 08 1

y=U4= = =y=172 y=1= = =y=2

Figura 6.2: Grafico de yo¢ para varios valores de ~.

onde
1 27 i 1
oc = + 1) (6. 6)
e
2’y+1/2Bk 5 — Bj
76 = / 6.17
k oc(2v—1) ’ ( )

€ uma v.a. assintoticamente normal padrao.

6.2.1 Propriedades assintéticas dos mnovos estimadores sem a
estimacao de parametros de segunda ordem

Considere-se um dos estimadores do indice de valores extremos “assintoticamente cen-
trados” vC%s() (k), yML®) (k) ou vH (k) = H(k), definidos em (3.28), (3.50) e (5.2),
respectivamente. De modo a simplificar a notagao, denotamos estes estimadores por
7*(k) onde e =“G.J3”, @ =“ML” ou ¢ =“H”. Podemos representar genericamente,

num contexto de terceira ordem,

d YO e

(k) =~ + Tk

onde Zp ¢ uma v.a. assintoticamente normal padrao, o, > 0 € by 4 € b2 o Sa0 constantes

Zp + (b1,0A(n/k)B(n/k) + bye A% (n/k)) (1 + 0p(1)), (6.18)

que dependem do modelo.
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Teorema 6.2.1. Nas condicoes da Proposicao 6.2.2, e admitindo que v é estimado
através de um dos estimadores assintoticamente centrados, e que os parametros de

sequnda ordem p e B sao conhecidos,

vk (@.(k) _c> a <lnk - 1) o2t 27t — 1 VEA(n/k)

Inn C Inn (2r—=1)p lnn

¥ (M - 1) (b1.0VEA(/R) B0/ k) + bs o RA (1K) (1-+0,(1)

Inn

~ kA(n/kE)B(n/k ~ EA2(n/k
+ (5, YEAORB@/L) |5 VEA /) +0p(1)),
Inn Inn
(6.19)
onde
~ 20%20 _ 1 27In2 ,

e = - — i 1 = 1, 2.

’ 2y —=1)2pr 2v—1"
Demonstracao.
Temos que,

~ 4 5 27 —1 k Kt 5 27 -1 —(7*—7) In(n/k)
Cye (k) = Cy (k) oo (E) =Cyk) o @

Aplicando o método delta, obtemos

1 1 22

71 9@~ 9N +INE =) = 57— - CEEE AL 7)

e~ =Nk L1 (3% — ) In(n/k)(1 + 0,(1)).

Logo,

Cr) 28,0 {1- ZE2E - ) | x (1= (/03— ).

Como por hipdtese a representacao em distribuicao de 4° — v é do tipo

~eo d V0

S Zp + (e A(n/k)B(n/k) + bae A% (n/k))(1 + 0p(1)),
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resulta que

= 7€ + 2 —1 .
27+2p A%(n/k) ) y
T ( (11 B ) + 2L ><1+ p<1>>}
x{1+ln (k/n) ka—l—
T (k) (bra A(n/K)B(n /) + bye A2(n/R)) (1 + 0,(1)) )

Efectuando alguma operacgoes elementares obtém-se a representacao em distribuicao

(6.19). O

Concluimos que este estimador apresenta uma velocidade de convergéncia igual a
do estimador proposto por Hall, em (6.3). No entanto, em relagao ao viés podemos ter

a componente dominante nula se v+ p = 0.

Teorema 6.2.2. Nas condi¢coes do Teorema anterior,

vk (C}-(k) —C> il <M _ 1) Vo 7t

Inn C Inn

N (% _ 1> (b1, VEAG/R) B0 /k) + b, VA% (n/8)) (14 0,(1)

Inn

i <~ VEAW/K)B/k) | 5 VA "”) (1 + 0p(1).

bi.e
L Inn ’ Inn
(6.20)

Demonstracao.
Como é%-(k:) = é\a-(k:) X {1 - (%) Tﬂ ()" } ) €

2" 1\ F*B n\e 4 (207P — 1\ A(n/k)
<2ﬁ‘—1> D (E) _(2V—1) P

(222 1) -1 2 -1\ A(n/k) .
(o ) e
Yt+p _ n
4 <22'y — 11> A( p/k) (1 + Op(l))a
O

o resultado é imediato.
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Mais uma vez a velocidade de convergéncia é igual a do estimador anterior e a do
estimador proposto por Hall , em (6.3). No entanto em relacao ao viés, a componente

dominante é sempre nula, independentemente do valor de v + p.

6.2.2 Propriedades assintéticas dos novos estimadores com a
estimagao de parametros de segunda ordem

Considerem-se agora os estimadores do indice de valores extremos “assintoticamente
centrados” ~&73(0) (), AML®) (k) ou 'yﬁ(f’ﬁ)(l@) = H,sﬁ(k)’ definidos em (3.28), (3.50)
e (5.2), respectivamente e onde p e E sao estimadores consistentes dos parametros de
segunda ordem p e (3, estimados num nivel k; de ordem superior ao nivel k. De modo
a simplificar a notacao, denotamos estes estimadores por 7*(k) onde x =“GJ3(p)”,

*« =“ML(p)" ou » =“H 5"

Observagao 6.2.1. Se admitirmos que (p—p) = oy <%> no caso dos estimado-

\/EA(n/k)A
res GJ3(p) e M L(p) ou que (p—p)In(n/k) = o (m) e3—0B<B(p—p)n(n/k)

no caso do estimador Hﬁﬁ’ podemos representar genericamente, num contexto de ter-
I’

ceira ordem,

(k) — v £ 12228 + (br.oA(n/k)B(n/k) + bye A2(n/k)) (1 + 0p(1)). (6.21)

=

Proposicao 6.2.3. Admitindo validas as condi¢coes da Observacao anterior, que F
¢ um modelo com fungdo quantil do tipo (6.1), que k é uma sequéncia intermédia
podemos garantir que (?:/. (k) e CA:Y*(k) tém assintoticamente a mesma representacdo em
distribuicao, isto €,

vk (5@*(/@ _c> a <lnk - 1) o2t 27t — 1 VEA(n/k)

Inn C Inn (2r—=1)p lnn

+ (% - 1) <b1,.\/EA(n/k:)B(n/k) + bg,.\/EA2(n/k)) (I4+0p,(1))

Inn In

X (gla.\/EA(n/k)B(n/k) R ) (14 op(1),
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Demonstracao.

Como por hipétese, 7*(k) = 7°(k), a demonstracio é anloga & do Teorema 6.2.1. [

Proposigao 6.2.4. Admitindo que se verificam as condicoes da Proposicao anterior
e que (p— p)In(n/k) = o, (m), independentemente do estimador do indice de

valores extremos utilizado, entao C}*(k) < (2. (k).

Demonstracao.
Usando o método delta,

P — 1\ 3% B (ﬁ)ﬁ_ 210 — 1 A(n/k)
27 —1 o2 =1 )

~

p \k

1+(1_( y27(20 — 1) )a*_’y—l—ﬂ_ﬂ—l—(ﬁ—p)ln(n/k‘)]

. -t -1)) G

. <2v+p - 1) A(n/k)

L) 1+H+<ﬁ—p>1n<n/k>+op<1>].

g

Como por hipétese 3 — 8 < B(5 — p) In(n/k) e (5 — p) In(n/k) = o, (m)

(Wﬁ‘ 1)?*5 (7)) (W 5 1) A(Z/k)ﬂ +0,(1)).

2" —1 p \k 27 -1
Logo,
_ N P _q 3*3 nAp
PP 29tP — 1\ A(n/k) d 5
285000 (T ) P+ 0,(1) £ e )
ou seja,
\/E 5@*(]5) - C d Ink °
mo\ ¢ )~ (m B 1) 170 %

+

(ﬁ _ 1) (51,0 VEA(/R)B(n/R) + by, VEA (0 /B) (1+0,(1))

Inn

b2,o
Inn nn

+<~ VEA/RB(/E) | */Ef(”/k))uﬂpu)).
(6.22)

O
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6.3 Propriedades para amostras de dimensao finita

Os resultados desta seccao baseiam-se em simulagoes com 10x 1000 amostras de di-
mensao n, com n =100, 500, 1000, 2000, 5000, 20000 e 50000. O indice de valores
extremos, v, foi estimado no mesmo nivel k através dos estimadores H(k), GJ(k),
ML(k) e H(k) definidos em (3.5), (3.28), (3.50) e (5.2), respectivamente. Procurdmos
simular o nivel 6ptimo (kg = arg minM SE(k)), valor médio (E) e erro médio quadratico
(MSE) do estimador cléssico, é, e do estimador de viés reduzido, 5:/, ou seja do se-

guinte conjunto de estimadores:
L. Cu = Cyy(k);
2. 5@1 = 5GJ(k)(k)§
3. Curr = Carny (k)3
4. CNF = C~ﬁ(k)(k)-

Nao incluimos no estudo de simulacao o estimador é\:y(k:), definido em (6.5), por apenas
ser assintoticamente centrado quando v+ p = 0.

Os parametros de segunda ordem de forma, p, e de “escala”, 3, foram estimados no
nivel fixo k1 em (3.44). Para comparar a eficiéncia do novo estimador, C}, relativamente

ao estimador classico, simulou-se a seguinte medida de eficiéncia,

MSE [Ch(k§)]

Efic[CalCr] = — [5.(]{6)}

Procuramos estudar o comportamento dos estimadores referidos, do parametro de

escala C, para os seguintes modelos:

1. modelo Fréchet, F(z) = exp(—z~/7), > 0, com v = 05,1 (p =—1, § =
0.5,C =1);

2. modelo Burr, F(z) =1 — (1 —|—ac’p/”7)1/p7 x>0, comy=1ep=-05—-1,-2
(B=1,C=1)
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3. modelo Cauchy, F(z) = 3 + %arctan(x), reR, ondey=1,p=-2, 0= %7‘(2 e

C = % (Apenas consideramos os valores positivos da amostra).

Apresentamos, nas Figuras 6.3-6.7, e 6.8, trajectorias amostrais do valor médio e
do erro médio quadratico simulado dos estimadores considerados, para amostras de
dimensao n = 1000 dos modelos Burr, Fréchet e Cauchy. Nas Tabelas 6.1-6.3 apre-
sentamos, para os modelos e estimadores considerados, a fraccdo optima da amostra e
o valor médio e erro médio quadratico simulado, nos respectivos niveis 6ptimos. Por
fim, as Tabelas 6.4 e 6.5 contém o valor da eficiéncia assintética do novo estimador do

parametro de escala C, relativamente ao estimador classico.

6.4 Consideracoes finais

As Figuras, usadas para ilustrar o comportamento do novo estimador (%Uﬂ) do
parametro de escala de primeira ordem, apresentam trajectorias amostrais do valor
médio muito mais estaveis que as do estimador classico. A estabilidade das trajectorias
amostrais torna menos relevante a escolha do nivel k.

Relativamente ao padrao do erro médio quadratico, as Figuras mostram que, de
um modo geral, o estimador assintoticamente centrado apresenta uma regiao de niveis
k cujo erro médio quadratico é inferior ao erro médio quadratico éptimo (minimo) do
estimador classico. Apenas para modelos com valores de p préximos de 0, como no caso
do modelo Burr(1,-0.5), os novos estimadores, embora consigam reduzir o erro médio
quadratico, apresentam trajectérias amostrais semelhantes a do estimador classico.

A escolha do estimador assintoticamente centrado do indice de valores extremos
pode afectar o padrao do valor médio e erro médio quadratico do estimador do
parametro de escala, C}(k) Face a uma amostra é aconselhavel representar trajectérias
do estimador C}(k‘), utilizando varios estimadores do indice de valores extremos, e es-
colher a que apresentar maior estabilidade.

Da analise da Tabelas podemos destacar as seguintes observacoes:

e Na maior parte dos modelos escolhidos para o estudo de simulacao, o nivel 6ptimo

de C5 é sempre superior ao respectivo nivel éptimo do estimador cléssico.
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E[*] MSE []
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Figura 6.3: Valores médios e erros médios quadraticos simulados, dos estimadores do

parametro de escala de primeira ordem, para amostras de dimensao n = 1000 do
modelo Burr com y=1¢e p= —2.
E[*] MSE []
15 0.1
C
¢ 0.08
:R Cu 0.06 -
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0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Figura 6.4: Valores médios e erros médios quadraticos simulados, dos estimadores do
parametro de escala de primeira ordem, para amostras de dimensao n = 1000 do
modelo Burr com y=1¢e p= —1.
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Figura 6.5: Valores médios e erros médios quadraticos simulados, dos estimadores do
parametro de escala de primeira ordem, para amostras de dimensao n = 1000 do
modelo Burr com vy =1e p= —0.5.
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Figura 6.6: Valores médios e erros médios quadraticos simulados, dos estimadores do

parametro de escala de primeira ordem, para amostras de dimensao n = 1000 do
modelo Fréchet com v = 0.5 (p = —1).
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Figura 6.7: Valores médios e erros médios quadraticos simulados, dos estimadores do
parametro de escala de primeira ordem, para amostras de dimensao n = 1000 do
modelo Fréchet com v =1 (p=—1).
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Figura 6.8: Valores médios e erros médios quadraticos simulados, dos estimadores do
parametro de escala de primeira ordem, para amostras de dimensao n = 1000 do
modelo Cauchy (y =1, p= —2).
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Tabela 6.1: Fraccao éptima da amostra

de escala de primeira ordem.

n 100 500 1000 2000 5000 10000 20000 50000
Burr: y=1, p=-2
Ch 0.415 0.318 0.280 0.247 0.204 0.181  0.160  0.130
Cay 0.980 0.961 0.946 0.929 0.906 0.885 0.867  0.823
Cyr 0942 0.888 0.867 0.844 0.825 0.812 0.799  0.788
C~ﬁ 0.900 0.814 0.785 0.759 0.736  0.724  0.714  0.704
Burr: y=1, p=-1
Cu 0.223 0.139 0.112 0.086 0.067 0.053 0.044  0.033
Cay 0.818 0.718 0.654 0.577 0.480 0.397 0.333  0.247
Cyr 0980 0.990 0.973 0.820 0.552 0.438  0.359  0.243
C~ﬁ 0.900 0.814 0.785 0.759 0.736  0.724  0.714  0.704
Burr: y=1, p=-0.5
Ch 0.102  0.046 0.035 0.025 0.016 0.012  0.008  0.005
Cay 0.518 0.284 0.214 0.160 0.119 0.086  0.067  0.043
Cyr 0452  0.255 0.202 0.148 0.103 0.081  0.057  0.037
C~ﬁ 0.190 0.081  0.057 0.041 0.025 0.018 0.013  0.008
Fréchet: v =10.5 (p =—1)
Cu 0.321  0.201  0.167 0.132 0.099 0.082  0.066  0.049
Cay 0.806  0.771 0.771 0.784 0.801  0.815 0.818  0.821
Cyr 0.846  0.805 0.796 0.806 0.811 0.815 0.814 0.814
C~ﬁ 0.856  0.779 0.705 0.644 0.537 0.483  0.421  0.340
Fréchet: v =1 (p=—1)
Cu 0.324 0.201 0.167 0.133 0.100  0.082  0.066  0.049
Cay 0.868 0.803 0.786 0.791 0.812  0.838 0.852  0.860
Cyr 0892 0.818 0.797 0.803 0.825 0.840 0.849  0.851
C~ﬁ 0.980 0.880 0.815 0.714 0.600 0.544  0.496  0.448
Cauchy (y =1, p=-2)
Cu 0.214 0.158 0.136  0.118 0.099  0.087  0.076  0.062
Cay 0.420 0.418 0.410 0.398 0.383 0.372  0.363  0.353
Cyr 0420 0434 0.448 0.453 0432 0415 0.406  0.398
C~ﬁ 0.310 0.237 0.214 0.185 0.156  0.136  0.122  0.099

simulada, ko/n, dos estimadores do parametro
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Tabela 6.2: Valor médio simulado dos estimadores do parametro de escala de primeira

ordem, nos respectivos niveis éptimos.

n 100 500 1000 2000 5000 10000 20000 50000
Burr: y=1, p=-2(C=1)
Cu 0.866 0.915 0.931 0.944 0.959 0.967  0.973 0.980
C~GJ 0.983 0.994 0.993 0.994 0.993 0.993 0.993 0.994
5A[L 1.092 1.033 1.020 1.013 1.008 1.005 1.003 1.001
5ﬁ 0.928 0972 0982 0.990 0.996 0.998 0.999 1.000
Burr: y=1, p=—-1(C=1)
Cu 0.676  0.763 0.798 0.832  0.859 0.882 0.899 0.917
C~GJ 1.404 1.230 1.191 1.158 1.124 1.100 1.084 1.061
Cyvr 1234 1180 1.150 1.140 1.115 1.096 1.082  1.060
5§ 0.928 0972 0982 0.990 0.996 0.998 0.999 1.000
Burr: y=1, p=-0.5(C=1)
Cu 0.341 0.466 0.493 0.530 0.590 0.619 0.655 0.694
C~GJ 0.534 0.607 0.636 0.665 0.683 0.715 0.733 0.769
5A[L 0.483 0.559 0.582 0.617 0.658 0.682 0.720 0.757
5§ 0.466 0.546 0.575 0.602 0.643 0.672 0.695 0.732
Fréchet: v=0.5 (p=-1, C=1)
Cu 0.863 0.907 0.920 0.933 0.947  0.955 0.962 0.969
C~GJ 1.150 1.020 1.001 0.994 0.993 0.996 0.997  0.999
5A[L 1.108 1.020 1.004 1.000 0.998 0.998 0.999 0.999
5§ 1.054 0.997 0.991 0.985 0.985 0.984 0.985 0.985
Fréchet: y=1 (p=-1, C=1)
Cu 0.758 0.829 0.851 0.875 0.899 0.913 0.927  0.940
C~GJ 1.287 1.053 1.014 0.994 0.988 0.992 0.995 0.998
5A[L 1.220 1.043 1.012 0.996 0.993 0.996 0.998 0.999
5§ 1.038 0.990 0.983 0.982 0.981 0.980 0.978 0.977
Cauchy (y=1, p=-2, C=1/m ~0.318)
Cu 0.236  0.267 0.278 0.287  0.294 0.299 0.303 0.307
C~GJ 0.298 0.299 0.303 0.306 0.310 0.313 0.315 0.317
5A[L 0.318 0.314 0.309 0.307 0.312 0.314 0.316 0.317
5§ 0.258 0.282 0.288 0.295 0.300 0.304 0.306 0.310
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Tabela 6.3: Erro médio quadrédtico simulado, MSFE (x100), dos estimadores do
parametro de escala de primeira ordem, nos respectivos niveis éptimos.

n 100 500 1000 2000 5000 10000 20000 50000

Burr: y=1, p=-2
Cu 5.068 1.933 1.265 0.833 0.471 0.312 0.203 0.115
Cay 4.299 1.151 0.638 0.358 0.158 0.087 0.049 0.023
Crr 6.713 1.496 0.758 0.405 0.169 0.088 0.045 0.019
C~ﬁ 7.060 1.987 1.088 0.606 0.264 0.141 0.075 0.032
Burr: y=1, p=-1
Cu 19.462  10.310 7.738 5.797 3.925 2.871 2.077 1.349
Cay 48.704  12.336 7.700 5.001 2.894 1.949 1.331 0.787
Cayr  17.779 5.885 4.013 3.196 2.150 1.562 1.128 0.708
C~ﬁ 7.060 1.987 1.088 0.606 0.264 0.141 0.075 0.032
Burr: y=1, p=-0.5
Cu 56.095 42.101 37.141 32211 26.109 22.264 19.010 14.890
Cay 35.150  25.003 21.710 18.794 15.575 13.186 11.222 8.760
Carr  38.500  28.246 24.670 21.468 17.494 14.703  12.369 9.549
C~ﬁ 37.764  28.609 25.489 22.453 18.735 16.074 13.899  11.059
Fréchet: v=0.5 (p = —1)
Cu 3.419 1.654 1.212 0.889 0.575 0.411 0.294 0.191
Cay 19.271 2.541 1.228 0.648 0.281 0.146 0.077 0.032
Car  11.224 1.980 0.982 0.522 0.221 0.113 0.059 0.024
C~ﬁ 5.981 1.386 0.768 0.442 0.216 0.127 0.080 0.047
Fréchet: y=1 (p=—-1)
Cu 10.595 5.518 4.148 3.120 2.069 1.503 1.091 0.718
Cay 47.900 7.157 3.522 1.865 0.823 0.432 0.233 0.098
Car  30.489 5.727 2.890 1.549 0.678 0.352 0.188 0.078
C~ﬁ 16.959 4.543 2.572 1.498 0.704 0.393 0.237 0.134
Cauchy (y=1, p=-2)
Cu 2.012 0.727 0.473 0.309 0.172 0.110 0.069 0.039
Cay 3.031 0.521 0.286 0.164 0.074 0.040 0.021 0.009
Curr 3.353 0.473 0.228 0.123 0.054 0.029 0.015 0.006
C~ﬁ 1.690 0.534 0.336 0.215 0.114 0.072 0.045 0.024
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Tabela 6.4: Eficiéncia relativa dos estimadores do parametro de escala de primeira
ordem para os modelos Burr e Cauchy.

n Cay Cavrr Cx
Burr: y=1, p=-2
100 1.086 4+ 0.012  0.869 £ 0.003  1.103 £ 0.009
500 1.297 £ 0.016  1.137 &£ 0.008  1.152 =+ 0.006
1000 1.409 + 0.021  1.293 £+ 0.021  1.169 % 0.007
2000 1.527 £0.023 1.435 £0.020 1.179 + 0.011
5000 1.726 £ 0.020 1.671 &£ 0.026  1.189 =+ 0.008
10000  1.892 £ 0.040  1.883 & 0.030  1.195 £ 0.009
20000 2.045 4+ 0.030  2.112 £ 0.029  1.198 £ 0.008
50000 2.259 4+ 0.033  2.490 &£ 0.048  1.208 £ 0.007
Burr: y=1, p=-1
100 0.633 4+ 0.009  1.047 £ 0.011  1.662 £ 0.024
500 0.915 + 0.010 1.324 £ 0.012  2.280 4 0.033
1000 1.003 £ 0.013  1.389 £ 0.017  2.670 % 0.049
2000 1.077 £ 0.019  1.348 £ 0.026  3.097 £ 0.059
5000 1.165 £ 0.011  1.352 4+ 0.013  3.864 £ 0.070
10000 1.214 £ 0.014 1.356 & 0.017  4.515 £ 0.079
20000 1.249 4+ 0.017  1.357 £ 0.018  5.265 £ 0.093
50000 1.310 +£0.014 1.380 £ 0.011  6.499 £ 0.103
Burr: y=1, p=-0.5
100  1.264 4+ 0.014  1.207 £ 0.006  1.219 £ 0.005
500 1.298 £ 0.005 1.221 4+ 0.002  1.213 =+ 0.003
1000  1.308 £ 0.007  1.227 £ 0.007  1.207 % 0.005
2000  1.309 £ 0.007  1.225 4+ 0.008  1.198 £ 0.005
5000 1.295 £ 0.009 1.222 £+ 0.006 1.181 + 0.007
10000  1.300 £ 0.009  1.231 4+ 0.010  1.177 £ 0.004
20000 1.302 4+ 0.009  1.240 £ 0.009  1.169 =+ 0.005
50000 1.304 4+ 0.009  1.249 &£ 0.007  1.160 £ 0.006
Cauchy (y =1, p=—2)

100  0.815 £ 0.013  0.775 £ 0.013  1.092 £ 0.017
500 1.181 + 0.013 1.241 £0.020 1.166 % 0.010
1000 1.288 4+ 0.011  1.441 £ 0.015 1.188 4+ 0.010
2000 1.375 £ 0.013  1.584 + 0.013  1.200 =£ 0.009
5000 1.521 £ 0.019 1.777 &£ 0.023  1.227 £ 0.008
10000 1.659 £ 0.011  1.959 + 0.022  1.237 £ 0.006
20000 1.808 4+ 0.019  2.145 £ 0.026  1.249 £ 0.009
50000 2.067 4+ 0.026  2.485 £ 0.032  1.276 £ 0.010
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Tabela 6.5: Eficiéncia relativa dos estimadores do parametro de escala de primeira

ordem para o modelo Fréchet.

n Cay Cumr Cq
Fréchet: v =0.5 (p=—1)
100  0.423 £ 0.013  0.553 + 0.012  0.757 £ 0.012
500 0.808 + 0.017 0.916 £ 0.019  1.093 £ 0.014
1000  0.995 £+ 0.017 1.112 £ 0.019  1.257 £ 0.016
2000 1.172 £0.015 1.309 4+ 0.020 1.418 + 0.012
5000 1.432 £0.012 1.615 + 0.014 1.632 £ 0.018
10000 1.680 £ 0.022  1.908 4+ 0.025  1.802 +£ 0.019
20000 1.956 £+ 0.032  2.231 £+ 0.038 1.919 £ 0.018
50000 2.451 £+ 0.043  2.801 £ 0.044 2.011 £ 0.018
Fréchet: y=1 (p=-1)
100 0.471 £ 0.011  0.590 + 0.012  0.791 £ 0.012
500 0.879 +£ 0.016  0.983 £ 0.017 1.103 £+ 0.015
1000  1.086 4+ 0.017  1.199 + 0.018 1.270 £+ 0.013
2000 1.294 £ 0.016  1.420 4+ 0.020  1.443 £ 0.015
5000 1.586 £ 0.015 1.748 + 0.016  1.715 =+ 0.019
10000 1.865 £ 0.023  2.067 4+ 0.028  1.955 £ 0.018
20000 2.168 £ 0.036  2.412 + 0.042  2.145 £ 0.024
50000 2.717 £ 0.045 3.032 £ 0.050  2.317 £+ 0.019
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e Para amostras de pequena dimensao, o erro médio quadrético de todos os esti-

madores utilizados no estudo de simulagao é muito elevado.

o A eficiéncia relativa de C5 é quase sempre maior que 1, independentemente do
estimador do indice de valores extremos, v, utilizado. As tnica excepcoes ocorrem

para amostras de pequena dimensao.



Capitulo 7

Nova classe de estimadores de
um parametro de ‘“escala” de
segunda ordem

Nos capitulos anteriores procuramos estimar correctamente parametros de primeira or-
dem do modelo F'. Introduzimos novos estimadores “assintoticamente centrados”, isto
é, com termo dominante de viés nulo e erro médio quadratico inferior ao dos estimado-
res cldssicos. A remocao de viés depende da adequada estimacao de parametro(s) de
segunda ordem. Embora existam na literatura diversos trabalhos relativos a estimagcao
do parametro de “forma”, p, poucos trabalhos tratam a estimacao do parametro de
“escala” (3.

Neste capitulo, e num contexto semi-paramétrico, introduzimos na seccao 7.1 uma
nova classe de estimadores do parametro de “forma” 3. Depois, na seccao 7.2 estudamos
o comportamento assintético da classe de estimadores. Referimos quais as condigoes
necessarias para garantir a consisténcia e normalidade assintética e calculamos o valor
da variancia e termo dominante de viés assintético. Finalmente, na secgao 7.3, apre-
sentamos alguns resultados de simulagao que pretendem ilustrar o comportamento da

classe de estimadores de (3, para alguns modelos de cauda pesada.

133
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7.1 Novos estimadores do parametro de escala de segunda
ordem

Nos modelos de cauda pesada que verificam a condigao de variacao regular, de segunda
ou terceira ordem, a fungao A(t) controla a velocidade de convergéncia do maximo
devidamente normalizado para uma distribuicao limite nao degenerada. Para muitos
destes modelos esta fungao pode ser parametrizada como A(t) = v [Gt”, com p < 0, e
B € R, onde p é o parametro de “forma” e 3 o parametro de “escala” que interessa
estimar.

Considere-se a seguinte classe de estatisticas,

, (7.1)

. ~ (a,01,02,7) 2
A(a79179277)(k) — 2d2a,91,92 (p) (k)ﬂ {Dn (k)}
! ar {da.g, 0,(P)}

n D7g2a,91,92,7) (k)

onde D,, é a estatistica introduzida em Fraga Alves et al. [21] para a estimacao de p

que se encontra definida em (3.19),

_ ) @y 1=(1=p*  1-(1-p)*
da61,6:(P) = Tlag, (P) = Fiog, (P) = — o (=) o fap (1= )0

e «, 01, 03 (> 01) e T sdo parametros de controlo.
Escolhendo-se o« = 1, 81 = 1 e 3 = 2 obtemos uma classe de estimadores depen-

dente apenas do parametro de controlo 7 # 0, com expressao funcional,

2
_ W (s /2
ST 22-p)2 (kN {(M” (k)) (M” (k)/Q) }
b )= a @) T ) /2’
(Mn (k) /2) - (Mn (k) /24)
com o usual prolongamento por continuidade, para 7 = 0, dado por

2
50),y . 22-p)? (k ﬁ{ln (M’(Ll)(k)> i (Mg)(kw)}
(0 (k) = P (n> In (MéZ)(k)/Q) B %ln (M7(14)(k)/24) . (7.3)

(7.2)

p : D

Observagao 7.1.1. A escolha o =1, 01 =1 e 03 = 2 nao obedece a qualquer critério
de optimalidade. Contudo como a variancia de Mflaei)(k) € “proporcional” a ab; deve-

se evitar escolher valores muito elevados para os parametros. Por outro lado, embora
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nao seja um factor muito importante, a escolha de valores inteiros para af; permite

efectuar o cdlculo das estimativas (para todos os niveis k) muito mais rapidamente.

7.2 Propriedades assintéticas

Comegamos por apresentar propriedades assintoticas para a varidavel aleatéria

Bﬁ(,a’el’GQ’T)(k). A notagao aqui usada é a que foi introduzida na secgao 3.1.

Proposicao 7.2.1 (Consisténcia). Se se verificar a condi¢cdo de variagdo reqular de
sequnda ordem, (2.41), e se k € uma sequéncia intermédia verificando VEA(n/k) —
n—oo

oo com A(t) =~ [BtP, entao E,(;a’el’%’ﬂ(k) é consistente para [3.
Demonstragao.
Os resultados da Proposicao 3.1.2, permitem garantir que

(a,01,02,7) 2
B\(Oéﬁlﬁwr)(k) _ 2d2a,01,92)(p) E p {Dn (k)}
r 2 (2&,91,92,7')
ar {da0,.0.(p)} D} (k)

doa,0,.,05)(P) <A(n/k)) {Dé‘”’e“@?’”(k)/amw—l A(n/k)}2

 {da1.0,(p)}* \V(n/k)P ) DROOT) (1) 1907 m20T—1 A( )
P
— ﬂa
tal como se pretendia demonstrar. O

Teorema 7.2.1 (Normalidade assintética). Se além das condigoes referidas na
proposi¢ao anterior, também se verificar a condigdo de terceira ordem, (2.43), entdo

(001,09, .
(01,02 (k) ¢ assintdticamente normal.

O valor médio de V/kA(n/k) (Aﬁ(,a’el’GQ’T)(k) - ﬁ) ¢ nulo sempre que VEA%(n/k) — 0
e VEA(n/E)B(n/k) — 0. Se VkA*(n/k) — X e VEkA(n/k)B(n/k) — g,

ambos finitos e nao nulos, o viés assintdtico é

1 [ Gapy.00r (200,007 2dop,.0,(p+0)  doap 0.(p+p)
- - A+ - AAB
v da,91,92 (p) 2d2a791792 da791792 (p) d20¢,91,92 (p)
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A waridncia assintdtica de ﬁ 261,62, )(k:) ¢ dada por

2 A(a,91,92,7') _ ﬁ ?
o (ﬁp (k)) =5 Var

(a,01,02)

2W]§a,91,92) W(Qa 01,02)

do0,,05 (P) 2daa 0, .0, (P)

onde W, ¢ a v.a. introduzida em (3.21).

Demonstracao.

Utilizando o resultado da Proposicao 3.1.2,

D(2a,91,92,7) -1 ., ) L
<d2a,91,92 (p)A(n/k) ) ( ) [ 20k A(n/k)d2a,6, 0, ()

+ (Grmetrtanpufiy + 208 EE) B ) (10,1

27d2a,01 ,02 (,0) d20¢791,92 (p)

’_YWIEQO@GL@Q)

1+

da01,0,(P)A(n/k aVkA(n/k)dg.0, 0,(p)

Aey,01,02,7 2da9192(p+p) > :|
+ (| —————=—A(n/k) + 2 k) | (14o0,( .
(Vda,91,92 (p) ( / ) da,91,92 (P) / ) P ))

@ T 2 a,01,02)
D7(_L 01,02, ) 2 W( 01,02
< ) a4 (OéT’)’Tail)Q Wk

Resulta assim que

tntamy e 2(E/n) A(n/k) D7) (1) /(du gy 4, () Aln /k))] ?
R |
n 20,01,05(P)A(n/k))

2(k/n)" A(n/k)

T

. . o 293
Como por hipétese, A(t) = v (t°, podemos substituir por 2= . Logo,

01,6 20,010
B(a,@lﬁg,r)(k,) iﬁ 1+ W( 1,02) ,},ng 1,02)
p 91 02) \/EA P
(DVEA(/K)  20daa0,.0,(P)VEA(/K)

. <aa91,92, _ 9200107 >A(n/kz)(1+0p(1))

da 01,02 (p) 2d201791,92 (P)

1

ol

o doe !

( ,01,02 p+p) 2 ’01’92(p+p))B(n/k)(l—i—op(l))
de 0,0, (P d2a,0,,0,(P)
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Consequentemente,

(a,01,02) (20,01,02)

~ 29W YW

VEA(n/k) (B0 (k) — 5) £ 3 . — 5t
(n/ )( r *) ) ado,p,,0,(p)  20daa,p, 0, (p)

/8 < G061 ,00,7 20,6, 927_) 9
o (S = o VEA (n/B)(1 4+ 0p(1
¥ \daor 0:(p) 200,010, (n/k)(1 + 0p(1))

01,0
+ <2d<(*1 o+ 0)  drasnon(ptp)

do.91,6,(P) 3006105 (P) ) VEA(n/k)B(n/k)(1 + 0p(1)),

sendo

2y
ada,91,92 (,0) 2ad20¢,91,92 (p)

W}gaﬁl,@z) ,YW]g2Ol791792)

(7.5)

uma v.a. assintoticamente normal.

Logo, VEkA(n/k) (A,ga’el’GQ’T)(k) - ﬂ) é assintoticamente normal com viés dado por

1 [ Gop,.00r 2001007\ 2dap,.0,(p+0)  doap 0.(p+p) )
— ) + — AB

? daﬁl ,02 (,0) 2d20¢,91 ,02 (p daﬂl ,02 (p) d20<,91 ,02 (,0)

(CM791792) (20{,91792)

A partir da covariancia entre W e W, s O(a,01,05): due ¢ dada no Co-

/. n . 61,60
roldrio 3.1.2, e da variancia de W,ga’ 1.62) ;2

5 OW |0,01,0° dada na Proposigao 3.1.2, obtém-se

Var

2W,§O"91’92) W,f“’el"%’ B 40%1/\0[,91,92 JIQ/V\QQ,GLGQ
o910, () 2d2a,91,92(P)] a (dapr0:(P)) 4 (doay 0,(p))
20((1791792)
da01,0,(P)d20.0,,0,(P)

)

O

Observacgao 7.2.1. A varidncia de VkA(n/k) (B,Sa’(’lﬁ?’f)(k) - ﬂ) ¢ independente do

parametro de controlo 7. Se (a,01,62) = (1,1,2), entdo

. 1—p\?21p* — 68p3 + 86p2 — 68p + 33
Var [\/EA(n/k) (5,(;1’1’2’T)(k) - ﬁ)] = (75)2 (2 — Z) 4 : +p2 g s )

Proposigao 7.2.2. Se o parametro de sequnda ordem p for estimado através de um

estimador p consistente, tem-se a validade da representa¢do assintdtica

B0 (k) £ B0 (k) — B(p — p) In(n/k) (L + 0p(1): (7.6)



CAPITULO 7. NOVA CLASSE DE ESTIMADORES DE UM PARAMETRO DE
138 “ESCALA” DE SEGUNDA ORDEM

Demonstracao.
Como por hipétese, p é consistente para p, aplicando o método delta pode-se garantir

que

G0 () LF0027) (k) 4 (5 — p)E()(L + 0p(1)),

5(a,01,02,7) N
onde (k) = o _n(n/k) B0 (1),

Como

BT (1) (5~ p) In(n/k) £ —B(5 — p) In(n/k),

a equacao (7.6) é verdadeira. O

Observagao 7.2.2. Portanto, para B;a’el’%’ﬂ(k) ser um estimador consistente para (3
€ necessdario k intermédio e (p — p)In(n/k) = op(1). Para se poder garantir a nor-
malidade assintdtica de \/EA(n/k)(A/ga’el’e%T)(k) — () em niveis k, que verifiquem
VEA2(n/k) — Xa e VEkA(n/k)B(n/k) — A\ € necessdrio que VkA(n/k)(p —

p)n(n/k) = 0,(1).

7.3 Comportamento exacto - Estudo de simulagao

Para estudar o comportamento de Bg)(k:) = 321’1’2’7)(145), realizou-se um estudo de
simulacao de Monte Carlo. Neste estudo incluiu-se também o estimador Bg/[L (k) =
B%L(ﬁ)(k) introduzido em (3.51).

Foram geradas 1000 amostras de dimensao n dos modelos Burr com v = 1, p =
—2,—1,-0.5, Fréchet com v = 1 e t de Student com v = 1 (Cauchy). No modelo
t de Student nao se efectuou qualquer alteragao na localizacao dos dados, e por isso,
apenas se utilizaram os valores positivos da amostra. Obtivemos para estes modelos
estimativas do valor médio e do erro médio quadratico para todos os niveis k. Estas
estimativas permitiram posteriormente o cdlculo do nivel éptimo, kg, do valor médio

e do erro médio quadratico, no respectivo nivel éptimo. Este processo foi repetido 10
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vezes, para os varios valores de n, de modo a obter intervalos com nivel de confianca
95%. O parametro de “forma”, de segunda ordem p, foi estimado pelo estimador

definido em (3.38), calculado no nivel externo k; = n%% introduzido em (3.44).

Observagao 7.3.1. Seja X um modelo com f.d. F' invertivel. Se

« k o

1 Xoitn: S (10 2021

7\4(0‘) .:_§ n—it+1l:n 4 Y 9g\Un—i+1:n
n (k) . kﬁ (lnan_k:n > _]{: ' (lnig(Un_k:n) > s

k ‘ . |
N R) o= > ik (m @) £ (ke (m %> |

onde U representa uma v.a. com distribuicao uniforme em [0, 1].
Nestas condigoes, resulta que ,’0\£La’91’92’7-)(k:), Alga’el’eQ’T)(k) e A%L(ﬁ)(k:) sao independen-
tes do valor do indice de valores extremos, ~v. Note-se que as f.d. dos modelos Fréchet

e Burr verificam (7.7).

7.3.1 Padrao amostral e estimativas no nivel 6ptimo

Apresentamos nas Figuras 7.1—7.5 os padroes simulados do valor médio e do erro médio
quadratico, dos estimadores AI%T)(k) e B/%V[ L(k), enquanto funcdo do nivel k. Na Tabela
7.1 apresentamos o valor da fraccao éptima da amostra, e nas Tabelas 7.2—7.3 o valor
médio e erro médio quadratico dos varios estimadores, no respectivo nivel éptimo. De

modo a tornar a notacao das figuras e tabelas mais simples, apenas se indica o valor

de 7 usado em Bg)(k) e ML para representar o estimador Eéw L(k).
Observagao 7.3.2. Dos resultados apresentados podemos tirar as sequintes conclusoes:

o A trajectoria amostral de Bg/[L(k) € menos voldtil que a de Eg)(k). Contudo, com

uma escolha adequada de T, B;T)(k) extbe para valores k elevados, uma trajectoria
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Figura 7.1: Valores médios e erros médios quadraticos simulados, dos estimadores do
parametro de “escala” de segunda ordem, para amostras de dimensao n = 5000 do
modelo Fréchet (p = —1).
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Figura 7.2: Valores médios e erros médios quadraticos simulados, dos estimadores do
parametro de “escala” de segunda ordem, para amostras de dimensao n = 10000 do
modelo Cauchy (y =1, p=—-2).
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Figura 7.3: Valores médios e erros médios quadraticos simulados, dos estimadores do

parametro de “escala” de segunda ordem, para amostras de dimensao n = 5000 do
modelo Burr com p = —2.

s E[] oo MSE []

0.01

0.5 T T k
2000 3000 4000 5000

0 T T
2000 3000 4000 5000

k

Figura 7.4: Valores médios e erros médios quadraticos simulados, dos estimadores do

parametro de “escala” de segunda ordem, para amostras de dimensao n = 5000 do
modelo Burr com p = —1.
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Figura 7.5: Valores médios e erros médios quadraticos simulados, dos estimadores do

parametro de “escala” de segunda ordem, para amostras de dimensao n = 5000 do
modelo Burr com p = —0.5.
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Tabela 7.1: Fraccao éptima da amostra simulada, ky/n, dos estimadores do parametro
de “escala” de segunda ordem.

n 100 500 1000 2000 5000 10000 20000 50000

modelo Fréchet
T=-3 0.988 0.998 0.993 0.985 0.972 0.962 0.956  0.950
T=-28 0988 0998 0.997 0.995 0.992 0.990 0.990 0.989
=-—25 0988 0.998 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999
ML 0.973 0.946 0.804 0.716 0.600 0.564 0.545  0.528
modelo Burr, p = —-0.5
T=-1.5 0919 0.754 0.697 0.629 0.571 0.544 0.526  0.511
—1.2 0980 0970 0.962 0.934 0.957 0.999 0.999  0.999
=-1.0 0.917 0.820 0.802 0.771 0.745 0.739 0.728 0.720
ML 0.990 0.998 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999  0.999
modelo Burr, p = —1
T=-1.5 0961 0921 0.894 0.861 0.809 0.776 0.736  0.693
—1.2 0981 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998  0.998
=—-1.0 0968 0.908 0.868 0.822 0.751 0.699 0.640 0.588
ML 0.990 0.998 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999  0.999
modelo Burr, p = -2
T=-1.5 0990 0.992 0.982 0.965 0.940 0.922 0.907 0.891
—1.2 0990 0.998 0.997 0.994 0.990 0.988 0.986  0.985
=—1.0 0.990 0.998 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999
ML 0.990 0.998 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999  0.999
modelo Cauchy
7=-0.25 0.428 0.454 0.461 0.467 0.475 0477 0.473  0.469
T = 0.432 0.452 0.458 0.459 0.453 0.439 0.428 0.411
ML 0.402 0.397 0.382 0.366 0.351 0.341  0.333  0.269
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Tabela 7.2: Valor médio simulado, F, dos estimadores do parametro de “escala” de
segunda ordem, nos respectivos niveis éptimos.

n 100 500 1000 2000 5000 10000 20000 50000

modelo Fréchet

T=-3 0.514 0.430 0.446 0.463 0.483 0.491 0.494 0.498
+0.011  40.006  40.011  +0.013  £0.002  4+0.000  +0.000  =+0.000

T=-28 0.557 0.475 0.472 0.480 0.494 0.497 0.499 0.499
+0.011  +0.005  +£0.006  40.010  40.001  +0.000  +0.000  +0.000

T=-25 0.630 0.550 0.529 0.517 0.504 0.507 0.504 0.500
+0.011  40.005  40.001  +0.001  £0.000  4+0.000  +0.000  =+0.000

ML 0.872 0.841 0.776 0.751 0.722 0.717 0.716 0.716
+0.007  40.004  4+0.020  +0.023  £0.002  4+0.002  +0.001  +0.001

modelo Burr, p = —0.5

T=-15 0.863 0.910 0.928 0.950 0.972 0.982 0.990 0.996
+0.002  £0.002  £0.003  £0.002  £0.002  £0.002  £0.001  +£0.001

T=-12 1.035 1.035 1.034 1.032 1.032 1.032 1.031 1.030
+0.000  £0.000  £0.001  £0.001  £0.001  4+0.000  +0.000  +0.000

T=-1.0 1.149 1.130 1.129 1.128 1.128 1.128 1.129 1.129
+0.005  £0.002  £0.001  £0.001  £0.000  4+0.000  +0.000  +0.000

ML 1.009 1.007 1.006 1.005 1.005 1.004 1.004 1.003
+0.000  £0.000  £0.000  £0.000  £0.000  £0.000  £0.000  =£0.000

modelo Burr, p = —1

T=-15 0.865 0.890 0.898 0.906 0.914 0.917 0.919 0.921
+0.006  +0.001  +0.001  +0.001  +0.001  +0.001  £0.001  +0.000

T=-1.2 1.027 1.008 1.006 1.003 1.001 1.001 1.000 1.000
+0.002  +0.002  +0.000  +0.001  +0.000  +0.000  +0.000  +0.000

T=—-1.0 1.162 1.128 1.112 1.095 1.072 1.057 1.039 1.023
+0.010  +0.004  +0.004  +0.005  +0.003  +0.003  +0.001  +0.002

ML 0.990 0.995 0.996 0.997  0.997  0.998 0.998 0.998
+0.000  40.000  +0.000  +0.000  +0.000  +0.000  £0.000  +0.000

modelo Burr, p = -2

T=-15 0.853 0.830 0.871 0.906 0.943 0.962 0.975 0.987
+0.011  £0.006  £0.008  £0.012  £0.002  £0.002  £0.001  =£0.000

T=—-12 1.009 0.941 0.954 0.973 0.986 0.992 0.996 0.998
+0.011  £0.002  £0.008  £0.004  £0.001  £0.000  £0.000  =£0.000

T=-1.0 1.129 1.072 1.055 1.042 1.028 1.020 1.012 1.004
+0.012  £0.002  £0.001  £0.001  £0.000  4+0.000  +0.000  +0.000

ML 1.015 1.012 1.010 1.008 1.007 1.006 1.006 1.005
+0.001  £0.000  £0.000  £0.000  £0.000  £0.000  £0.000  =£0.000

modelo Cauchy
T=-0.25 6.129 7.064 7.056 7.007 6.934 6.883 6.832 6.784
+0.146  +£0.067  £0.027  £0.016  40.011  40.010  +0.003  +0.003

T=0 6.659 7.896 7.919 7.851 7.699 7.580 7.502 7.420
+0.244  +£0.056  +£0.028  £0.026  £0.020  £0.015  £0.008  =+0.008
ML 5.679 6.054 6.205 6.334 6.441 6.497 6.529 6.480

+0.081 +0.021 +0.020 +0.015 +0.011 +0.011 +0.007 +0.011
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Tabela 7.3: Erro médio quadratico simulado, MSE (x100), dos estimadores do
parametro de “escala” de segunda ordem, nos respectivos niveis éptimos.

n 100 500 1000 2000 5000 10000 20000 50000

modelo Fréchet

T=-3 53.757 2.505 0.820 0.465 0.124 0.059 0.031 0.012
+16.887 +0.656 +0.345 +0.264 +0.016 +0.003 +0.001  =£0.000

T=-28 56.480 2.285 0.519 0.255 0.044 0.019 0.009 0.003
+17.079 +0.757 +0.305 +0.188 +0.007 +0.001 +0.000  =£0.000

T=-25 61.783 2.824 0.515 0.209 0.029 0.016 0.008 0.003
+17.400 +0.910 +0.346 +0.178 +0.002 +0.001 +0.000  =£0.000

ML 15.413 12.898 9.016 7.345 5.481 5.030 4.856 4.723
+0.371 +0.263 +1.004 +1.288 +0.081 +0.052 +0.030  £0.017

modelo Burr, p=—-0.5

T=-15 2.194 1.328 0.957 0.652 0.349 0.197 0.108 0.045
+0.020 +0.016 +0.013 +0.014 +0.008 +0.006 +0.002  +£0.001
T=-1.2 0.141 0.129 0.126 0.121 0.111 0.103 0.096 0.089
+0.002 +0.001 +0.001 +0.002 +0.001 +0.001 +0.000  £0.000
T=-1 3.057 2.139 1.931 1.817 1.721 1.693 1.682 1.684
+0.043 +0.031 +0.024 +0.019 +0.011 +0.012 +0.007  +0.003
ML 0.019 0.006 0.004 0.003 0.002 0.002 0.002 0.001
+0.000 +0.000 +0.000 +0.000 +0.000 +0.000 +0.000  £0.000

modelo Burr, p = —1
T=-15 2.939 1.498 1.290 1.113 0.925 0.823 0.748 0.678
+1.277 +0.018 +0.009 +0.012 +0.010 +0.011 +0.008  £0.005
T=-12 1.087 0.046 0.027 0.016 0.007 0.004 0.002 0.001
+1.495 +0.001 +0.001 +0.001 +0.000 +0.000 +0.000  +0.000
T=-1 3.950 2.174 1.784 1.405 0.931 0.655 0.418 0.212
+1.323 +0.049 +0.061 +0.071 +0.032 +0.030 +0.013  £0.006
ML 0.041 0.004 0.002 0.001 0.001 0.001 0.000 0.000
+0.005 +0.000 +0.000 +0.000 +0.000 +0.000 +0.000  +0.000

modelo Burr, p = -2
T=-15 29.817 5.384 3.127 1.925 0.944 0.582 0.338 0.156
+10.685 +0.450 +0.349 +0.377 +0.029 +0.017 +0.006  +0.005
T=—-12 31.599 1.972 0.747 0.369 0.137 0.074 0.039 0.016
+11.859 +0.351 +0.140 +0.123 +0.006 +0.002 +0.001  +£0.001
T=—1 36.304 2.429 0.717 0.331 0.117 0.061 0.030 0.011
+12.804 +0.452 +0.139 +0.113 +0.003 +0.002 +0.001  +0.000
ML 0.311 0.043 0.020 0.012 0.006 0.005 0.004 0.003
+0.040 +0.003 +0.001 +0.001 +0.000 +0.000 +0.000  +0.000

modelo Cauchy
T=-0.25 1713.085 594.102 308.013  148.854 56.711 30.268 17.908 9.327

+98.649  £35.792  +£12.894  +15.886 +3.553 +1.101 +0.443  £0.200

T=0 1944.668  825.143  516.082  327.588  198.390  142.259  110.383  83.875
+100.633  +41.321  +14.782  +18.564 +7.182 +3.410 +1.770  £1.371

ML 481.994 80.337 49.242 29.984 14.881 8.560 4.946 9.953

+14.220 +1.967 +1.143 +0.841 +0.376 +0.217 +0.186 +0.274
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amostral mais estavel e proxima do verdadeiro valor 3. Nos exemplos apresenta-
dos a escolha indicada para os modelos Fréchet, Burr e Cauchy parece ser T =
—2.8, —1.2 e —0.25, respectivamente. FEsta escolha tem em conta, nao so o va-
lor do walor médio e MSE simulados no nivel optimo, bem como as trajectorias

amostrais apresentadas nas Figuras.

e A escolha do parametro de controlo T, para o qual existe estabilidade das tra-
jectorias amostrais proxima de 3, parece depender do modelo F'. Contrariamente
ao que acontece com o estimador do parametro de seqgunda ordem p, que se baseia
no mesmo tipo de estatisticas, a escolha indicada do parametro de controlo, T,

parece recair sempre em valores negativos.

e Num problema prdtico, nao ¢ aconselhdvel escolher um sé valor para o parametro
de controlo 7. E mais sensato representar algumas trajectorias amostrais de
Ag)(k), por exemplo para T = 0, —0.5,—1,—1.5,—2, =3, enquanto fun¢do de
k, e escolher o valor de T associado a maior estabilidade da trajectoria (para k
elevado). Para encontrar a trajectoria com maior estabilidade pode-se utilizar

um critério do tipo minimo quadrados. Por exemplo, pode-se definir a regidgo de

[nO.SS] [n0.999]

niveis entre i, = , calcular a mediana

ejn:

X(Tins Gn) = R1y2 (B (k). in < k < jn),

Z T, ZTL’JTL . Z{ﬁ (T 1n7]n)}2'

k=in

Depois pode-se escolher

o~

T0 = argmin Z(T) inajn)a ﬂ = X(TO)in)jn)'
T

Pode-se também escolher outros valores para iy, e j, (suficientemente afastados)

porque o método € suficientemente robusto para nao depender muito dessa escolha.

e O comportamento de EIJA)WL(k) depende muito do modelo. Se por um lado apre-

senta bom comportamento para o Modelo Burr, por outro lado apresenta um
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comportamento razodvel ou mau nos modelos Fréchet e Cauchy. De acordo com
a Observacao 3.3.4, Aé\/[L(k) € assintoticamente centrado para o modelo Burr, por

isso apresenta melhores resultados neste modelo.

e No modelo Cauchy, como o verdadeiro valor de 3 € elevado, o estimador ﬁg)(k:)
tem wma varidncia muito grande, jd que esta é proporcional a % = (27'('2)2 E

g , Jd q prop 57°)"
por esta razao que para amostras de pequena dimensao, o erro médio quadrdtico

simulado no nivel optimo € elevado e muito superior ao observado nos modelos

Fréchet e Burr .

e De modo a atingir o nivel dptimo, de Bg)(k:) (com T devidamente escolhido) ou
de @i‘” Lp )(k), € muitas vezes necessdrio utilizar quase todos os valores da amostra

(ver Tabela 7.1).

7.3.2 Estudo de simulagao realizado num nivel fixo, k;

Quando se analisa um conjunto de dados nao se conhece o padrao do erro médio
quadratico, nem o respectivo nivel 6ptimo. Por isso, na Tabela 7.4 apresentamos,
para os modelos aqui considerados, o valor médio e o erro médio quadrético simulado
no nivel heuristico k; = [n%9%] definido em (3.44). Para cada modelo, os valores
“sublinhados” indicam o valor mais baixo do erro médio quadratico. Os resultados
obtidos nao diferem muito dos ja apresentados para o nivel éptimo kg. Apenas para o
modelo Burr, o erro médio quadratico mais pequeno é dado pelo estimador Bg/[ L(ky).
Nos restantes modelos é o estimador Bg)(k:l) que apresenta um erro médio quadratico

mais pequeno.
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Tabela 7.4: Valor médio e Erro médio quadrético simulado, no nivel k; = [n%9%]

n 100 500 1000 2000 5000 10000 20000 50000

Fréchet: (p=—1)

E [Bg/’ L(kl)] 0.879 0.860 0.852 0.846 0.840 0.837 0.833  0.830

E [32*2'8>(k1)} 0.577 0.557 0.530 0.532 0.528 0.529 0.530  0.532

MSE [Bg“(kl)] 0.155 0135 0.125 0.121 0.116 0.113 0.111 0.109

MSE [Bf;“)(kl)] 1.153 0.518 0.126 0.068 0.002 0.001 0.001  0.001
Burr: p = -2

E [ﬁgﬂ(kl)] 1.022 1.034  1.035 1.036 1.037 1.038 1.039  1.040

E [ﬁgfl'”(kl)} 1.058 1.052 1.037 1.035 1.036 1.038 1.039  1.042

MSE [Bg/’ L(kl)] 0.008 0.005 0.003 0.002 0.002 0.002 0.002  0.002

MSE [Ef{l'”(kl)] 0.927 0.318 0.052 0.029 0.006 0.004 0.003 0.002
Burr: p= -1

E [Bgf (k1) 0.987 0.988 0.989 0.988 0.988 0.988  0.988  0.987

E [Bg‘l‘g’(kl)} 1.035 1.030  1.029 1.028 1.027 1.027 1.026  1.025

MSE [Bgf L(k;l)] 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

MSE [ﬁgfl'”(kl)} 0.041 0.001  0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001
Burr: p = —-0.5

E [Bg“(kl)] 1.012 1.017 1018 1.019 1.020 1.021  1.022  1.023

E [Bf{l‘g’(kl)} 1.035 1.035 1.035 1.036 1036 1036 1.037  1.037

MSE [Bg/’ L(k;l)] 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.001

MSE [a;—“ml)] 0.001 0.001  0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001

Cauchy: (v=1, p=-2)

E [BME (k)] 12861.764  550.008 4.805 4761 4737 4726 4720  4.717

E [ﬁgf‘”f’)(m)} 7.740 7315 7.149 7.046 6.944 6.888 6.844  6.797

MSE [Bg/’ L(kl)] >50.000 >50.000 8.120 3.644 3.507 3.494  3.489  3.483

MSE[B;70'25)(191)} 11.203 3.802 2163 1.195 0.532 0.297 0.179  0.095
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Capitulo 8

Algumas Conclusoes

Esta dissertacao abordou a estimacao semi-paramétrica de parametros de modelos
de acontecimentos raros, uma area da Teoria de Valores Extremos. Apds uma in-
troducao ao tema e a apresentacao de resultados importantes, aborddmos a estimagao
de parametros duma distribuicao de valores extremos num contexto i.i.d.. A inferéncia
baseou-se nas k maiores observagoes da amostra. Referimos que muitos dos estima-
dores classicos apresentam uma variancia elevada para k pequeno e um viés elevado
para k grande. Por isso, procurdmos a remoc¢ao da componente dominante de viés de
estimadores de parametros de primeira ordem de modo a tornar a escolha do nivel k
mais facil.

Comegamos por tratar a estimagdo do indice de valores extremos, -, um dos
parametros mais importantes nesta area. Consideramos apenas v > 0, isto é, que
o modelo subjacente a amostra tinha cauda pesada. Introduzimos dois estimadores
do indice de valores extremos, “assintoticamente centrados”, isto é, com componente
dominante de viés nula, que apresentam no nivel éptimo erro médio quadratico infe-
rior ao dos estimadores classicos. O segundo estimador “assintoticamente centrado”
considerado, diferia do primeiro por apresentar uma variancia assintética igual a do
estimador de Hill, a mais pequena entre os estimadores do indice de valores extremos
positivo. A remocao do viés depende da adequada estimacao dos parametros de se-
gunda ordem p e 3. As propriedades assintéticas e os resultados obtidos por simulagao

através do método de Monte Carlo levam-nos a concluir que os estimadores introduzi-

149
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dos apresentam melhor comportamento do que o estimador de Hill. Essa melhoria nao
86 se verifica no nivel éptimo, como numa regiao de niveis préximos do nivel éptimo.
Na realidade, um dos novos estimadores “assintoticamente centrados” apresenta me-
lhor comportamento mesmo em regioes com pequenos valores de k, uma regiao onde
este tipo de estimadores costuma apresentar erro médio quadratico superior ao do
estimador de Hill.

Na estimacao do parametro de escala de primeira ordem, C, tentdmos também
remover o termo dominante de viés assintético. Propusemos dois novos estimado-
res, embora apenas um deles fosse sempre “assintoticamente centrado”. A estimacao
deste parametro é de extrema importancia porque estd relacionada com a estimacao de
quantis elevados. Demonstramos nao sé a consisténcia, como também a normalidade
assintotica. Os resultados, obtidos por simulacao para o estimador assintoticamente
centrado, foram melhores dos que os obtidos para o estimador classico. A remocao
do termo dominante de viés assintético permitiu obter uma reducao do erro médio
quadratico. Consequentemente as trajectorias amostrais do novo estimador sao muito
mais estaveis junto ao verdadeiro valor do parametro de escala de primeira ordem. No
entanto, para valores de p préximos de 0, as trajectérias amostrais do valor médio do
estimador assintoticamente centrado continuam a apresentar elevada volatilidade.

A terminar este trabalho de investigacdo, estudamos uma nova classe de estima-
dores do parametro de “escala” de segunda ordem 3. Abordamos a consisténcia e
normalidade assintética sob a validade de condigoes de variagao regular de segunda e
terceira ordem. Com a aplicagdo do método de Monte Carlo analisimos o comporta-
mento da nova classe de estimadores, e efectudmos a comparacao com outro estimador
existente na literatura, num conjunto de modelos de cauda pesada.

Fica em aberto, para qualquer dos novos estimadores aqui considerados, a escolha
do nivel k, que aqui se baseou apenas na estabilidade das trajectorias amostrais. Para
ja isso nao é possivel porque requer a estimacao de parametros de variacao regular de
terceira ordem. Fica também em aberto o comportamento deste conjunto de estima-

dores para sucessoes dependentes.
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