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Capítulo 1

Introdução

No presente relatório apresentam-se alguns modelos que caracterizam o
comportamento individual dos materiais aço, betão e compósitos de FRP e a
respectiva resposta monotónica ou histerética. Descrevem-se, de forma breve, vários
modelos numéricos ou empíricos, baseados em ensaios experimentais de pilares de
betão confinado com armaduras e/ou com compósitos de FRP. Referem-se alguns
índices que permitem avaliar o desempenho de pilares quando sujeitos a acções
cíclicas e apresenta-se, em pormenor, um modelo de avaliação de desempenho do
comportamento dos pilares.

Apresenta-se posteriormente o modelo de comportamento proposto para colunas
de secção circular reforçadas com compósitos de FRP e sujeitas a compressão
axial monotónica ou cíclica. Com o objectivo de aferir o modelo faz-se,
complementarmente, a comparação dos resultados experimentais com os resultados
obtidos da implementação do modelo, quer para acções monotónicas, quer para acções
cíclicas.

Por fim, apresenta-se o modelo numérico desenvolvido para simulação do
comportamento de pilares de secção circular reforçados à flexão composta e
comparam-se os resultados obtidos com os resultados experimentais.
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Capítulo 2

Comportamento e Modelação
Numérica de Pilares

2.1 Modelos dos Materiais

Durante a ocorrência de um sismo os diversos elementos de uma estrutura de betão
armado ficam sujeitos a ciclos de deformações repetidas e alternadas a que se
convencionou designar por ciclos histeréticos porque o comportamento do material
inclui dissipação energética por histerese.

Têm sido propostos diversos modelos de relações constitutivas para os materiais
constituintes do betão armado, quer em resposta monotónica, quer em resposta
histerética. Em geral, o modelo monotónico para a resposta de cada material
corresponde à curva envolvente do modelo histerético.

2.1.1 Aço

i) Modelos analíticos do comportamento monotónico dos varões de aço

O comportamento dos varões de aço para betão armado depende do seu processo
de fabrico. O diagrama tensão-deformação obtido dos ensaios de tracção pode ter
ou não patamar de cedência. Na figura 2.1 apresenta-se o andamento dos diagramas
tensão-deformação de aços de diversas classes. O andamento do diagrama corresponde
ao apresentado na Figura 2.2-A se estivermos em presença de um aço laminado a
quente (dureza natural), ou ao apresentado na Figura 2.2-B caso se trate de um aço
endurecido a frio.

É normalmente assumido que os diagramas tensão-deformação do aço são
idênticos em tracção e compressão, o que se tem verificado razoavelmente correcto
através de ensaios experimentais [8].

Apresentam-se, em seguida, alguns modelos propostos para simular o
comportamento monotónico dos varões de aço para betão armado:
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Figura 2.1: Diagramas tensão-deformação de aços de diversas classes

Figura 2.2: Diagramas tensão-deformação dos varões de aço para betão armado de
dureza natural (A) e endurecidos a frio (B)
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Modelos elasto-plástico, bilinear e trilinear

O modelo elasto-plástico, Figura 2.3-A, é constituído por dois troços rectos. No
primeiro considera-se um declive correspondente ao módulo de elasticidade do aço
e no segundo admite-se que não há endurecimento, pelo que o declive é nulo.

Figura 2.3: Modelos elasto-plástico (A), bilinear (B) e trilinear (C)

O modelo bilinear, Figura 2.3-B, é semelhante ao modelo elasto-plástico, mas com
endurecimento após a cedência. O modelo trilinear, Figura 2.3-C, é constituído por
três troços rectos. O primeiro tem o declive do módulo de elasticidade, o segundo
corresponde ao patamar de cedência entre a extensão de cedência (εy) e a extensão de
endurecimento (εsh) e o terceiro troço corresponde ao endurecimento entre a tensão de
cedência (fy) e a tensão máxima (ft) verificada entre (εsh) e a extensão total na força
máxima (εsu).

Modelo de Park-Paulay (1975)

O modelo proposto por Park e Paulay em 1975 [35], Figura 2.4, é definido pelas
seguintes expressões:

Ramo elástico (região AB)

fs = Es × εs (2.1)

Patamar de cedência (região BC)

fs = fy (2.2)

Ramo de endurecimento (região CD)

fs = fy

[
m (εs − εsh) + 2

60 (εs − εsh) + 2
+

(εs − εsh) (60−m)

2 (30r + 1)2

]
(2.3)

com:

m =

ft

fy
(30r + 1)2 − 60r − 1

15r2
(2.4)

e
r = (εsu − εsh) (2.5)
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Figura 2.4: Diagrama tensão-deformação do aço de acordo com os modelos de
Park-Paulay ou de Mander, Priestley e Park

Modelo de Mander, Priestley e Park (1984)

Neste modelo [26] o ramo elástico e o patamar de cedência são semelhantes ao modelo
de Park-Paulay, sendo o ramo de endurecimento definido pelas seguintes expressões:

fs = ft − (ft − fy)

(
εsu − εs

εsu − εsh

)p

(2.6)

com:

p = Esh

(
εsu − εsh

ft − fy

)
(2.7)

Modelo de Esmaeily-Gh e Xiao (2002)

Esmaeily-Gh e Yan Xiao [13] desenvolveram um modelo, Figura 2.5, que se adapata
relativamente bem na simulação de diferentes tipos de aço. Neste modelo são utilizados
os parâmetros,k1, k2, k3 ek4 definidos por:

k1 =
εsh

εy

; k2 =
εsu

εy

; k3 =
εsr

εy

; k4 =
ft

fy

(2.8)

e o andamento do modelo é definido pelas seguintes expressões:

0 < ε < εy ⇒ fs = Es × εs (2.9)

εy ≤ ε < k1εy ⇒ fs = fy (2.10)
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Figura 2.5: Modelo de Esmaeily-Gh e Xiao

k1εy ≤ ε < k3εy ⇒

fs =
Es(1− k4)(ε

2 + 2k2(k4 − 1)Es|ε|+ Esεy + k2
1k4 − 2k1k2k4 + k2

2)ε

εy|ε|(k2
1 − 2k1k2 + k2

2)
(2.11)

e
ε > k3εy ⇒ fs = 0 (2.12)

ii) Modelos analíticos do comportamento histerético dos varões de aço

O comportamento histerético dos varões de aço tem um efeito muito importante na
resposta histerética dos elementos de betão armado. Sempre que numa secção de
betão armado ocorre uma fenda cabe à armadura suportar quase em exclusivo a força
de tracção instalada. Após a inversão de sentido da acção, se a fenda permanecer
aberta, o comportamento da secção é governado inteiramente pelas características das
armaduras [17].

No contexto do dimensionamento sísmico das estruturas de betão armado em que
a exploração da ductilidade dos seus elementos, como forma de absorção e dissipação
da energia transmitida pelos sismos, é assumida como condição necessária para que
as estruturas possam suportar os sismos de grande intensidade, o comportamento dos
varões de aço assume ainda maior importância [39].

O andamento do diagrama tensão-deformação do aço sob acções cíclicas
corresponde ao apresentado na Figura 2.6. Um modelo de relações constitutivas que
pretenda simular de forma exacta o comportamento do aço deve ser capaz de simular
diversos aspectos [8, 17, 39]. Além do troço elástico, do patamar de cedência e do
troço com endurecimento antes da primeira inversão, o modelo deverá simular o efeito
de Baushinger, em que, sob acções alternadas, o diagrama tensão-deformação do aço
se torna não-linear para tensões bastante inferiores à tensão de cedência inicial. O
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Figura 2.6: Principais características das relações constitutivas de um modelo
histerético dos varões de aço

endurecimento cíclico isotrópico, que corresponde ao aumento de resistência que se
verifica após a inversão da acção, é outro dos aspectos a ter em consideração na
simulação.

Diversos modelos têm sido propostos com o objectivo de simular o comportamento
descrito. Alguns dos modelos propostos, apesar de não simularem de forma exacta o
comportamento referido, são de simples aplicação e rapidez de cálculo. Outros, pelo
contrário, simulam muito bem o comportamento histerético do aço, mas requerem
um grande esforço de cálculo e necessitam de um número elevado de parâmetros a
aferir experimentalmente. A escolha de um modelo analítico está, assim, dependente
da relaçãocusto-benefíciopretendida para o modelo a implementar. Descrevem-se em
seguida alguns destes modelos:
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Modelos elasto-plástico e bilinear

O modelo elasto-plástico, Figura 2.7-A, corresponde à envolvente do modelo
elasto-plástico representado na Figura 2.3-A

Figura 2.7: Modelos elasto-plástico e bilinear

O modelo bilinear, Figura 2.7-B, é uma variante do modelo elasto-plástico com
endurecimento após a cedência.

A utilização dos modelos elasto-plástico ou bilinear numa análise histerética
conduz a resultados menos exactos que os observados experimentalmente, uma vez que
estes modelos não têm em consideração o efeito de Baushinger nem o endurecimento
cíclico isotrópico.

Modelo multilinear de Yannopoulos e Lepidas (1983)

O modelo multilinear é composto por vários troços lineares. Um ciclo típico é
constituído por nove regiões distintas (Figura 2.8). O declive dos troços 1, 3 e 7 é
igual aEs. O declive do troço 2 é igual aEsm, enquanto o dos troços 2

′
e 6 é igual

aos valores do parâmetroE
′
sm. O declive dos troços 4 e 8 é variável e depende do

parâmetroα [8].
Os pontos D, D

′
, H e H

′
estão ao nível da tensão de cedência±fy e DD′ = αl1 e

HH ′ = αl2, sendol1 e l2 a distância, à extensão extrema de sinal contrário à extensão
existente no material, conforme se pode observar na Figura 2.8. O valor absoluto dessa
extensão é sempre superior aεy. O declive dos troços 5 e 9 é variável e depende do
valor do parâmetroβ. Os pontos E e I têm as extensões extremas negativas e positivas
respectivamente, referidas anteriormente, e um incremento de tensão respectivamente
deβEsε

2
m, sendoεm a maior extensão de sinal contrário a que o material foi submetido

até esse instante (ex: no ponto E,εm é igual à extensão em B e no ponto I,εm é igual à
extensão em F).
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Figura 2.8: Modelo multilinear

Com uma escolha criteriosa dos parâmetrosE
′
sm, α e β pode-se obter uma boa

aproximação entre o modelo e os resultados experimentais. Os autores sugerem
E
′
sm=5200 MPa,α=0,35 eβ=0,70 [8].

Modelo de Giuffrè, Menegotto e Pinto (1970-73)

No modelo de Giuffrè, Menegotto e Pinto [16, 29] o comportamento cíclico do aço
é representado através de caminhos de carga que se desenvolvem no interior de uma
envolvente bilinear, constituída por um troço elástico e um troço com endurecimento,
Figura 2.9:

Cada semi-ciclo da curva tensão-deformação é dada de forma normalizada pela
expressão 2.13.

f ∗ = (1− β)
ε∗

[1 + (ε∗)R]
1
R

+ βε∗ (2.13)

e com:

f ∗ =
fs

fy

; ε∗ =
εs

εy

(2.14)
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Figura 2.9: Modelo de Giuffrè, Menegotto e Pinto

para a curva correspondente ao primeiro carregamento, e:

f ∗ =
fs − fIn

fkn − fIn

; ε∗ =
εs − εIn

εkn − εIn

(2.15)

para as curvas subsequentes à primeira inversão de carga.β = Es1/Es representa a
relação entre a rigidez do troço de endurecimento,Es1, e o módulo de elasticidade
inicial, Es.

O parâmetro R, que varia após cada inversão de carga, afecta a curvatura de cada
semi-ciclo por forma a representar o efeito de Bauschinger e é dado por:

R(ξn) = R0 − a1ξn

a2 + ξn

(2.16)

em queξn é a deformação plástica do semi-ciclo anterior (Figura 2.9) eR0, a1 e a2

são parâmetros que caracterizam o comportamento do material a serem escolhidos por
tentativa e erro por forma a obter uma melhor aproximação às curvas experimentais.
Os autores sugeremR0=20, a1=19 ea2=0,45. Gomes [17], que utilizou este modelo
refere que a alteração dos valores destes parâmetros não se traduzem em modificações
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significativas da resposta da secção, sendo esta muito mais influenciada pelos valores
da tensão de cedência,fy e, de forma menos marcada, pela rigidez do troço de
endurecimento,Es1, tendo considerado os valores referidos anteriormente paraR0 e
a1 e propostoa2=0,3.

Filippou, Popov e Bertero [15] propuseram uma translação da envolvente no troço
de inclinaçãoEs1 por forma a considerar o endurecimento cíclico isotrópico e melhorar
a aproximação às curvas experimentais. O valor da translação da curva é dado por:

ftrans = a3fy

[
εmax

εy

− a4

]
(2.17)

em que εmax corresponde ao valor absoluto da máxima deformação ocorrida
até à inversão ea3 e a4 são parâmetros característicos do aço determinados
experimentalmente.

Figura 2.10: Modelo de Gomes

O modelo de Giuffrè, Menegotto e Pinto tem sido objecto de vários melhoramentos
por outros autores, para além dos já citados. Refira-se, ainda, os propostos por
Gomes [17], tendo por objecto a simulação da encurvadura de varões em compressão
(Figura 2.10) e os propostos por Monti e Nuti [32] tendo em vista a simulação do
endurecimento cíclico isotrópico e a consideração da encurvadura dos varões.



2.1. Modelos dos Materiais 13

Modelo de Mander, Priestley e Park (1984)

O modelo de Mander, Priestley e Park [26] proposto para representação do
comportamento histerético dos varões de aço para betão armado é baseado no modelo
dos mesmos autores, referido anteriormente para o comportamento monotónico e numa
versão modificada da expressão proposta por Giuffrè e Pinto [16, 29] para definição da
envolvente dos troços curvos de inversão de carga.

Apresenta-se esquematicamente na Figura 2.11 as regras de inversão de carga do
modelo, seguindo-se o diagrama A, se a inversão se der depois de atingida a envolvente
monotónica, ou o diagrama B, no caso de a descarga se dar antes de ser atingida a
envolvente monotónica.

Figura 2.11: Modelo de Mander

O andamento da envolvente monotónica é baseado quer em tracção quer em
compressão no diagrama tensão-deformação representado na Figura 2.4 e cujos troços
são definidos pelas expressões 2.1, 2.2, 2.6 e 2.7.

A inversão de carregamento na curva monotónica pode dar-se a partir do ramo
elástico, do patamar de cedência ou do ramo de endurecimento. A inversão ocorre
no ponto (ε0, f0), Figura 2.11-A, seguindo o diagrama um ramo de descarga curvo
tangente a uma recta de decliveEs com origem no ponto de inversão. O ponto de
intersecção desta recta com o eixo das deformações corresponde ao ponto (εm0, 0),
considerado como a nova origem da envolvente monotónica. A curva de descarga vai



14 Capítulo 2. Comportamento e Modelação Numérica de Pilares

encontrar-se com esta envolvente no ponto correspondente à deformação plásticaεss

atingida no ciclo anterior. A nova origem de coordenadas (εm0, 0) é função deεss,
sendoεm0 dado pela expressão seguinte:

εm0 = ε0 − f0

Es

+ εshift (2.18)

em que (ε0, f0) são as coordenadas do ponto de inversão eεshift é a translação
horizontal que sofre a envolvente monotónica, de acordo com as seguintes condições:





εmax ≤ εsh ⇒ εshift = 0

εmax > εsh ⇒ εshift =
ε2

ss

εsu

+ 2× fy

Es

(2.19)

As coordenadas do ponto (εb, fb) onde a curva de descarga se encontra com a
envolvente monotónica são dadas por:

se f0 = fy ⇒




εb = ε+
m0 − εss

fb = fy

(2.20)

se fy < f0 < ft ⇒





εb = ε+
m0 − εss

fb = f+
t + (f+

y − f+
t )

(
ε+

su − εss

ε+
su − ε+

sh

) (2.21)

Nas expressões anteriores os índices são+ ou - conforme as inversões ocorram a partir
de ramos de tracção ou de ramos de compressão.

Se a inversão ocorrer ao longo da curva de descarga antes de ser atingido o
ponto (εb, fb) na curva monotónica o modelo segue um andamento semelhante ao do
diagrama B. Neste caso existe uma falta de extensão dada porε+

0 − ε−b que provoca
uma translação,εshift, do ponto (εb, fb) relativamente ao valor máximo atingido
anteriormente (εmax, fmax). Donde resulta:





εb = εmax + εshift

fb = fmax

(2.22)

de acordo com as condições:





εmax < εsh ⇒ εshift = ε+
su(ε

+
0 − ε−b )

εmax > εsh ⇒ εshift = ε+
su(ε

+
0 − ε−b )− f+

y

2Es

(2.23)
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O ramo curvo do diagrama entre os pontos (ε0, f0) e (εb, fb) é definido pela seguinte
expressão:

fs = f0 + (εs − ε0)Em




Q +
1−Q

[
1 +

[
Em

(
εs − ε0

fch − f0

)]R
] 1

R




(2.24)

de onde se deduz que o módulo secante entre dois pontos da curva é definido por :

Esec =
fs − f0

εs − ε0

= Em




Q +
1−Q

[
1 +

[
Em

(
εs − ε0

fch − f0

)]R
] 1

R




(2.25)

e que:

Et =
∂f

∂ε
= Esec − Esec −QEm

1 +

[
Em

(
εs − ε0

fch − f0

)]−R
(2.26)

considerando que:

Em - módulo de elasticidade modificado na inversão, ajustado por forma a que a curva
passe por um ponto fictício de cedência (ε0 + εy, f0 + fy). Em < 1, 5× Es;

fch - tensão de inversão representada no diagrama A da Figura 2.11 e dada por:

fch = fb −
[
Es(εb − ε0)− (fb − f0)

2(Es − Et)

]
Et (2.27)

Q - representa a relação entreEm no final e no início da curva;

R - parâmetro de forma da curva (paraR=1 a curva tem um andamento hiperbólico,
paraR = ∞ o andamento é do tipo bilinear).

O modelo de Mander, Priestley e Park [26] tem a vantagem sobre o modelo de
Giuffrè, Menegotto e Pinto [16, 29] de só necessitar do conhecimento dos parâmetros
fy, ft, εsh, εsu, Es e Esh determinados a partir do ensaio monotónico dos varões de
aço tendo, contudo, a desvantagem de ser, segundo Pipa [39], muito mais lento que o
modelo original de Giuffrè, Menegotto e Pinto. A diferença é da ordem de um para
cinco e prende-se com o facto de o modelo de Mander necessitar de recorrer a um
processo iterativo para definição dos troços curvos (Em, Q, R) de cada vez que se dá
uma inversão no sentido de carregamento, por forma a que no ponto (εb, fb) os módulos
tangentes da curva e da envolvente monotónica coincidam.
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2.1.2 Compósitos de FRP

Os compósitos, em geral, apresentam um comportamento elástico linear até à rotura
sem patamar de cedência ou deformações plásticas. As propriedades básicas dos
compósitos de FRP podem ser estimadas se conhecermos as propriedades dos seus
materiais constituintes - fibras e matriz (resina)- e a sua fracção volumétrica (Vfib, Vr).
De acordo com a regra das misturas pode obter-se o módulo de elasticidade (Ef ) e a
respectiva tensão no compósito (ff ) pelas seguintes expressões:

Ef ' EfibVfib + ErVr (2.28)

ff ' ffibVfib + frVr (2.29)

Nos cálculos dos laminados pré-fabricados as propriedades a utilizar são baseadas
na secção total do laminado. Nos sistemas impregnadosin situ a espessura final
do compósito tem uma certa variabilidade, o que influencia a fracção volumétrica
de fibras. Por este motivo os cálculos baseados na regra das misturas não são
válidos. Neste caso utiliza-se uma espessura de cálculo para cada camada de FRP
correspondente à espessura útil da fibra e considerando as propriedades das fibras
(resistência à tracção e módulo de elasticidade das fibras). Isto deve-se ao facto da
rigidez e resistência das fibras serem muito superiores às da matriz.

Figura 2.12: Diagrama tensão-deformação para diferentes tipos de compósitos
unidirecionais de FRP

Quando as propriedades dos compósitos são baseadas na área da secção total (fibras
e matriz) o módulo de elasticidade e a tensão resistente são menores do que quando as
propriedades são baseadas apenas na secção útil da fibra. Como é óbvio a resistência
e rigidez do sistema total não é afectada porque esta redução é compensada pelo
incremento da área da secção comparativamente com a área da secção de fibras.
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2.1.3 Betão

O betão simples é um material frágil que se deforma inelasticamente sob compressão
devido à progressiva perda de rigidez atribuível à microfendilhação. Em estado de
tensão axissimétrico (σx = σy, σz) a microfendilhação do betão depende do grau de
confinamento e pode correlacionar-se com as fases constitutivasσ − ε, em que (i)
dσ
dε

> 0 dita de enrijedecimento, (ii)dσ
dε

= 0 em que a acumulação de dano determina
σmax e (iii) dσ

dε
< 0 está associada à formação de bandas de corte ou de fissuras,

também descrita por "softening"e caracterizadora da pós ruptura. Assim, a restrição da
deformação transversal de um elemento de betão sujeito a compressão axial aumenta
a resistência à compressão e a capacidade de deformação do betão, o que se traduz em
maior ductilidade do elemento. O confinamento de pilares de betão armado pode ser
obtido através de cintagem por armaduras transversais e/ou através do encamisamento
externo com chapas de aço ou com FRP.

Nas Figuras 2.13 e 2.14 encontram-se indicados dois diagramas tensão-deformação
típicos do comportamento do betão submetido a compressão axial. Na Figura
2.14 encontram-se esquematicamente indicadas diversas curvas tensão-deformação
correspondentes a betões de diferentes classes de resistência.

Figura 2.13: Lei tensão-deformação do betão em compressão axial
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Figura 2.14: Diagramas tensão-deformação do betão em cilindros submetidos a
compressão axial

i) Critério de rotura do betão

Em geral a rotura do betão pode ocorrer por tracção ou por compressão. As roturas
por tracção do betão são geralmente frágeis, enquanto as roturas por compressão são
normalmente dúcteis. As roturas por tracção são definidas por fendas principais com
a perda de resistência à tracção na direcção perpendicular à abertura da fenda. No
caso das roturas por compressão desenvolvem-se bastantes fendas pequenas, o que irá
originar a perda completa da capacidade resistente do betão [9].

Vários métodos têm sido desenvolvidos para simular as características resistentes
do betão, existindo actualmente muitos critérios de rotura. Um dos mais conhecidos
é o de Mohr-Coulomb cortado na tracção (Figura 2.15). Neste método a envolvente
de rotura encontra-se representada por duas rectas inclinadas tangentes aos círculos de
Mohr de raios máximos e dependentes de três parâmetros: a coesão,c, o ângulo de
atrito interno do material,φ, e a tensão de tracção do betãofct, definidos através de

|τ | = c− σ × tgφ (2.30)

em queτ é a tensão de corte eσ é a tensão perpendicular a um qualquer plano do
material. Uma forma alternativa de escrever o critério de Mohr-Coulomb é:

σ1 × 1 + senφ

2× c× cosφ
− σ3 × 1− senφ

2× c× cosφ
= 1 (2.31)

No caso de pressão lateral uniforme, pode-se expressar a envolvente de rotura em
termos da tensão lateral (fl), da resistência do betão confinado (fcc) e da resistência



2.1. Modelos dos Materiais 19

do betão não confinado (fc0). Na Figura 2.15 encontram-se representados dois estados
de tensão na rotura, um correspondendo à rotura do betão sob compressão axial e outro
à rotura do betão confinado por uma tensão lateralfl. Na compressão simples (Figura
2.16) tem-se:

σ3 = fc e σ1 = σ2 = 0 (2.32)

Utilizando a semelhança de triângulosABO eDEO e a relação dada por:

c =
1− senφ

2× cosφ
× fc0 (2.33)

pode-se expressar o critério de Mohr-Coulomb em termos defc0, fcc, fl eφ através de:

fcc = fc0 +
1 + senφ

1− senφ
× fl (2.34)

considerandoφ = 370 [7] obtém-se a expressão:

fcc = fc0 + 4, 02× fl (2.35)

Figura 2.15: Critério Mohr-Coulomb, estados de tensão na rotura [7]



20 Capítulo 2. Comportamento e Modelação Numérica de Pilares

Figura 2.16: Critério Mohr-Coulomb, ensaio de compressão simples [5]

ii) Comportamento monotónico

Modelo de Kent e Park (1971)

O diagrama da Figura 2.17 representa o modelo proposto por Kent e Park [24], em que
o ramo ascendente é definido pela parábola de Hognestad:

fc = fcm

[
2εc

εc1

−
(

2εc

εc1

)2
]

(2.36)

com:

εc1 =
2fc

Ec0

(2.37)

é a extensão correspondente à tensão de rotura em cilindros,fcm, eEc0 é o módulo de
elasticidade inicial.
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Figura 2.17: Betão simples. Modelo de Kent e Park (1971)

O ramo descendente proposto corresponde a uma recta definida pelo ponto inicial
(εc1, fcm) e por um outro ponto correspondente a 50% da tensão de rotura (εc50,
0, 5fcm), considerando que:

εc50 =
3 + 0, 29fcm

145fcm − 1000
(2.38)

A expressão 2.39 define esta recta:

fc = fcm [1− Z(εc − εc1)] (2.39)

em que:

Z =
0, 5

εc50 − εc1

(2.40)

Para valores elevados da deformação os autores consideram que o betão apresenta uma
resistência residual de0, 2fcm, pelo que no modelo a partir deεc20 o andamento do
diagrama passa a ser horizontal (Figura 2.17).

Segundo Penelis [38] a curva proposta para o ramo ascendente tem sido adoptada
com ligeiras variações pela maioria dos códigos, incluindo o Model Code 90 [31] e o
Eurocódigo 2 [14].
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Model Code 90 (1993)

Figura 2.18: Betão simples. Model Code 90

No Model Code 90 é sugerido que o diagrama tensão-deformação (Figura 2.18)
seja definido pela expressão 2.41 paraεc ≤ εcu.

fc =

Ec

Ec1

εc

εc1
−

(
εc

εc1

)2

1 +
(

Ec

Ec1
− 2

)
εc

εc1

fcm (2.41)

e paraεc > εcu:

fc =





 1

εcu

εc1

ξ − 2(
εcu

εc1

)2




(
εc

εc1

)2

+

(
4
εcu

εc1

− ξ

)
εc

εc1




−1

fcm (2.42)

em que:
Ec = 104(fcm)

1
3 (2.43)

Ec1 =
fcm

εc1

=
fcm

0, 0022
(2.44)

e

ξ =

4

((
εcu

εc1

)2 (
Ec

Ec1
− 2

)
+ 2εcu

εc1
− Ec

Ec1

)

(
εcu

εc1

(
Ec

Ec1
− 2

)
+ 1

)2 (2.45)

sendo a extensãoεcu parafc = 0, 5fcm calculada por:

εcu

εc1

=
1

2

(
1

2

Ec

Ec1

+ 1

)
+

√
1

4

(
1

2

Ec

Ec1

+ 1

)2

(2.46)
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Eurocódigo 2 (2002)

A relação entrefc eεc é apresentada no Eurocódigo 2 (2002) pela expressão 2.49 para
εc ≤ εcu:

fc

fcm

=
kη − η2

1 + (k − 2)η
(2.47)

em que:

k = 1, 1Ecm
εc1

fcm

(2.48)

e
η =

εc

εc1

(2.49)

Figura 2.19: Betão simples. Modelo do Eurocódigo 2 (2002)

Em termos de projecto é usual a utilização de apenas parte do ramo descendente do
diagrama tensão-deformação até ao limite deεcu. O Eurocódigo 2 considera como
limite paraεcu o valor de 0,35%, enquanto o valor deεc1 varia entre 0,18% para
um betão com umfck=12MPa e 2,95% para um betão de alta resistência com um
fck=90MPa.

iii) Comportamento histerético

Um dos primeiros trabalhos publicados sobre a resposta do betão simples às acções
cíclicas foi realizado na Universidade de Rice no final dos anos sessenta do século XX
por Demir Karsan e James Jirsa [23], seguido por Blakeley and Park [4] no início da
década de setenta.
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Figura 2.20: Diagrama tensão-deformação para betão simples sob acções cíclicas [23]

A figura 2.20 reproduz os resultados obtidos por Karsan e Jirsa [23] e mostra que o
declive dos ramos descendente e ascendente decresce com as deformações inelásticas,
o que significa que o provete perde rigidez devido aos ciclos alternados de carga.
Pode observar-se, igualmente, que a curva envolvente que liga os pontos de máxima
deformação correspondentes aos sucessivos ciclos de carga é praticamente coincidente
com a curva monotónica até à rotura, excepto para grandes deformações inelásticas.

Modelo de Blakeley e Park (1973)

No modelo proposto por Blakeley e Park [4] a envolvente monotónica é semelhante à
proposta por Kent e Park [24] definido pelas expressões 2.36 a 2.40. Pode observar-se
na Figura 2.21 que, para valores deεc ≤ εc1, os caminhos de carga e descarga seguem
uma recta com declive igual ao módulo de elasticidade inicial,Ec0, o que significa que,
antes de ser atingida a tensão máxima, os ciclos de carga são efectuados sem dissipação
de energia nem diminuição de rigidez do modelo.

Na zona de tensões de tracção a carga e descarga do modelo efectua-se com um
decliveEc0 até à tensão máxima de tracção ser atingida, momento a partir do qual se
considera o seu valor igual a zero.

Paraεc > εc1 o modelo passa a ter perda de rigidez com a introdução de um factor
Fc dado pela expressão:

Fc = 0, 8− 0, 7(εcm − εc1)

εc20 − εc1

≤ 0, 1 (2.50)

O mecanismo histerético proposto encontra-se representado na Figura 2.21.
Diversos resultados experimentais [23] mostram que os ciclos de carga repetida

não influenciam a resistência do betão desde que a tensão (fc) não exceda 50% da
resistência à compressão dinâmica (fc,dyn). No entanto, verifica-se um decréscimo
acentuado de resistência e de rigidez sempre que a tensão excede 85% defc,dyn [38].
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Figura 2.21: Diagrama tensão-deformação idealizado para o betão submetido a
compressão e tracção uniaxial cíclica [4]

O modelo de Blakeley e Park [4], apesar da sua simplicidade, tem em consideração
a dissipação de energia durante os ciclos de carga, bem como a degradação de rigidez
através do factorFc. Outros modelos têm surgido, entretanto, em especial para betão
armado, como o de Mander, Priestly e Park [27], mais refinados, com uma resposta
mais próxima da experimental, só que de aplicação mais complexa.
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2.1.4 Confinamento do betão por armaduras transversais

O principal factor que influencia o comportamento do betão às acções sísmicas é o seu
confinamento lateral. O termo confinamento refere-se normalmente à influência que
as armaduras transversais e/ou os reforços de FRP exercem no betão e que provoca
a alteração do estado de tensão de compressão do betão de uniaxial para multiaxial.
A presença do confinamento tem um efeito favorável, quer na resistência, quer na
ductilidade dos pilares de betão armado. Em zonas com problemas sísmicos torna-se
muito importante conhecer o comportamento dos materiais sob acções cíclicas.

Figura 2.22: Diagramas tensão-deformação do betão submetido a diversos tipos de
confinamento

Na Figura 2.22 é possível observar em termos qualitativos o efeito de diferentes
níveis de confinamento num pilar de betão armado, desde o não confinado até ao
betão confinado com FRP. Salientam-se, em especial, os incrementos de ductilidade
verificados com o aumento do confinamento com armaduras e os grandes incrementos
de resistência e de ductilidade conferidos pelo confinamento com FRP.

i) Comportamento monotónico

Diversos autores têm abordado a problemática do confinamento do betão armado,
apresentando alguns modelos para explicar e quantificar o comportamento do betão
confinado com armaduras sujeito a compressão axial. Os estudos baseiam-se, em geral,
em ensaios experimentais em que se variam parâmetros como a geometria da secção, a
qualidade do betão, a percentagem de armadura e diferentes configurações da armadura
transversal.

De entre os resultados publicados em alguns desses estudos, seleccionaram-se três
modelos de cálculo para o betão confinado por armaduras transversais quando sujeito
a compressão uniaxial. O primeiro corresponde ao modelo de Mander, Priestley e Park
[27], desenvolvido na Nova Zelândia na tese de doutoramento do primeiro autor; o
segundo procedimento escolhido é o adoptado pelo Model Code 90 [31] e o terceiro
foi proposto por Razvi e Saatcioglu em 1999 [43].
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Modelo de Mander, Priestley e Park (1988)

O modelo de Mander [27] é aplicável a diferentes geometrias das secções e a diferentes
pormenorizações de armaduras longitudinais e transversais. A Figura 2.23 ilustra o
comportamento do betão não confinado e confinado com cintas de aço proposto pelo
modelo.

No modelo de Mander a relação entre a tensão de compressão longitudinalfc e a
deformaçãoεc do betão é baseada na expressão proposta por Popovics [40]:

fc =
f
′
ccxr

r − 1 + xr
(2.51)

em que:

x =
εc

εcc

(2.52)

r =
Ec

Ec − Esec

(2.53)

Esec =
f
′
cc

εcc

(2.54)

e tal como sugerido por Richart [45]:

εcc = εc0(1 + 5(
f
′
cc

f
′
c0

− 1)) (2.55)

Figura 2.23: Diagrama tensão-extensão para betão confinado com armaduras

Admite-se, em geral, que a extensãoεc0, correspondente à tensão máxima de
compressão do betão não confinadof

′
c0, é igual a 0,2%. O módulo de elasticidade

tangente na origem é determinado por:

Ec = 5000
√

f
′
c0 (2.56)
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Figura 2.24: Núcleo de betão efectivamente confinado

A tensão máxima do betão confinado com armaduras de aço é calculada por:

f
′
cc = f

′
c0(−1, 254 + 2, 254

√
1 +

7, 94f
′
l

f
′
c0

− 2
f
′
l

f
′
c0

) (2.57)

em quef
′
l representa a pressão efectiva de confinamento lateral exercida pelas cintas

e é dada pelo produto da pressão lateral de confinamento,fl, pelo coeficiente efectivo
de confinamento,ke, para atender ao facto de a pressão lateral de confinamento não ser
uniforme ao longo do pilar (Figura 2.24). O coeficienteke depende da relação entre a
área do núcleo de betão efectivamente confinado e a área da secção de betão confinada,
ou seja, depende da geometria da secção de betão e da pormenorização das armaduras
longitudinais e transversais. Assim:

f
′
l = flke (2.58)

com:

ke =
Ae

Acc

(2.59)

Considerando a área do núcleo de betão efectivamente confinada em secções
circulares como:

Ae =
π

4
(ds − s′

2
)2 =

π

4
d2

s(1−
1

2

s′

ds

)2 (2.60)

e
Acc = Ac(1− ρcc) =

π

4
d2

s(1− ρcc) (2.61)

e definindo:

Ac - área do núcleo de betão incluída no círculo descrito pelo eixo da cinta;
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ds - diâmetro deAc;

s - afastamento entre cintas;

s′ - afastamento livre entre cintas;

ρcc - taxa de armadura longitudinal (As) do núcleo de betão (Ac):

ρcc =
As

Ac

(2.62)

vem então que:

ke =
(1− 1

2
s′
ds

)2

1− ρcc

(2.63)

determinando-se por equilíbrio de forças a pressão de confinamento das cintas em
cedência:

fl =
2fsykAsw

dss
(2.64)

em quefsyk representa a tensão característica de cedência das armaduras das cintas e
Asw a área total da secção transversal das cintas.

Model Code 90 (1993)

No caso do Model Code 90 [31] o aumento da resistência devido ao confinamento
conferido pelas armaduras, Figura 2.25, depende do nível da tensão lateral através das
expressões:

f ∗cc = fc0(1 + 5
f
′
l

fck

), paraf
′
l < 0, 05fck (2.65)

f ∗cc = fc0(1, 125 + 2, 5
f
′
l

fck

), paraf
′
l > 0, 05fck (2.66)

A pressão efectiva de confinamento lateral é determinada através do coeficiente
de eficácia do confinamento,α, que corresponde ao coeficiente de redução,ke, da
formulação de Mander. Por exemplo, no caso de pilares de secção circular com cintas,
é definido por:

α = (1− 1

2

s

ds

)2 (2.67)

A extensão axial do betão confinado, correspondente à tensãofcc, e a extensão máxima
de encurtamento devem ser determinadas pela equações 2.68 e 2.69, respectivamente:

ε∗c1 = 2, 0× 10−3(
f ∗cc
fc0

)2 (2.68)

ε∗c,85 = 3, 5× 10−3 + 0, 2× f
′
l

fc0

(2.69)
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Figura 2.25: Diagrama tensão-deformação do betão confinado de acordo com o Model
Code 90 [31]

Modelo de Razvi e Saatcioglu (1999)

Na sequência de um modelo proposto para betões de resistência normal [51], Razvi e
Saatcioglu propuseram um novo modelo matemático para modelar o comportamento
de betões de alta resistência confinados por armadura transversal [43]. O modelo é
aplicável a betões de resistência normal ou alta, cobrindo um leque de resistências
entre os 30 e os 130 MPa.

Figura 2.26: Modelo de Razvi

O ramo ascendente do modelo proposto, Figura 2.26, é uma versão modificada
da curva proposta inicialmente por Hognestad (1951) e adoptada por outros autores
[12, 27, 40] e que é definida pelas expressões 2.51 a 2.55 apresentadas para o modelo
de Mander [27].
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O módulo de elasticidade tangente na origem é determinado por uma expressão
proposta inicialmente por Carrasquillo (1981) [6]:

Ec = 3320
√

fc0 + 6900 ≥ Esec (2.70)

A tensão máxima do betão confinado,fcc, é dada pela expressão de Richart [45]:

fcc = fc0 + k1fl (2.71)

em que:
k1 = 6, 7(fl,eq)

−0,17 (2.72)

efl,eq representa a tensão lateral equivalente introduzida pelos autores como sendo:

fl,eq = k2fl (2.73)

No caso de secções circulares,fl é dada pela expressão 2.64 ek2 pela expressão
seguinte:

k2 = 0, 15

√(
ds

s

)(
ds

sl

)
≤ 1, 0 (2.74)

em quesl representa a distância entre eixos dos varões longitudinais adjacentes e
lateralmente restringidos.

Os autores, baseados em ensaios experimentais, assumem queεcc,85 corresponde
à cedência das armaduras transversais. O ramo descendente é, assim, definido pelas
seguintes expressões:

εcc = εc0(1 + 5k3K) (2.75)

εcc,85 = 260k3ρswεl [(1 + 0, 5k2(k4 − 1)] + ε0,85 (2.76)

em que:

k3 =
40

fc0

≤ 1, 0 (2.77)

k4 =
fsy

500
≥ 1, 0 (2.78)

K =
k1fl,eq

fc0

(2.79)

ρsw =
4Asw

sds

(2.80)

ii) Comportamento histerético

Modelo de Park, Kent e Sampson (1972)

A curva envolvente do modelo proposto por Park, Kent e Sampson [34] corresponde
à curva monotónica apresentada anteriormente para o modelo de Kent e Park [24]. A
resposta cíclica após a obtenção da tensão de rotura (fcc) é dada de forma aproximada
por um diagrama bilinear com as características apresentadas na Figura 2.27.
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Figura 2.27: Diagrama tensão-deformação idealizado para o betão submetido a
compressão e tracção uniaxial cíclica por Park, Kent e Sampson -1972

Modelo de Mander, Priestley e Park (1988)

O modelo histerético proposto por estes autores [27] surge na sequência do modelo
monotónico apresentado na página 27. Assume-se que a curva monotónica apresentada
anteriormente representa a envolvente da resposta cíclica.

Os ramos de descarga do modelo podem ocorrer, quer em compressão, quer em
tracção. O andamento do ramo de descarga em compressão encontra-se representado
na Figura 2.28A. Para se estabelecer a curva de inversão a partir da curva de
compressão dada pela expressão 2.51 é preciso determinar uma extensão plástica (εpl)
baseada nas coordenadas do ponto de inversão (εun, fun). O procedimento adoptado
por Mander, Priestley e Park (1988) é uma alteração do proposto por Takiguchi (1976),
em que, neste caso, se considera a sua validade, quer para betão simples, quer para
betão confinado. A extensão plástica (εpl), conforme se mostra na Figura 2.28A,
depende da extensãoεa, que corresponde ao ponto de intersecção entre o módulo de
elasticidade tangente inicial e o módulo secante correspondente ao ramo de descarga.
A extensãoεa é dada por:

εa = a
√

εunεcc (2.81)

sendoa o maior dos seguintes valores:




a = εcc

εcc+εun

a = 0,09εun

εcc

(2.82)

A extensão plástica encontra-se no módulo secante de descarga entreεa eεun e é dada
por:

εpl = εun − (εun + εa)fun

fun + Ecεa

(2.83)
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Figura 2.28: Diagramas tensão-deformação do modelo de Mander, Priestley e Park
A) Ramo descendente, determinação deεpl a partir deεa

B) Deterioração da tensão de tracção devido ao carregamento em compressão
C) Andamento dos ramos de carga após descarregamento

O ramo de descarga é definido por uma modificação da expressão 2.51:

fc = fun − funxr

r − 1 + xr
(2.84)

em que:

r =
Eu

Eu − Esec

(2.85)

Esec =
fun

εun − εpl

(2.86)

e

x =
εc − εun

εpl − εun

(2.87)

SendoEu o módulo de elasticidade inicial do ramo de descarga dado por:

Eu = b× c× Ec (2.88)
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em que:

b =
fun

fc0

≥ 1 ; c =

(
εcc

εun

)0,5

≤ 1 (2.89)

e

c =

(
εcc

εun

)0,5

(2.90)

No caso da inversão ocorrer num ramo de carga antes de ser atingida a curva
envolvente, considera-se que a extensão plástica existente se mantém.

No ramo de descarga em tracção a tensão de tracção é definida por:

ft = fct

(
1− εpl

εcc

)
(2.91)

Seεpl < εcc , a relação tensão-deformação torna-se:

ft = Et (εc − εpl) (2.92)

em que:

Et =
ft

εt

(2.93)

e

εt =
fct

Ec

(2.94)

Quandofct é excedida, ou seja quandoεc > (εt − εpl), as fendas abrem, pelo que se
considerafct=0 para todos os carregamentos subsequentes.

Na Figura 2.28C mostra-se o andamento dos ramos de carga após descarga, em que
as coordenadas do ponto (εro, fro) podem pertencer à curva de descarga em compressão
ou em tracção, em queεro = (εpl − εt) e fro=0. Os autores assumem uma relação
tensão-deformação linear entreεro eεun, tendo em conta a degradação cíclica. O novo
ponto de tensão é definido por:

fnew = 0, 92fun + 0, 08fr0 (2.95)

A partir deste ponto é utilizada uma transição parabólica:

fc = fr0 + Er(εc − εr0) (2.96)

até ao ponto de intersecção (εre, fre) com a curva monotónica dada pela expressão
2.51. Sendoεre dado pela expressão seguinte:

εre = εun +
fun − fnew

Er

(
2 +

f cc

f c0

) (2.97)

comEr dado por:

Er =
fr0 − fnew

εr0 − εun

(2.98)
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A curva de transição parabólica fica, assim, descrita por:

fc = fre + Erex + Ax2 (2.99)

com:
x = (εc − εre) (2.100)

e

A =
Er − Ere

−4 [(fnew − fre)− Er(εun − εre)]
(2.101)

em queEre e fre são o módulo tangente e a tensão do ponto comum à curva de
transição parabólica e à curva da envolvente determinados a partir da expressão 2.51,
conhecendo o valor deεre.

Modelo de Esmaeily-Gh - Xiao, (2002)

Figura 2.29: Modelo de Esmaeily-Gh - Xiao, 2002

Esmaeily-Gh e Xiao [13] utilizam um modelo cuja resposta é muito semelhante à
do modelo de Mander [27] mas que, segundo os autores, requer muito menos esforço
de cálculo. Propõem, assim, um modelo semelhante ao de Mander com a afinação de
alguns parâmetros específicos, tendo por objectivo o esforço de cálculo necessário.

Na Figura 2.29 apresenta-se um esquema do modelo proposto, cujas regras são as
seguintes:

• Os ramos de carga ascendentes ou descendentes situados dentro da resposta
elástica do betão confinado (definida pelos autores comoεc <1,5%) seguem
a curva monotónica definida pela expressão 2.51 do modelo de Mander [27].

• Para ramos de carga ascendentes a partir do ponto (εp1, σp1) indicado na
Figura 2.29 a tensão é calculada por:

σ = −E2
c1

4fcc

A2 + Ec1A (2.102)
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em que:

A = ε− εp +
2fcc

Ec1

− 2
√

fcc(fcc − σp1)

Ec1

(2.103)

com:0 ≤ σ ≤ f con(ε), sendof con(ε) a tensão monotónica do betão confinado
com a nova extensão.

• Nos ramos descendentes, partindo do ponto (εp2, σp2) indicado na Figura 2.29, a
tensão é calculada para:





ε > εp −B ⇒ σ = − E2
c2

4fcc
(ε− εp −B)2 ≤ f con(ε)

ε ≤ εp −B ⇒ σ = 0

(2.104)

com:

B =
2
√

fccσp

Ec2

(2.105)

Neste modeloEc1 e Ec2 podem ser diferentes deEc embora os autores tenham
consideradoEc1 = Ec2 = Ecc nas aplicações efectuadas, bem comofct=0.

2.1.5 Confinamento do betão com FRP

Figura 2.30: Influência da secção no desempenho dos pilares confinados com FRP

O betão confinado com FRP permite aumentar consideravelmente a sua resistência
e ductilidade. A eficiência do confinamento é tanto maior quanto a secção tender para
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uma secção circular. Na Figura 2.30 mostra-se esquematicamente este efeito observado
experimentalmente nos ensaios realizados por Raquel de Paula [36].

Na modelação do confinamento tem que se atender ao grau e ao tipo de material
de confinamento dado que os coletes contínuos de FRP determinam confinamento
crescente até à rotura, associado ao carácter elástico linear da sua lei, contrastando
com a tensão gerada por confinamento devido ao aço cuja lei apresenta um patamar de
cedência [50].

i) comportamento monotónico

A pressão lateral de confinamento exercida num elemento de betão reforçado com FRP
pode ser determinada por equilíbrio de forças horizontais:

fl =
2ff t

D
=

2Efεf t

D
(2.106)

ou de outra forma:

fl =
ρfEfεf

2
com ρf =

4t

D
(2.107)

em queff e εf representam, respectivamente, o valor da tensão e da extensão de
tracção da fibra perimetral de espessurat aplicada num pilar de diâmetroD, com
Ef o módulo de elasticidade do compósito de FRP eρf a respectiva percentagem.
Se existirem descontinuidades dos materiais de reforço aplicados ao longo da altura
(por exemplo, sob a forma de bandas espaçadas), utiliza-se um coeficiente de redução
ke que permite quantificar a redução da pressão aplicada [48].

Figura 2.31: Tensão lateral de confinamento em secções circulares

Têm sido propostos diversos procedimentos para estimar o valor da resistência
e da extensão máxima. Apresentam-se as formulações de Karbhari[22], Samaan
[50], Hosotani [20, 21], Toutanji [49, 56] e Spoelstra [55], sendo de referir que, à
excepção do modelo de Karbhari [22], os restantes modelos permitem obter não só
o valor máximo da resistência do betão confinado, mas também o traçado das curvas
tensão-deformação.
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Modelo de Karbhari e Gao (1997)

O procedimento proposto por Karbhari [22] traduz a relação entre o aumento da
resistência do betão confinado e o nível de confinamento introduzido pelo FRP através
da expressão:

fcc = fc0 + 2, 1fc0

(
2ff t

Dfc0

)0,87

(2.108)

Esta expressão resulta da modificação da relação linear entre a pressão lateral e
a tensão máxima do betão confinado proposta por Richart et al. [45]. De acordo
com a expressão, o aumento da resistência do betão confinado não é directamente
proporcional ao aumento da tensão lateral de confinamento. A extensão correspondente
à tensão máxima do betão confinado é dada por:

εcc = εc0 + 0, 01

(
2ff t

Dfc0

)
(2.109)

Modelo de Samaan, Mirmiran e Shahawy (1998)

Figura 2.32: Modelo bilinear proposto por Samaan et al.

Samaan et al. [50] propuseram uma relação bilinear para as curvas
tensão-deformação do betão confinado com FRP, tal como ilustrada na Figura 2.32.

fc =
(E1 − E2)εc[

1 +
(

(E1−E2)εc

f 0

)1,5
] 1

1,5

+ E2εc (2.110)

Dada a natureza passiva do confinamento com FRP, o seu efeito só é activado para um
nível de deformações laterais na vizinhança da tensão máxima do betão não confinado,
pelo que a inclinação do primeiro ramo da curva depende apenas da tensão do betão:

E1 = 3950
√

fc0 (2.111)
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A relação entre as tensões e as deformações axiais torna-se função do módulo de
elasticidade à tracção do FRP (Ef ), da sua espessura (t) e da tensão de rotura do betão
não confinado (fc0) logo que a tensão normal no betão atinge um valor próximo da
tensão máxima do betão não confinado:

E2 = 245, 61f 0,2
c0 + 1, 3456

Ef × t

D
(2.112)

A tensãof0 é função defc0 e da tensão lateral de confinamento exercida pelo FRP,fl:

f0 = 0, 872fc0 + 0, 371fl + 6, 258 (2.113)

A resistência do betão confinado (fcc) está relacionada comfc0 e fl (expressão 2.106)
da seguinte forma:

fcc = fc0 + 6, 0fl (2.114)

que resulta da modificação da relação linear proposta por Richart et al. [45].

Modelo de Hosotani e Kawashima (1998/99)

Figura 2.33: Modelo de Hosotani e Kawashima

Hosotani e Kawashima em 1998 [21] desenvolveram um modelo constitutivo do
betão confinado com CFRP, tendo, posteriormente, alargado o âmbito do mesmo por
forma a incluir as cintas de aço [20].

De acordo com os autores, o diagrama tensão-deformação (Figura 2.33) toma a
forma (a)Eg < 0 ou (b)Eg ≥ 0 em função da percentagem de reforço com CFRP. Em
ambas as situações o diagrama é do tipo bilinear com um pontot correspondente ao
início do segundo ramo de decliveEg. Assim:

fc =





Ecεc

[
1− 1

n

(
εc

εt

)n−1
]

para: 0 ≤ εc ≤ εt

ft + Eg(εc − εt) εt ≤ εc ≤ εcu

(2.115)
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em que:

n =
Ecεt

Ecεt − ft

(2.116)

ft

fc0

=





1, 0 + 1, 93
ρfεf Ef

f c0

+ 2, 2
ρsf y

f c0

secções circulares

1, 0 + 1, 53
ρfεf Ef

f c0

+ 0, 76
ρsf y

f c0

secções rectangulares

(2.117)

εt =





0, 003 + 0, 00939
ρfεf Ef

f c0

+ 0, 0107
ρsf y

f c0

secções circulares

0, 003 + 0, 00950
ρfεf Ef

fc0
+ 0, 0114

ρsf y

f c0

secções rectangulares

(2.118)

e

Eg =





−0, 658
f 2

c0

ρfεftEf+0,098ρsf y

+ 0, 078
√

ρfEf secções circulares

−1, 198
f 2

c0

ρfεftEf+0,098ρsf y

+ 0, 012
√

ρfEf secções rectangulares

(2.119)

Modelo de Toutanji (1999)

O modelo proposto por Toutanji [56] é um modelo incremental em que o autor
considera que ao longo do carregamento a extensão lateral é igual à extensão existente
no compósito de FRP e que na rotura do modelo o FRP atinge a sua capacidade última
à tracção. Como se pode observar na Figura 2.34 o diagrama tensão-deformação é
composto por dois ramos. No primeiro ramo, com declivesE1a ou E1l, considera-se
que o comportamento é semelhante ao do betão não confinado. No segundo ramo,
com declivesE2a ou E2l, admite-se que o compósito já se encontra a funcionar e
que o comportamento é condicionado pela rigidez do compósito de FRP. O ponto
de intersecção entre os dois ramos ocorre paraεl=0,2%, pelo que no segundo ramo
a extensão lateral começa em 0,2%.

Para a implementação do modelo incrementa-se sucessivamente o valor de
εl, determinando-se os valores defc e εc através das expressões 2.120 e 2.121
respectivamente.

fc(εl) = fc0

(
1 + 3, 5

(
fl(εl)

fc0

)0,85
)

(2.120)

εc = εc0

[
1 + (310, 57εl + 1, 9)

(
fl(εl)

fc0

− 1

)]
(2.121)
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Figura 2.34: Modelo de Toutanji

O primeiro ramo é linear até um valor da tensão ligeiramente superior afc0 dado pela
seguinte expressão:

fc =
Aεc

1 + Bεc + Cε2
c

(2.122)

com:

A = E1 ; B =
E1

fa

− 2

ε1

+
E1E2ε1

f 2
a

; C =
1

ε2
1

− E1E2

f 2
a

(2.123)

em que:

E1 - declive do primeiro ramo;

E2 - declive da curva no ponto de intersecção entre os dois ramos;

fa, εa - tensão, extensão do ponto de intersecção entre os dois ramos do diagrama.

Os declivesE1a e E1l referentes, respectivamente, aos diagramas tensão-deformação
axial e tensão-deformação lateral determinam-se pelas expressões seguintes:

E1a = 10200(fc)
1
3 (2.124)

E1l = 51000(fc)
1
3 (2.125)
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A tensãofa e a extensãoεa, correspondentes ao ponto de intersecção entre os dois
ramos do diagrama, que ocorre para um valor deεl=0,2%, são dadas pelas expressões
2.126 e 2.127 respectivamente.

fa = fc0

(
1 + 0, 032

(
tjEj

Dfc0

)0,85
)

(2.126)

εa = εc0

[
1 + 0, 0808

(
tjEj

Dfc0

)0,85
]

(2.127)

Derivando a expressão da tensão no ponto de intersecção dos dois ramos,fa, em
relação à extensão axial,εa, ou à extensão lateral,εl, obtêm-se respectivamente os
valores deE2a ou deE2l.

E2a =
∂fa

∂εa

=
fc0

εc0(310, 57εl + 1, 9)
= 0, 3966

fc0

εc0

(2.128)

E2l =
∂fa

∂εl

= 7, 557
2tjEj

D

(
fc0D

2tjEj

)
(2.129)

Modelo de Spoelstra e Monti (1999)

Figura 2.35: Procedimento de cálculo para determinação da tensão e da extensão axial
de rotura no Modelo de Spoelstra e Monti,1999

No modelo proposto por Spoelstra-Monti [55] o andamento defc é baseado nas
expressões 2.51 a 2.54 propostas por Popovics [40] e já referidas para o modelo de
Mander et al. para betão confinado com armaduras [27].
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Admite-se, em geral, que a extensãoεc0 correspondente à tensão máxima de
compressão do betão não confinado,fc0, é igual a 0,2% e que o módulo de elasticidade
tangente na origem é determinado pela expressão:

Ec = 5700
√

fc0 (2.130)

Para a tensão máxima do betão confinado,fcc, os autores propôem a utilização da
expressão 2.57 de Mander et al. [27] modificada por Karbhari et al. [22], em que a
tensão lateral,fl, é dada pela expressão 2.106.

O modelo de Mander et al. [27] representa correctamente o comportamento do
betão armado confinado com aço, excepto na fase inicial em que o aço ainda tem
comportamento elástico. Contudo, o FRP tem um comportamento elástico linear até
à rotura, o que implica um incremento contínuo de pressão lateral. Para ter isto em
consideração Spoelstra e Monti [55] adaptaram as expressões de Pantazopoulou e Mills
[33]:

εl(εc, fl) =
Ecεc − fc(εc, fl)

2βfc(εc, fl)
(2.131)

em que a constanteβ é uma propriedade do material dada por:

β =
Ec

|fc0| −
1

|εc0| (2.132)

Uma vez queεl é calculada pela expressão 2.131, a extensãoεf pode ser determinada
em cada momento com base na tensãoff = Efεf , atendendo a que em secções
circulares a extensão no colete compósitoεf = εl. O valor actualizado defl pode
ser utilizado para uma nova estimativa deεl através da expressão 2.131, dando origem
a um procedimento iterativo até quefl converja para o valor correcto. Todo o processo
é repetido para cadaεc ao longo de toda a curva tensão-deformação [55].

Na Figura 2.35 mostra-se graficamente o procedimento de cálculo para
determinação da tensão e da extensão axial de rotura e na Figura 2.36 o comportamento
do betão confinado com FRP e a respectiva comparação com o aço de acordo com o
modelo de Spoelstra e Monti.
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Figura 2.36: Comportamento do betão confinado com FRP e respectiva comparação
com o aço de acordo com o modelo de Spoelstra e Monti, 1999
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ii) comportamento histerético

São escassos os ensaios realizados com cargas axiais cíclicas em colunas reforçadas
com FRP. São conhecidos alguns resultados para betão simples confinado com FRP
[18, 30, 54], como os apresentados na Figura 2.37, em que se faz uma comparação entre
os resultados experimentais e a modelação numérica para provetes de betão simples
confinados com catorze camadas de FRP e submetidos a um carregamento cíclico de
carga e descarga [30].

Em 2001, Chastre Rodrigues e Gonçalves da Silva [46, 47] publicaram os
resultados de um dos primeiros trabalhos experimentais desenvolvidos sobre o
comportamento de colunas de betão armado reforçadas com coletes de CFRP ou de
GFRP e submetidas a cargas axiais cíclicas. Estes ensaios e outros complementares,
entretanto realizados, são apresentados em pormenor no capítulo??.

A razão das escassas publicações existentes sobre o comportamento de colunas
de betão armado confinadas com FRP e submetidas a cargas axiais cíclicas deve-se à
complexidade do problema, com a coexistência do betão confinado por armaduras e
por FRP e a influência da percentagem de armadura e da rigidez do colete de FRP na
resposta e, consequentemente, na sua simulação.

Figura 2.37: Comparação entre os resultados experimentais realizados com cargas
cíclicas e a modelação numérica [30]
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2.2 Modelação do Comportamento dos Pilares

2.2.1 Introdução

A modelação do comportamento dos pilares pode ser realizada através de diversos
métodos. De entre estes, destacam-se o método dos elementos finitos, o modelo da
superfície de cedência, o modelo de fibras, o modelo multi-molas, o modelo discreto da
envolvente ou o método da rótula plástica. No desenvolvimento deste trabalho optou-se
pela utilização do modelo de fibras associado ao método da rótula plástica.

2.2.2 Método da rótula plástica

Descrição geral do método

No método da rótula plástica assume-se em termos gerais que:

δ = ∆y + δp (2.133)

δp = (ϕu − ϕy)lp

(
L− lp

2

)
(2.134)

∆y =
1

3
ϕyL

2 (2.135)

Sendo∆y e δp as parcelas respectivamente elástica e plástica do deslocamentoδ e ϕu

a correspondente curvatura.ϕy representa a curvatura de cedência eL o comprimento
total do elemento elp o comprimento da rótula plástica.

Expressões empíricas para cálculo do comprimento da rótula plástica

Modelo de Baker (1956)

Em 1956 Baker [2] propôs uma expressão para o cálculo do comprimento da rótula
pástica em vigas (lp) que veio a adaptar, mais tarde [3], para a expressão seguinte:

lp = 0, 8k1k3

(
L

D

)
c (2.136)

em queD é a espessura da secção,c a altura da linha neutra para o momento último
e L o comprimento do elemento. A extensão última de compressãoεcu é determinada
por:

εcu = 0, 0015

[(
1 + 150ρs + (0, 7− 10ρs)

D

c

)
≤ 0, 01

]
(2.137)

em queρs é a percentagem de armadura longitudinal,k1 depende do tipo de aço e é
igual a 0,7 para aços de dureza natural e a 0,9 para aços endurecidos a frio.k3 depende
da qualidade do betão e é igual a 0,6 para betões comfcm=35,2MPa e a 0,9 para betões
de pior qualidade (fcm=11,7MPa).
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Modelo de Sawyer (1964)

Sawyer [52] propôs paralp a expressão seguinte que depende apenas da espessura e da
altura do elemento:

lp = 0, 25D + 0, 075L (2.138)

Modelo de Corley (1966)

Corley [10] propôs as expressões 2.139 e 2.140, baseadas em ensaios de vigas
simplesmente apoiadas, para o cálculo do comprimento da rótula pástica e da extensão
última de compressãoεcu:

lp = 0, 5D + 0, 2
√

D
L

D
(2.139)

εcu = 0, 003 + 0, 02
b

L
+

(
ρsfy

20

)2

(2.140)

sendob eD respectivamente a largura e a altura da viga em polegadas efy em psi.

Modelo de Priestley e Park (1987)

Em 1987 Priestley e Park [41, 42] propuseram um modelo em que o comprimento da
rótula plástica entra dentro da fundação (no caso de pilares) e é função da altura da
coluna e do diâmetro dos varões longitudinais existentes. O comprimento da rótula
plástica é dado pela expressão seguinte:

lp = 0, 08L + 0, 022fydbl (2.141)

em queL é o comprimento do pilar,fy a tensão de cedência da armadura longitudinal e
dbl é o diâmetro da armadura longitudinal. Se se assumir que a distribuição da curvatura
na zona elástica é linear, entãoδe pode ser calculada no ponto de cedência por:

δe =
1

3
ϕy(Lt − lp)

2 (2.142)

em que:
Lt = L + 0, 022fydbl (2.143)

sendo o deslocamento plástico dado por:

δp = ϕplp

(
Lt − lp

2

)
(2.144)

e o deslocamento total dado pela soma do deslocamento elástico com o plástico:

δ = δe + δp (2.145)

Numa revisão do método, Xiao et al. [57] propuseram que, na expressão da rótula
plástica,fy fosse substituído pela tensão existente no varão mais tensionado (fs).
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Modelo de Esmaeily-Gh e Xiao (2002)

Em 2002 Esmaeily-Gh e Xiao [13] propuseram o método seguinte, em que se assume
que a curvatura entre o ponto correspondente à primeira cedência e a secção crítica
é linearmente distribuída. O ponto correspondente à primeira cedência é tomado ou
pelo início da cedência da armadura longitudinal ou pela primeira cedência do betão.
Segundo os autores a cedência do betão é definida como ocorrendo para 0,2%, caso
as armaduras na outra extremidade da secção ainda não tenham atingido a cedência.
Considera-se, assim, que a secção entrou em cedência, neste caso, devido ao betão.

A distância entre a secção onde ocorre a primeira cedência e a secção crítica é
tomada como o comprimento,lp, onde ocorre a zona de transição. L é o comprimento
total do pilar,My é o momento de cedência,Mu o momento na secção crítica eϕu a
correspondente curvatura.ϕy é a curvatura de cedência eϕlp é a curvatura no topo da
rótula plástica eMlp o momento correspondente. Assim, vem:

lp = L

(
1− My

Mu

)
(2.146)

My = Mlp =
(L− lp)

L
Mu (2.147)

ϕlp = ϕy

(
Mu

My

)
(L− lp)

L
(2.148)

δ = δe + δp (2.149)

δp = ϕlplp

(
L− lp

2

)
+

1

2
(ϕu − ϕlp)lp

(
L− lp

3

)
(2.150)

δe =
1

3
ϕlp(L− lp)

2 (2.151)

∆y =
1

3
ϕyL

2 (2.152)

ϕu =
3δ

L2
(2.153)

resultando a força horizontal dada por:

F =
Mu

L
(2.154)

2.2.3 Reforço por adição de coletes de materiais compósitos

De acordo com Seible et al. [53] é possível aumentar a capacidade de deformação
plástica das zonas de rótula plástica dos pilares de betão armado recorrendo
ao confinamento dessas zonas com compósitos de FRP. Para pilares circulares
considera-se que a espessura do colete de FRP a utilizar é dada por:

tj = 0, 09× D × (εcu − 0, 004)× f
′
cc

γf × fju × εju

(2.155)
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em quef
′
cc é a capacidade resistente do betão confinado, que os autores sugerem,

conservativamente, igual a 1,5fc0 para a maioria das soluções de reforço.fju e εju

são a resitência e a capacidade de deformação do colete compósito na direcção lateral.
γf é um factor de redução da capacidade de flexão (considerado igual a 0,9) eεcu

é a extensão última do betão que depende do nível de confinamento e os autores
consideram igual a:

εcu = 0, 004 +
2, 8× ρj × fju × εju

f ′cc
(2.156)

em queρj representa a percentagem volumétrica de reforço do colete. Por seu turno,εcu

pode ser obtida de:
εcu = ϕu × x (2.157)

sendoϕu a curvatura última da secção ex a distância à linha neutra. Estes valores
podem ser obtidos de uma análise momento-curvatura da secção, relacionando-se
directamente com a ductilidade do elemento estrutural:

µ∆ = 1 + 3(
ϕu

ϕy

− 1)× lp
L

(1− 0, 5× lp
L

) (2.158)

assumindo que o comprimento da rótula plástica vem dado pela expressão 2.141.
Em termos de projecto começa-se por definir oµ∆ pretendido, calcula-se o

comprimento da rótula plásticalp, determina-se o valor dex e retira-seϕu da
expressão 2.158, vindoεcu = ϕu × x = µϕ × ϕy × x obtendo-se, consequentemente,
a espessura do colete necessária para suportar esta extensão última através da
expressão 2.155.
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2.3 Modelo de Avaliação de Desempenho dos Pilares

2.3.1 Introdução

Autores como Hose e Seible [19], Lehman e Moehle [25] propuseram modelos
de avaliação do desempenho de pilares ensaiados em laboratório. Estes modelos
correspondem a um conjunto de metodologias de análise dos resultados de ensaios
de pilares sujeitos a acções que simulam a acção sísmica. Nestas metodologias
calculam-se alguns parâmetros que caracterizam o comportamento dos pilares para,
desta forma, avaliar o seu estado de degradação em diversas fases dos ensaios e, deste
modo, avaliar o desempenho dos pilares.

A vantagem destes métodos está na uniformização da análise e na comparação dos
resultados dos ensaios realizados por diversos autores, podendo daí retirar conclusões
sobre o comportamento de diversos tipos de pilares sujeitos a vários tipos de acções.

A avaliação de desempenho de um leque muito alargado de ensaios tem obviamente
implicações, quer ao nível dos códigos, quer ao nível do projecto. Por outro lado, este
tipo de metodologias permite não só avaliar o desempenho dos pilares ensaiados em
laboratório mas também o estado de degradação em que se encontram os pilares de
uma determinada estrutura após a ocorrência de um sismo, permitindo, desta forma,
proceder à respectiva reparação ou reforço em função do nível de degradação atingido
pelos pilares e de acordo com critérios previamente aferidos.

A proposta dos referidos modelos por investigadores da Universidade da Califórnia
faz todo o sentido se atendermos ao nível do trabalho experimental realizado quer em
Berkley, sob a coordenação do Prof. Moehle, quer em San Diego, sob a coordenação
dos Professores Nigel Priestley e Frieder Seible, para onde o Professor Priestley [37,
41] levou parte da sua experiência de trabalho com os Professores Park e Paulay [35]
da Universidade de Canterbury na Nova Zelândia.

Apresenta-se, de seguida, o modelo de avaliação de desempenho dos pilares
proposto por Hose e Seible [19]. Na Tabela 2.1 indicam-se os cinco níveis de
classificação dos danos dos pilares e a respectiva possibilidade de reparação. Na Tabela
2.2 encontram-se os cinco níveis correspondentes de desempenho da estrutura e a
respectiva descrição de desempenho qualitativa e quantitativa.
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NÍVEL CLASSIFICAÇÃO DESCRIÇÃO

DOS DANOS DANOS REPARAÇÃO SÓCIO-ECONÓMICA

I SEM Fendilhação SEM TOTALMENTE

pouco visível NECESSIDADE OPERACIONAL

II POUCO Fendilhação POSSÍVEL OPERACIONAL

SIGNIFICATIVOS

III MODERADOS Abertura de fendas MÍNIMA SALVAGUARDAR

Início descasque VIDAS

Fendas muito

IV ELEVADOS largas. Descasque NECESSÁRIA PERTO DO COLAPSO

generalizado

Deformação

V ROTURA LOCAL permanente visível SUBSTITUIÇÃO COLAPSO

/COLAPSO Encurvadura/

Rotura de varóes

Tabela 2.1: Avaliação dos danos em pilares de betão armado

NÍVEL NÍVEL DO DESCRIÇÃO DO DESEMPENHO

DESEMPENHO QUALITATIVO QUANTITATIVO

I FENDILHAÇÃO Aparecimento de Fissuras pouco visíveis.

microfissuras

II CEDÊNCIA Primeira cedência das Largura de fendas < 1 mm.

armaduras longitudinais.

INCIAÇÃO DO Início das deformações Largura de fendas: 1 a 2 mm.

III MECANISMO não lineares. Aparecimento Zona de descasque >110
LOCAL do descasque do betão. da espessura da secção.

Espessuras largas Largura de fendas > 2 mm.

IV DESENVOLVIMENTO das fendas Fendas na diagonal em23
COMPLETO DO / fim do descasque. da espessura da secção.

MECANISMO Desenvolvimento completo Zona de descasque >12
LOCAL do mecanismo local. da espessura da secção.

Encurvadura das armaduras Largura de fendas > 2 mm

V DEGRADAÇÃO principais. Rotura no núcleo cintado de betão.

DE RESISTÊNCIA das cintas. Esmagamento Dilatância medida > 5 % da

do nucleo de betão dimensão original do elemento.

Tabela 2.2: Avaliação do desempenho de pilares de betão armado
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2.3.2 Determinação dos parâmetros de cálculo

Na Tabela 2.3 apresentam-se os parâmetros de cálculo do desempenho dos pilares a
obter dos ensaios experimentais descritos no capítulo??.

Aos parâmetros propostos por Hose e Seible [19] acrescentou-se a extensão lateral
no FRP,εl, por forma a ter em consideração a sua aplicação a pilares reforçados com
FRP. Passa-se, em seguida, a descrever os diversos parâmetros.

Parâmetro Definição

εs Extensão no aço
εc Extensão no betão
µϕ Coeficiente de ductilidade em curvatura
θp Rotação plástica

δ/L Taxa de deslocamento horizontal por altura do pilar
µ∆ Coeficiente de ductilidade em deslocamento

RDI Índice de deformação residual
ξeq Taxa de amortecimento viscoso equivalente
nk Rigidez efectiva normalizada

εl Extensão lateral no FRP

Tabela 2.3: Parâmetros de cálculo do desempenho dos pilares

A extensão no aço,εs, é obtida através de extensómetros eléctricos de resistência
colocados em secções críticas das armaduras longitudinais do pilar ou através de
transdutores de deslocamentos colocados em faces opostas do mesmo. Nos ensaios
descritos no capítulo?? os extensómetros permitem obter informação sobre o início
da cedência das armaduras e sobre a parte inicial do patamar de cedência até 0,8 a 1%
de extensão, enquanto os transdutores de deslocamentos exteriores permitem obter a
extensão da armadura longitudinal até à rotura dos varões (10 a 12%).

A extensão no betão,εc, é obtida através dos transdutores de deslocamentos
colocados nas faces do pilar, enquanto a extensão lateral no FRP,εl, é obtida
através de extensómetros eléctricos de resistência colocados em secções críticas,
transversalmente ao eixo do pilar e alinhados com a direcção principal do FRP.

O coeficiente de ductilidade em curvatura,µϕ, tal como as extensões no aço, no
betão e no FRP referem-se a uma secção específica e dependem da pormenorização
das armaduras, das propriedades dos materiais e do nível de esforço axial. A curvatura
é obtida do ensaio experimental e o coeficiente de ductilidade em curvatura calcula-se
através da expressão 2.159 como sendo a razão entre a curvatura apresentada num
determinado nível e a curvatura da secção na cedência obtida experimentalmente.

µϕ =
ϕ

ϕy

(2.159)

Conforme referido por Hose e Seible [19] a rotação plástica,θp, é função
da curvatura plástica,ϕp, que se considera constante ao longo do comprimento
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equivalente da rótula plástica,lp. As expressões que definem o comprimento da
rótula plástica são definidas para a altura em que a totalidade da rótula plástica se
forma. Neste método pretende-se determinar o valor da rotação plástica nos cinco
níveis de desempenho referidos anteriormente. Contudo, o uso generalizado destas
expressões pode levar a resultados incorrectos, dado que alguns pilares apresentam um
comportamento frágil em que a rótula plástica convencional não se forma. Atendendo
a tudo isto, Hose e Seible [19] consideram que é difícil definir uma expressão geral
para o comprimento da rótula plástica que se aplique a todas as situações, pelo que
sugerem que a rotação plástica, no âmbito da avaliação de desempenho dos pilares,
seja calculada pela expressão 2.160.

θp =
δp

L
(2.160)

com:
δp = δ −∆y (2.161)

e

∆y =
Mn

My

δ
′
y (2.162)

em que:

θp - Rotação plástica

δp - Deslocamento plástico para um determinado nível de força

∆y - Deslocamento de cedência

δ
′
y - Deslocamento no início da cedência

δ - Deslocamento para um determinado nível de força

Mn - Momento flector nominal de cedência

My - Momento flector no início da cedência

Convencionalmente assume-se que a secção crítica da rótula plástica ocorre na
interface de ligação a outro elemento estrutural, pelo que se considera normalmente
a altura total do pilar, L, na expressão 2.160. No caso de pilares reforçados em
que é deixada uma junta com uma determinada espessura entre a zona do reforço
do pilar e o outro elemento estrutural ou, no caso de elementos em que se obriga
a um reposicionamento da rótula plástica, a consideração da altura total do pilar
não é correcta, até porque, nestes casos, o centro da rótula plástica está claramente
identificado quando se toma essa opção. Refira-se, contudo, que a altura L na expressão
2.160 corresponde à distância entre a secção crítica da rótula plástica e o ponto de
momento nulo. Este comprimento é multiplicado por dois no caso de o pilar ter dupla
curvatura.
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O parâmetro,δ
L

, é calculado como sendo a razão entre o deslocamento lateral
obtido em cada nível e a altura efectiva do pilar, L (expressão 2.163).

Taxa de deslocamento horizontal por altura do pilar=
δ

L
(2.163)

O coeficiente de ductilidade em deslocamento,µ∆, é um parâmetro muito
utilizado para determinar, de forma global, a resposta lateral da estrutura e é obtido
experimentalmente da aproximação bilinear idealizada da curva monotónica ou da
curva envolvente ao diagrama cíclico força-deslocamento. O coeficiente,µ∆, é
definido pela expressão 2.164 como sendo a razão entre o deslocamento,δ, para um
determinado nível de resposta e o deslocamento de cedência∆y [41].

µ∆ =
δ

∆y

(2.164)

O índice de deformação residual,RDI, é função do comportamento inelástico da
estrutura e pode ser utilizado como um índice de dano ou de possibilidade de reparação
após a ocorrência de um sismo. Este índice baseia-se no facto de uma estrutura com
comportamento inelástico, carregada ciclicamente, apresentar deformações residuais
permanentes após a retirada do carregamento. O índice de deformação residual é
adimensional e é definido pela expressão 2.165, dividindo a deformação lateral
permanente,δr, em cada nível de desempenho pelo deslocamento de cedência,∆y.
Os parâmetros necessários à determinação de índiceRDI em ensaios experimentais
de estruturas cuja resposta histerética seja simétrica, encontram-se representados na
Figura 2.38.

RDI =
δr

∆y

(2.165)

A taxa de amortecimento viscoso equivalente,ξeq, é outro parâmetro que se pode
obter em cada nível de desempenho. O amortecimento histerético, ou energia dissipada
em cada ciclo, encontra-se representado pela área,Wd, na Figura 2.38 para um ciclo
completo força-deslocamento. De acordo com Priestley et al. [41], o amortecimento
histerético, para deslocamentos com a mesma amplitude, pode ser convertido numa
taxa de amortecimento viscoso equivalente:

ξeq =
1

2π

(
Wd

F × δ

)
=

1

4π

(
Wd

Ws

)
(2.166)

em queF e δ representam respectivamente o valor médio da força de pico e do
deslocamento. A área,Ws, representa a energia de deformação elástica armazenada
num sistema elástico e linear equivalente, actuando monotonicamente, com uma
rigidez efectiva,Keff , dada por:

Keff =
F

δ
(2.167)
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sendo a rigidez inicial,Ko, calculada pela expressão 2.168.

Ko =
Fy

∆y

(2.168)

A rigidez efectiva normaliza-se obtendo-se, assim, a rigidez efectiva normalizada,nk.

nk =
Keff

Ko

(2.169)

Figura 2.38: Índice de deformação residual (RDI), rácio do amortecimecimento
viscoso equivalente (ξeq) e rigidez efeciva (Keff ) de ciclos histeréticos simétricos

Alguns sistemas estruturais podem apresentar respostas não simétricas (Figura
2.39) nas duas direcções de carga devido à geometria ou ao facto de a pormenorização
de armaduras não ser simétrica. Nesta situação o índice de deformação residual,RDI,
é calculado pela expressão 2.170, estando os parâmetros definidos na Figura 2.39.
Para a determinação da taxa de amortecimento viscoso equivalente,ξeq, e da rigidez
mormalizada,nk, procede-se de forma idêntica, tendo em conta a resposta de ambas
as direcções.
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RDI =
1

2

(
δr1

δy1

+
δr2

δy2

)
(2.170)

ξeq =
ξeq1 + ξeq2

2
=

1

2

(
2Wd1

4πWs1

+
2Wd2

4πWs2

)
=

1

4π

(
Wd1

Ws1

+
Wd2

Ws2

)
(2.171)

nk =
1

2

(
Keff1

Ko1

+
Keff

Ko2

)
(2.172)

Figura 2.39: Índice de deformação residual (RDI), rácio do amortecimecimento
viscoso equivalente (ξeq) e rigidez efeciva (Keff ) de ciclos histeréticos não simétricos



Capítulo 3

Modelação Numérica de Pilares de
Betão Armado Reforçados com FRP

3.1 Reforço de Colunas de Secção Circular
à Compressão Axial

3.1.1 Modelo proposto para acções monotónicas

Para a simulação do comportamento de colunas de secção circular reforçadas com
compósitos de FRP e sujeitas a compressão axial monotónica propõe-se o modelo cuja
relação tensão-deformação se indica na Figura 3.1.

Figura 3.1: Modelo proposto para acções monotónicas

Neste modelo assume-se para as acções monotónicas uma relação
tensão-deformação do tipo bi-linear para o betão confinado com FRP (Figura 3.1),
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baseada numa expressão versátil de quatro parâmetros (E1, E2, f0, n), inicialmente
proposta por Richard e Abbott, [44] e com os diversos parâmetros calibrados de
acordo com os resultados experimentais apresentados no capítulo??.

Assumindo a resposta bi-linear do betão armado confinado com FRP, a curva
tensão-deformação é definida por:

fc =
(E1 − E2)εc[

1 +
(

(E1−E2)εc

f 0

)n] 1
n

+ E2εc ≤ fcc (3.1)

A rigidez do primeiro ramo considera-se idêntica à do betão armado, uma vez que o
colete de FRP tem um comportamento passivo, só sendo activado para um nível de
deformação lateral semelhante à da tensão máxima do betão não confinado. Assim, a
rigidez do primeiro ramo toma a expressão (comfD em MPa):

E1 = 3950× 103 ×
√

fD (3.2)

adaptada de Ahmad e Shah [1], em quefD corresponde à tensão dada pela expressão
seguinte:

fD =
1, 5 + D

h

2
× fc0 (3.3)

a qual tenta representar o efeito de escala existente entre a resistência à compressão do
betão em provetes cilíndricos (fc0)) de diferentes dimensões e foi inicialmente proposta
num relatório técnico da Concrete Society [11].

A rigidez do segundo ramo,E2, foi calibrada experimentalmente como função da
rigidez do confinamento, conforme se pode observar nas Figuras 3.2 e 3.3, utilizando
os modelos de 250 mm de diâmetro de betão simples ou armado reforçados com uma a
quatro camadas de CFRP (capítulo??) e dois modelos de betão armado com 400 mm
de diâmetro ensaiados por Stijn Matthys [28].

O valor deE2 pode ser escolhido de uma das quatro expressões indicadas nas
Figuras 3.2 a 3.3, em função do tipo de coluna e reforço pretendido. Nos exemplos
apresentados optou-se por escolher o valor deE2 baseado na expressão representada
na Figura 3.3 i) (considerandoEf em N

m2 , t eD em m):

E2 =

[
1, 1655× Ln

(
t× Ef

D

)
− 13, 5749

]
× 106 (3.4)

A calibração das curvas através dos ensaios experimentais realizados permitiu
estimar o valor da tensãof0 como sendo 1,65×fD e estabelecer o valor den=2.

A resistência máxima do betão confinado (fcc) está relacionada comfD e fl

através de uma das expressões indicadas nas Figuras 3.4 a 3.6, em função do tipo
de coluna e reforço pretendido. Estas expressões foram calibradas através dos ensaios
experimentais realizados (capítulo??), a que se adicionaram quatro modelos de betão
armado com a relação h/D=5: os dois já referidos, reforçados com 4 e 5 CFRP e
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i) Colunas de betão armado reforçadas com CFRP

ii) Colunas de betão armado reforçadas com CFRP ou GFRP

Figura 3.2: Parâmetro E2 - calibração experimental com modelos de 250 e 400 mm de
betão armado reforçados com CFRP ou GFRP
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i) Colunas de betão simples ou armado reforçadas com CFRP

ii) Colunas de betão simples ou armado reforçadas com CFRP ou GFRP

Figura 3.3: Parâmetro E2 - calibração experimental com modelos de 250 e 400 mm de
betão simples ou armado reforçados com CFRP ou GFRP



3.1. Reforço de Colunas de Secção Circular à Compressão Axial 61

ensaiados por Stijn Matthys [28], e outros dois, reforçados com 2 CFRP e ensaiados
por Raquel de Paula [36].

A expressão que melhor se adapta, de uma forma genérica, a colunas de betão
armado reforçadas com CFRP ou GFRP e com diâmetros entre 150 e 400 mm é a da
Figura 3.6i), a qual se pode reescrever da seguinte forma:

fcc = 1, 53× fD + 3, 664× fl (3.5)

e permite determinar o valor deεl na rotura (εlu), caso se conheça o valor da tensão
máxima do betão confinado,fcc, e considerando quefl é dado pela expressão seguinte:

fl =
2× ff × t

D
=

2× Ef × εl × t

D
(3.6)

vindo, então:

εl =
D

2× t× Ef

×
(

fcc − 1, 53× fD

3, 664

)
(3.7)

Uma boa aproximação do valor da tensão máxima do betão confinado,fcc, pode ser
obtida igualando as expressões 3.1 e 3.8, conforme se pode constatar graficamente na
Figura 3.9. A expressão 3.8 representa a recta que passa pelos pontos (εlu, 0) e (εc0, fD)
e que intersecta a curva tensão-deformação no ponto (εcc, fcc) correspondente à rotura:

fc =

(
εlu + εc

εlu + εc0

)
× fD (3.8)

O valor deεcc pode ser determinado por:

εcc =
fcc − f0

E2

(3.9)

A rotura ocorre quando as extensões axiais no modelo atingem o valor estimado para
a extensão axial na rotura,εcc.
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i) Betão armado, D=150 mm, reforço com CFRP ou GFRP

ii) Betão armado, D=250, 400 mm, reforço com CFRP

iii) Betão armado, D=250, 400 mm, reforço com CFRP ou GFRP

Figura 3.4: Relação entrefcc, fD e fl. Colunas de betão armado com 150, 250 e
400 mm, reforçadaos com CFRP ou GFRP
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i) Betão simples, D=150 mm, reforço com CFRP ou GFRP

ii) Betão simples, D=250 mm, reforçado com CFRP ou GFRP

iii) Betão simples, D entre 150 e 250 mm, reforço com CFRP ou GFRP

Figura 3.5: Relação entrefcc, fD e fl. Colunas de betão simples com 150, 250 e
400 mm, reforçadas com CFRP ou GFRP
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i) Betão armado, D entre 150 e 400 mm, reforço com CFRP ou GFRP

ii) Betão simples ou armado, D entre 150 e 400 mm, reforço com CFRP ou GFRP

Figura 3.6: Relação entrefcc, fD e fl. Colunas de betão simples ou armado com D
entre 150 e 400 mm, reforçadas com CFRP ou GFRP
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3.1.2 Extensão lateral,εl

Nos ensaios experimentais, apesar de ocorrer a rotura do FRP, verificou-se que a
sua extensão lateral média na rotura,εl, situava-se normalmente no intervalo entre
50% a 70% da extensão de rotura do FRP em provetes planos, razão pela qual foi
necessário proceder às correlações entrefcc, fD e fl através das expressões indicadas
nas Figuras 3.4 a 3.6 para poder estimar o valor deεlu no modelo proposto. Na análise
de resultados dos ensaios observou-se que, em alguns casos, se consegue detectar
num extensómetro a rotura do colete. Constata-se, contudo, tratar-se de um fenómeno
local porque a extensão lateral média não sofre incremento significativo. Na literatura
consultada não se encontram explicações que esclareçam cabalmente este fenómeno.

Figura 3.7: Esquema ilustrativo da forma de rotura dos modelos sujeitos a compressão
axial

Considera-se, no entanto, que uma possível explicação para este fenómeno
poderá estar associada à forma de rotura observada nos modelos ensaiados e que
esquematicamente se ilustra na Figura 3.7. No esquema sugerido observa-se a
formação de uma cunha de rotura com um determinado ângulo que, no critério de
rotura de Mohr-Coulomb, corresponde ao ângulo de atrito interno do material,φ. A
cunha que se forma é semelhante à do betão simples ensaiado à compressão, com
a diferença que no betão confinado esta cunha é contida pelo confinamento até ao
momento em que ocorre a rotura. Assim sendo, o ângulo,φ, corresponde ao ângulo
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de ataque ao colete, estando este, como consequência, sujeito a uma acção inclinada
na extremidade da cunha, enquanto os extensómetros estão a medir uma extensão
horizontal. Por este motivo os valores medidos da extensão lateral são inferiores aos
valores obtidos em ensaios com provetes planos de FRP.

No sentido de obter as curvas de comportamento lateral que se indicam
na Figura 3.9, determinaram-se os valores den`, f0, E1` e E2` após calibração
experimental:

n` = 1, 1 (3.10)

f0 = 1, 65× fD (3.11)

E1` = 10× E1 (3.12)

sendo E2` obtido da Figura 3.8:

E2` = 2, 345× 10−3 ×
(

t× Ef

D

)1,61

(3.13)

Uma boa aproximação da extensão lateral em função da extensão axial pode ser
obtida da expressão 3.14 calibrada com base nos ensaios experimentais.





εc ≤ 0, 15% ⇒ ε` = −0, 1× εc

0, 15% < εc ≤ 0, 5% ⇒ ε` = −0, 53× εc − 0, 065

0, 5% < εc ≤ ε`u ⇒ ε` = κ× (εc − 0, 5)− 0, 2

(3.14)

com:

κ =
ε`u + 0, 2

εcc − 0, 5
(3.15)
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i) Colunas de betão armado reforçadas com CFRP ou GFRP

ii) Colunas de betão simples ou armado reforçadas com CFRP ou GFRP

Figura 3.8: Parâmetro E2` - calibração experimental com modelos de 150, 250 e 400
mm de betão simples ou armado reforçados com CFRP ou GFRP
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3.1.3 Comparação do modelo proposto com os resultados
experimentais e com os modelos de outros autores

Por forma a poder demonstrar a validade do modelo proposto procedeu-se à sua
implementação. Na Figura 3.9 encontram-se indicados (a traço contínuo preto) os
diagramas tensão-deformação de quatro colunas de betão armado com 250 mm
de diâmetro e 750 mm de altura, reforçadas com uma a quatro camadas de
CFRP e ensaiadas com a designação C41, C34, C43 e C44, respectivamente.
Conjuntamente com estes diagramas encontram-se representados os pontos que
definem as correspondentes curvas obtidas através do modelo proposto, bem como
o critério de rotura adoptado (a tracejado vermelho).

Figura 3.9: Comparação dos diagramas tensão-deformação obtidos pelo modelo
proposto com os correspondentes modelos experimentais

A determinação do valor deεlu (0,8%) foi baseada na expressão representada na
Figura 3.4 ii), a qual se pode reescrever da seguinte forma:

εl =
D

2× t× Ef

×
(

fcc − 1, 24× fD

5, 274

)
(3.16)

O módulo de elasticidade do CFRP (241 GPa) e a tensão média de rotura do betão à
compressão, à data dos ensaios (35,2 MPa), foram determinados experimentalmente.
A espessura útil de cada camada do colete de FRP é de 0,176 mm.
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A análise dos diagramas permite constatar uma excelente aproximação entre os
resultados experimentais e os obtidos através do modelo proposto, quer em termos
de andamento das curvas tensão-deformação, quer da estimativa da tensão máxima do
betão confinado ou das correspondentes extensões axiais ou laterais no colete de CFRP.

Na Figura 3.10 encontra-se representada (a traço contínuo preto) a curva tensão
deformação da coluna de betão armado com 250 mm de diâmetro e 750 mm de
altura, reforçada com quatro camadas de CFRP e ensaiada à compressão axial com
a designação C44. Complementarmente, representam-se as curvas tensão-deformação
obtidas através do modelo proposto pelo autor (a traço-ponto vermelho), bem como
as curvas obtidas aplicando os modelos propostos por Spoelstra [55] e Samaan [50] à
simulação do comportamento da coluna C44.

A comparação com os modelos propostos por Spoelstra [55] e Samaan [50]
demonstra o bom desempenho obtido pelo modelo proposto pelo autor.

Figura 3.10: Comparação do modelo proposto com os modelos apresentados por outros
autores
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3.1.4 Modelo proposto para acções cíclicas

Para a simulação do comportamento de colunas de secção circular reforçadas com
compósitos de FRP e sujeitas a compressão axial cíclica propõe-se o modelo cuja
relação tensão-deformação se indica na Figura 3.11.

Figura 3.11: Modelo proposto para acções cíclicas

No modelo proposto para acções cíclicas continua-se a assumir uma relação
tensão-deformação do tipo bi-linear para o betão confinado com FRP (Figura 3.11),
baseada no modelo proposto para acções monotónicas. Para os ramos de carga e
descarga adoptou-se para o betão confinado com FRP uma formulação semelhante
à proposta para o betão armado por Esmaeily-Gh e Xiao [13], calibrando os diversos
parâmetros de acordo com os resultados experimentais apresentados no capítulo??.

No modelo proposto para compressão axial cíclica (Figura 3.11) assume-se que
a sua envolvente cíclica tem uma resposta idêntica à do modelo apresentado para
compressão monotónica. Assim, a resposta do modelo cíclico só será diferente da do
monotónico a partir do momento em que ocorra a primeira descarga. A partir desse
instante o modelo passa a seguir as regras abaixo indicadas (expressões 3.17 e 3.18),
até ao momento em que se efectue uma recarga, seja a partir da tensão zero, seja
a partir do ramo de descarga. A resposta do modelo é dada pela expressões 3.19 e
3.20, correspondentes aos ramos ascendentes, até que esta alcance novamente a curva
monotónica no ponto C, seguindo por esta (expressão 3.1) até que ocorra uma nova
descarga ou a rotura do modelo. Assim:

• Os ramos de carga ascendentes ou descendentes situados dentro da resposta
elástica do betão confinado com FRP (εc <0,15%) seguem o andamento da curva
monotónica definida pela expressão 3.1.



3.1. Reforço de Colunas de Secção Circular à Compressão Axial 71

• Os ramos descendentes, correspondentes à descarga, paraεc ≥0,15% partindo
do ponto de inflexão de coordenadas (εA, fA) são definidos por:





ε > εA − εα ⇒ f =
E2

3

4× fcc

(ε− εA − εα)2 ≤ fc

ε ≤ εA − εα ⇒ f = 0

(3.17)

sendofc o valor da tensão dado pela curva envolvente monotónica definida pela
expressão 3.1 e

εα = εA − 2
√

fcc × fA

E3

(3.18)

• Para ramos de carga ascendentes a partir de um ponto de inflexão (εB, fB)
indicado na Figura 3.11 a tensão é calculada por:

0 ≤ f =
E2

4

4× fcc

(ε− εB + εβ)2 − E4 × (ε− εB + εβ) ≤ fc (3.19)

com:

εβ =
2

E4

(
fcc −

√
fcc(fcc − fB)

)
(3.20)

Após calibração experimental determinaram-se os valores de E3 e E4:

E3 = 17150×
(

t× Ef

D
× ε`u

)
(3.21)

E4 = 0, 014×
(

Ef

D

)
(3.22)

Na Figura 3.12 apresenta-se e compara-se a aplicação do modelo proposto para um
ciclo de carga-descarga-recarga com os diagramas tensão-deformação das colunas de
betão armado reforçadas com uma (C41) e duas camadas de CFRP (C40).

A observação dos diagramas da Figura 3.12 permite constatar a boa aproximação
conseguida com o modelo proposto para acções cíclicas.
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Figura 3.12: Diagramas tensão-deformação cíclica das colunas C40 e C41 e respectiva
simulação do último ciclo obtida com o modelo proposto
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3.2 Reforço de Pilares de Secção Circular à Flexão
Composta

3.2.1 Modelo numérico desenvolvido

No sentido de modelar numericamente o comportamento à flexão composta de pilares
de secção circular desenvolveu-se um modelo de fibras aliado ao método da rótula
plástica.

No modelo desenvolvido a secção do pilar na base foi dividida em pequenos
elementos de secção rectangular (filamentos). Admitiu-se que as secções se mantêm
planas após a deformação e que entre cada elemento a deformação é aproximada
linearmente, o que permitiu determinar o campo de extensões axiais na secção. Assim,
para uma determinada curvatura da secção (ϕ) e uma determinada deformação axial
(ε0), a deformação de um qualquer filamento é dado por:

εi = ε0 + ϕ× yi (3.23)

e representa a equação de compatibilidade da secção.
Uma vez obtidas as extensões em cada filamento determinam-se as

correspondentes tensões a partir das relações tensões-deformações dos diversos
materiais (secção 3.2.2).

As equações de equilíbrio da secção são definidas, no caso dos pilares de betão
armado, por:

N =
ns∑
i=1

f i
sA

i
s +

ncr∑
i=1

f i
crA

i
cr +

ncn∑
i=1

f i
cnA

i
cn (3.24)
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f i
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i
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i
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f i
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cny
i
cn (3.25)

e, no caso dos pilares reforçados com FRP, por:

N =
ns∑
i=1

f i
sA

i
s +

ncfrp∑
i=1

f i
cfrpA

i
cfrp (3.26)

M =
ns∑
i=1

f i
sA

i
sy

i
s +

ncfrp∑
i=1

f i
cfrpA

i
cfrpy

i
cfrp (3.27)

sendons o número de varões de armadura longitudinal,ncr o número de filamentos
do betão de recobrimento,ncn o número de filamentos de betão do núcleo cintado e
ncfrp o número de filamentos de betão armado confinado com FRP.

Obtido o campo de deformações e tensões na secção obtém-se o campo de
deslocamentos no topo do pilar utilizando o método da rótula plástica. Para tal
recorreu-se à formulação proposta por Priestley e Park [41, 42] apresentada no capítulo
2, secção 2.2.2.
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3.2.2 Modelos dos materiais

Os modelos adoptados para os materiais tiveram por base os valores obtidos nos
ensaios experimentais. No modelo numérico dos pilares consideraram-se duas opções:
a primeira correspondeu aos pilares de betão armado não reforçados e a segunda aos
pilares de betão armado reforçados com coletes de FRP. Na primeira opção os materiais
modelados foram o betão simples correspondente ao recobrimento do pilar, o betão
armado e as armaduras longitudinais. Na segunda opção foi modelado o betão armado
confinado com FRP e as armaduras longitudinais.

Assim, no betão simples do recobrimento consideraram-se os valores obtidos
dos ensaios de caracterização do betão tipo BB, descritos no capítulo??, tendo-se
utilizado para a sua modelação o modelo proposto pelo Model Code 90 [31], referido
na página 29.

No betão armado adoptou-se o modelo numérico proposto por Mander [27],
referido na página 27, e calibrado de acordo com os resultados obtidos dos ensaios da
coluna de betão armado C30 com 250 mm de diâmetro, apresentados no capítulo??.
O betão armado confinado com FRP foi modelado, considerando o modelo proposto
na secção 3.1 e calibrado de acordo com os ensaios das colunas de betão armado
reforçadas com 2 CFRP (C34) e 4 CFRP (C44), descritos no capítulo??.

As armaduras longitudinais do pilar foram modeladas através do modelo
simplificado indicado na Figura 3.14 e calibrado através dos resultados de
caracterização do aço apresentados no capítulo??.

Na Figura 3.13i) e ii) indicam-se os modelos adoptados para o betão simples
(a azul) e para o betão armado (a vermelho), bem como a curva referente à coluna
C30 (a preto).

Nas Figuras 3.13iii) a 3.13vi) encontram-se representadas a vermelho as curvas
referentes às colunas reforçadas com 2 CFRP (C34) e 4 CFRP (C44), ensaiadas à
compressão axial, e a tracejado o correspondente modelo. Encontram-se, igualmente,
indicados nas Figuras 3.13iii) a 3.13vi) os diagramas tensão-deformação adoptados
na zona comprimida da secção do modelo numérico dos pilares reforçados com FRP
(exemplos de aplicação N5, N6, N7 e N10).

Os diagramas tensão-deformação adoptados nos modelos N5, N6, N7 e N10 para a
zona comprimida da secção correspondem a um modelo do tipo bi-linear proposto
na secção 3.1.1, em que se considera que existe degradação de rigidez provocada
pelos ciclos histeréticos, representando este diagrama a envolvente monotónica desses
ciclos. A degradação de rigidez foi determinada após calibração da resposta do modelo
numérico com os ensaios experimentais, sendo esta a solução que melhor aproxima a
resposta numérica da experimental.

Assim, o diagrama tensão-deformação adoptado para a zona comprimida da secção
corresponde ao modelo proposto na secção 3.1.1, comfc definido pela expressão 3.1
e com os parâmetrosn e E1 a não sofrerem alterações, enquanto os parâmetrosf0

e E2 são substituídos, respectivamente, pelos parâmetrosf0f e E2f e contabilizam a
degradação observada. Assim,
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f0f = γ × f0 (3.28)

e

E2f = −γ × ρf,1FRP

ρf,nFRP

× E2 (3.29)

com:

γ = 0, 8 (3.30)

e

ρf =
4× nc× t

D
(3.31)

sendot a espessura útil de uma camada de FRP,nc o número de camadas eρf a
respectiva percentagem de FRP.

3.2.3 Critério de rotura

Considerou-se a rotura desde que se verificasse uma das seguintes condições:

i) F < 0, 85× Fmax

ii) a rotura de um varão em tracção;

iii) a rotura por esmagamento do betão do núcleo;

iv) a densidade de energia de deformação do modelo sujeito a flexão composta
atingisse a respectiva densidade de energia de deformação do modelo sujeito
a compressão axial.

A primeira corresponde à condição aplicada durante os ensaios; a segunda e
terceiras condições correspondem à rotura dos materiais aço e betão e a quarta
condição refere-se a um critério que se adaptou bem ao verificado nos ensaios
experimentais.

Como se constatou no capítulo?? os modelos de betão armado confinados com
FRP apresentam um comportamento dúctil com a envolvente monotónica do diagrama
cíclico (força-deslocamento e momento-curvatura) a corresponder a um diagrama
do tipo bi-linear com o segundo ramo formado por um patamar aproximadamente
horizontal até à rotura do modelo. Deste modo, a condição de rotura i) em que se limita
a força a 85% da força máxima não funciona bem em termos de modelo numérico, daí
ter-se considerado a condição de rotura iv).
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i) Betão simples e ii) betão armado

iii) 2 CFRP

v) 4 CFRP

iv) 2 CFRP

vi) 4 CFRP

Figura 3.13: Diagramas tensão-deformação adoptados na zona comprimida da secção
e comparação com os correspondentes modelos ensaiados à compressão axial



3.2. Reforço de Pilares de Secção Circular à Flexão Composta 77

i)

iii)

iv)

vi)

ii)

v)

vii)

Figura 3.14: Diagrama tensão-deformação adoptado para o aço com a indicação do
nível de tensão-deformação atingido pelas armaduras localizadas na zona da secção
mais traccionada
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3.2.4 Resultados do modelo numérico versus resultados
experimentais

Com o modelo numérico desenvolvido elaboraram-se vários exemplos (N1 a N3,
N5 a N7 e N10), cujos resultados em termos de diagramas força-deslocamento e
momento-curvatura se comparam, nas Figuras 3.15 a 3.18, com a curva envolvente
do diagrama histerético (força-deslocamento) ou com o diagrama momento-curvatura
obtidos do ensaio experimental do pilar correspondente.

Os exemplos considerados foram, em termos de pilares não reforçados, o modelo
N1 com um esforço axial de 400 kN (ν = 0, 5), N2 com um esforço axial de 600 kN
(ν = 0, 75) e N3 com um esforço axial de 800 kN (ν = 1, 0). Os modelos N2 e N3 não
têm o correspondente pilar ensaiado experimentalmente.

Em termos de pilares reforçados com CFRP consideraram-se os exemplos
N5 (ν = 0, 75) e N7 (ν = 0, 5) reforçados com 2 CFRP e os exemplos N6 (ν = 0, 5)
e N10 (ν = 1, 0) reforçados com 4 CFRP e que se podem comparar com os repectivos
pilares P5, P7, P6 e P10.

Nas Figuras 3.21 a 3.23 é possível observar e comparar a evolução dos diagramas
de deformação na secção aquando da cedência, na força máxima e na rotura dos
modelos.

É de realçar o facto de no modelo N3 se ter considerado a cedência para as
armaduras em compressão enquanto as armaduras em tracção não chegaram a atingir
a cedência. No correspondente modelo reforçado (N10) as extensões em compressão e
em tracção são relativamente baixas, uma vez que as deformações não se concentram
tanto ao nível da rótula plástica e se distribuem mais em altura.

Nas Figuras 3.24 a 3.26 indicam-se os diagramas de tensão no betão no momento
da cedência das armaduras, na força máxima e na rotura dos modelos. É interessante
observar o andamento dos diagramas correspondentes aos exemplos N1 a N3 não
reforçados, em que o esforço normal reduzido aumentou de 0,5, sucessivamente por
0,75 e 1,0.

É possível realizar o mesmo tipo de comparação nas Figuras 3.25 a 3.26 com os
exemplos N7 (ν = 0, 5) e N5 (ν = 0, 75) reforçados com 2 CFRP e N6 (ν = 0, 5) vs
N10 (ν = 1, 0) reforçados com 4 CFRP.

Embora as extensões de compressão e de tracção sejam bastante superiores nos
exemplos N6 e N10 comparativamente com N1 (ν = 0, 5), verificou-se que a
profundidade da linha neutra na rotura no exemplo N6 é bastante inferior à do N1
e que no exemplo N10 é da mesma ordem de grandeza do exemplo N1.
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Figura 3.15: Diagramas força-deslocamento dos modelos N1 (N=400kN), N2
(N=600kN) e N3 (N=800kN), não reforçados. Comparação entre o modelo N1 e a
envolvente do diagrama histerético obtida do ensaio experimental do modelo P1



80 Capítulo 3. Modelação Numérica de Pilares Reforçados com FRP

Figura 3.16: Diagramas força-deslocamento dos modelos reforçados com 2 CFRP,
N7 (N=400kN), N5 (N=600kN) e com 4 CFRP, N6 (N=400kN). Comparação com
a envolvente do diagrama histerético obtida do respectivo ensaio experimental
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Figura 3.17: Diagrama força-deslocamento do modelo N10 (N=800kN) reforçado com
4 CFRP. Comparação com a envolvente do diagrama histerético obtida do ensaio
experimental do modelo P10

Figura 3.18: Diagrama momento-curvatura do modelo N10 (N=800kN) reforçado com
4 CFRP. Comparação com o diagrama obtido do ensaio experimental do modelo P10
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Figura 3.19: Diagramas momento-curvatura dos modelos N1 (N=400kN), N2
(N=600kN) e N3 (N=800kN), não reforçados. Comparação entre o modelo N1 e o
diagrama obtido do ensaio experimental do modelo P1
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Figura 3.20: Diagramas momento-curvatura dos modelos reforçados com 2 CFRP,
N7 (N=400kN), N5 (N=600kN) e com 4 CFRP, N6 (N=400kN). Comparação com
o diagrama obtido do respectivo ensaio experimental
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Deformação na cedência

Deformação na força máxima

Deformação na rotura

Figura 3.21: Diagramas da deformação da secção na cedência, na força máxima e na
rotura dos modelos N1 (N=400kN), N2 (N=600kN) e N3 (N=800kN)
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Deformação na cedência

Deformação na força máxima

Deformação na rotura

Figura 3.22: Diagramas da deformação da secção na cedência, na força máxima e na
rotura dos modelos N7 (2 CFRP, N=400kN) e N5 (2 CFRP, N=600kN)
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Deformação na cedência

Deformação na força máxima

Deformação na rotura

Figura 3.23: Diagramas da deformação da secção na cedência, na força máxima e na
rotura dos modelos N6 (4 CFRP, N=400kN), N10 (4 CFRP, N=800kN)
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Tensão no betão na cedência

Tensão no betão na força máxima

Tensão no betão na rotura

Figura 3.24: Tensões de compressão no betão ao nível da secção na altura da
cedência das armaduras, na força máxima e na rotura dos modelos N1 (N=400kN),
N2 (N=600kN) e N3 (N=800kN)



88 Capítulo 3. Modelação Numérica de Pilares Reforçados com FRP

Tensão no betão na cedência

Tensão no betão na força máxima

Tensão no betão na rotura

Figura 3.25: Tensões de compressão no betão ao nível da secção na altura da cedência
das armaduras, na força máxima e na rotura dos modelos N7 (2 CFRP, N=400kN) e
N5 (2 CFRP, N=600kN)
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Tensão no betão na cedência

Tensão no betão na força máxima

Tensão no betão na rotura

Figura 3.26: Tensões de compressão no betão ao nível da secção na altura da cedência
das armaduras, na força máxima e na rotura dos modelos N6 (4 CFRP, N=400kN) e
N10 (4 CFRP, N=800kN)
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3.2.5 Comparação dos resultados obtidos com o modelo numérico

Nas Figuras 3.27 a 3.31 comparam-se os diagramas força-deslocamento e
momento-curvatura obtidos através do modelo numérico.

Na Figura 3.27 realça-se que, com o efeito do incremento do esforço normal
reduzido de 0,5 para 0,75 e 1,0, verifica-se um ligeiro incremento de resistência e
de rigidez do ramo inicial até à ocorrência da rotura do betão de recobrimento e uma
diminuição da ductilidade apresentada nos modelos, quer em deslocamento, quer em
curvatura relativamente ao modelo N1.

Na Figura 3.28 comparam-se os modelos N1 e N2 com os correspondentes modelos
reforçados com 2 CFRP, sendo evidentes os ganhos observados em resistência e, em
especial, em ductilidade em curvatura e em deslocamento,

Relativamente ao modelo N7 (ν = 0, 5), o modelo N5 (ν = 0, 75) apresenta
um incremento de resistência e um ligeiro decréscimo do deslocamento máximo e
da correspondente curvatura. O decréscimo verificado em termos de deslocamento é
inferior ao verificado em curvatura porque no método da rótula plástica considera-se
que as curvaturas se concentram ao nível da rótula situada na base do modelo. Porém,
o que se verificou experimentalmente no modelo P5 (ν = 0, 75) foi que apenas 75%
das curvaturas se situam a esse nível, enquanto no modelo P10 (ν = 1, 0) esse valor
passou para 60%.

Na Figura 3.29 comparam-se os modelos N1 e N3 com os correspondentes modelos
reforçados com 4 CFRP (N6 e N10). Constata-se que em qualquer dos modelos
reforçados o desempenho foi superior ao dos modelos não reforçados, quer em termos
de resistência, quer em termos de deslocamento na rotura. O modelo N10 (ν = 1, 0)
apresentou inclusive um incremento significativo em resistência relativamente ao N6
ν = 0, 5) devido ao facto de a carga ter sido incrementada para o dobro. Em
contrapartida, quer o deslocamento, quer as curvaturas aquando da rotura do modelo
N10 são inferiores às do modelo N6.

Na Figura 3.30 comparam-se as diversas soluções de reforço e correspondente
carregamento efectuado, constatando-se que não existe uma diferença significativa
entre os modelos com esforço normal reduzido,ν = 0, 5, em que se duplicou a
percentagem de reforço de 2 para 4 CFRP. Verificou-se que à medida que se aumentava
o esforço axial se diminuía o deslocamento e curvatura máximos na rotura e, ao invés,
se aumentava a capacidade resistente do modelo.

Na Figura 3.31 adicionou-se aos diagramas apresentados na Figura 3.30 os
diagramas N1, N2 e N3, sendo evidente a melhoria de desempenho observada nas
soluções reforçadas, independentemente do nível de carga a que se sujeitou o modelo.



3.2. Reforço de Pilares de Secção Circular à Flexão Composta 91

Figura 3.27: Comparação dos diagramas força-deslocamento e momento-curvatura dos
modelos N1 (N=400kN), N2 (N=600kN) e N3 (N=800kN)
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Figura 3.28: Comparação dos diagramas força-deslocamento e momento-curvatura dos
modelos não reforçados N1 (N=400kN) e N2 (N=600kN) com os correspondentes
modelos N7 (N=400kN) e N5 (N=600kN) reforçados com 2CFRP
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Figura 3.29: Comparação dos diagramas força-deslocamento e momento-curvatura dos
modelos não reforçados N1 (N=400kN) e N3 (N=800kN) com os correspondentes
modelos N6 (N=400kN) e N10 N=800kN) reforçados com 4 CFRP
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Figura 3.30: Comparação dos diagramas força-deslocamento e momento-curvatura dos
modelos reforçados com 2 CFRP, N7 (N=400kN) e N5 (N=600kN) com os modelos
reforçados com 4 CFRP, N6 (N=400kN) e N10 (N=800kN)
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Figura 3.31: Diagramas força-deslocamento e momento-curvatura dos modelos N1 a
N10
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3.2.6 Apreciação global

Na Tabela 3.1 apresenta-se o resumo dos resultados dos ensaios experimentais
utilizados neste capítulo e na Tabela 3.2 os correspondentes resultados obtidos com
o modelo numérico.

Na Tabela 3.3 indicam-se as diferenças observadas entre os resultados obtidos
experimentalmente e numericamente, constatando-se que as principais diferenças se
registam em termos de deslocamentos, em especial, na cedência e na força máxima
verificadas nos modelos reforçados com FRP devido ao comportamento dúctil com a
existência do correspondente patamar.

MODELOS P1 P3R P7 P5 P6 P10

N (kN) 400 400 400 600 400 800
CFRP – 2 2 2 4 4

fcm (MPa) 33,0 33,7 33,2 33,0 33,7 33,8
ν = N/(Ac × fcd) 0,5 0,5 0,5 0,75 0,5 1

ρN = N/(Ac × fcm) 0,25 0,25 0,25 0,375 0,25 0,5
Fy (kN) 30,4 – 29,0 39,7 35,1 45,5

My (kNm) 45,6 – 43,5 59,6 52,7 68,3
∆y (mm) 20,2 – 18,3 34,1 25,0 40,2
Fmax (kN) 32,0 37,3 39,8 41,7 39,8 46,2

Mmax (kNm) 48,0 56,0 59,7 62,6 59,7 69,3
∆max (mm) 32,0 37,0 40,0 42,0 39,0 49,0
Frot (kN) 27,6 30,8 36,6 35,7 39,5 42,3

Mrot (kNm) 41,4 46,2 54,9 53,6 59,3 63,5
∆rot (mm) 41,0 115,0 120,0 121,0 140,0 97,0

Tabela 3.1: Resumo dos resultados dos ensaios experimentais dos modelos P1, P3R,
P7, P5, P6 e P10

As diferenças registadas entre os modelos não reforçados são no máximo de 10%
em qualquer dos parâmetros. Em termos de força de cedência, máxima e na rotura os
valores obtidos pelo modelo são bastante razoáveis.

Refira-se que no método da rótula plástica se admite que a totalidade da curvatura
se concentra nesta zona, o que faz com que o modelo não responda tão bem quando se
incrementa o esforço axial no pilar, uma vez que as curvaturas deixam de se concentrar
totalmente ao nível da rótula plástica. Realça-se, no caso em estudo, que nos pilares
P10 (ν = 1, 0) e P6 (ν = 0, 75) as curvaturas apenas se concentram 60 e 75%,
respectivamente, ao nível da rótula plástica.

Em termos de apreciação global, pode-se afirmar que o modelo numérico
desenvolvido simula bem o comportamento da envolvente monotónica do diagrama
cíclico dos pilares de betão armado não reforçados ou reforçados com FRP desde que
o nível de esforço axial não seja muito elevado, situação em que devem ser verificadas
diversas secções ao longo da altura do pilar por forma a melhor prever o campo de
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MODELOS N1 N2 N3 N7 N5 N6 N10

N (kN) 400 600 800 400 600 400 800
CFRP – – – 2 2 4 4

fcm (MPa) 33 33 33 33 33 33 33
ν = N/(Ac × fcd) 0,5 0,75 1 0,5 0,75 0,5 1

ρN = N/(Ac × fcm) 0,25 0,375 0,5 0,25 0,375 0,25 0,5
Fy (kN) 30,5 34,6 – 32,8 39,2 32,8 43,3

My (kNm) 45,7 52,6 – 49,2 58,8 49,2 64,9
∆y (mm) 18,3 26,0 – 17,5 20,7 17,5 24,9
Fmax (kN) 32,1 34,6 33,6 38,7 42,9 39,4 45,6

Mmax (kNm) 48,2 52,6 50,6 58,1 64,4 59,1 68,4
∆max (mm) 28,8 26,0 20,6 42,5 62,3 65,1 61,4
Frot (kN) 27,3 28,1 26,5 36,7 40,6 37,9 45,1

Mrot (kNm) 40,9 42,7 39,9 55,0 60,9 56,9 67,6
∆rot (mm) 39,1 33,2 31,4 131,5 121,4 138,5 96,0

Tabela 3.2: Resumo dos resultados obtidos com o modelo numérico

deslocamentos.
Por fim, realça-se que o modelo de degradação proposto permite aproximar os

resultados obtidos numericamente do observado experimentalmente, sendo, desta
forma uma opção válida para a modelação numérica de pilares de betão armado
reforçados com FRP.

Diferenças (%) N1-P1 N7-P7 N5-P5 N6-P6 N10-P10

Fy 0,3 13,0 -1,2 -6,5 -4,9
My 0,3 13,0 -1,2 -6,5 -4,9
∆y -9,0 -4,3 -39,3 -30,1 -38,0

Fmax 0,4 -2,7 3,0 -0,9 -1,3
Mmax 0,4 -2,7 3,0 -0,9 -1,3
∆max -10,1 6,3 48,2 67,0 25,3
Frot -1,2 0,2 13,7 -4,0 6,5
Mrot -1,2 0,2 13,7 -4,0 6,5
∆rot -4,7 9,6 0,3 -1,0 -1,0

Tabela 3.3: Diferenças entre os resultados obtidos experimental e numericamente
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