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Resumo

O trabalho de investigacao, conducente a redacgao desta dissertagao, teve como principal
objectivo a utilizagao de derivadas simplécticas na definicao de estratégias que aumentem a
eficiéncia dos algoritmos de procura directa direccional e, também, no desenvolvimento de
novos algoritmos para Optimizacao Sem Derivadas.

A robustez, a simplicidade e a facil implementacao dos métodos de procura directa direc-
cional sao algumas das caracteristicas que justificam a sua utilizacao frequente na mini-
mizagao de funcoes resultantes de aplicacoes. Contudo, estes algoritmos sao, em geral,
pouco eficientes. Embora esta eficiéncia possa ser aumentada com a utilizacao de técnicas
de optimizacao sub-rogada no passo de procura dos algoritmos, o processo de amostragem
inerente ao passo de sondagem é responsavel, parcialmente, pelo desempenho lento desta
classe de métodos de optimizagao.

Nesta dissertacao, propoem-se varias estratégias para melhorar a eficiéncia de um método
de procura directa direccional, utilizando os conjuntos de pontos onde a funcao objec-
tivo é avaliada durante o processo de minimizagao. Em cada iteracao destes métodos, é
possivel tentar identificar subconjuntos de pontos previamente avaliados com boas proprie-
dades geométricas, que permitam a construcao de derivadas simplécticas de boa qualidade.

A qualidade das derivadas simplécticas, e em particular dos gradientes simplécticos,
quando calculadas a partir de conjuntos de pontos com boa geometria, é conhecida no caso
continuamente diferenciavel. Nesta dissertacao, generalizam-se estes resultados a funcoes
nao suaves, no contexto dos métodos de procura directa direccional.

Recorrendo as derivadas simplécticas, sao construidos indicadores de descida com boa
qualidade, que sao utilizados nas varias iteracoes de um método de procura directa direc-
cional, para, por exemplo, induzir uma ordenacao na amostragem da funcao objectivo no
passo de sondagem do algoritmo. Estes indicadores de descida simplécticos podem ter ou-
tras aplicacoes, nomeadamente na definicio de um passo de procura, na actualizacdo do
comprimento do passo, ou na definicao de um critério de paragem.

Estas estratégias sao descritas pormenorizadamente e testadas numericamente num con-
junto de fungbes continuamente diferencidveis pertencentes a coleccdo CUTEr [49] e num

conjunto de fungoes nao suaves recolhidas da literatura de Optimizagao Nao Suave. As



diferentes estratégias sao ainda testadas na resolucao de dois problemas aplicados: um pro-
veniente da Mecanica Computacional, relacionado com a simulacao de um sistema mecanico
de potencial contacto com atrito, e outro resultante da calibracao de parametros estelares em
Astrofisica. Os resultados numéricos comprovam que a introducao de estratégias baseadas
em derivadas simplécticas melhora, significativamente, o desempenho algoritmico da procura
directa direccional.
Nesta dissertacao, propoem-se ainda dois novos algoritmos, baseados em derivadas simpléc-

ticas, para Optimizacao Sem Derivadas: um método de procura directa direccional curvilinea
e um método hibrido de procura directa e unidireccional. Sao analisadas as propriedades de

convergéncia global de ambos os algoritmos.
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Abstract

The main goal of the research reported in this thesis was the use of simplex derivatives
based strategies to improve the efficiency of existing directional direct search methods and
to develop new algorithms for Derivative-Free Optimization.

Directional direct search methods are widely use in practice, due to their robustness,
simplicity, and easy implementation. However, these algorithms are most of the times very
slow. Although this efficiency can be improved by applying surrogate-based optimization to
the so-called search step of the methods, the sampling process inherent to their poll step is
partially responsible for the slow performance observed in practice.

In this thesis, we introduce a number of ways of making directional direct search methods
more efficient by reusing previous evaluations of the objective function. At each iteration,
one can attempt to compute accurate simplex derivatives by identifying a sampling set of
previously evaluated points with good geometrical properties.

The quality of simplex derivatives, and in particular of simplex gradients, computed
from sets with good geometry, is already known in the continuously differentiable case. In
this work, we extend these results to nonsmooth functions, in a directional direct search
framework.

The simplex derivatives can be used to compute good quality descent indicators, which in
turn can be used, for instance, to reorder the evaluations of the objective function associated
with the directions used in the poll step. These simplex descent indicators can also be used
to define a search step, to update the step size parameter, or to establish a stopping criterion.

We present these procedures in detail and apply them to a set of problems which includes
a set of continuously differentiable functions from the CUTEr [49] collection, and a set of
nonsmooth functions collected from Nonsmooth Optimization papers. The strategies are
also tested in two applications problems: one arising in Computational Mechanics, related
to the simulation of a mechanical system with potential contact and friction, and another
resulting from the adjustment of stellar modeling parameters in Astrophysics. Numerical
results show that the strategies based on simplex derivatives can enhance significantly the
practical performance of directional direct search methods.

In this dissertation we also propose two new algorithms, based on simplex derivatives, for
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Derivative-Free Optimization: a curvilinear directional direct search method and a hybrid

direct-line search method. A global convergence analysis is presented for both algorithms.
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Notacoes

Yt
avi

€;

Tk

conjunto dos ntimeros naturais

conjunto dos nimeros inteiros nao negativos

conjunto dos nimeros inteiros

conjunto dos niimeros inteiros negativos

conjunto dos nimeros racionais

conjunto dos nimeros reais

conjunto dos nimeros reais nao negativos

aplicacao médulo

aplicagao norma Euclideana

cardinalidade do conjunto X

gradiente da funcao f, calculado no ponto x

Hessiana da funcao f, calculada no ponto x

derivada direccional generalizada de Clarke da fungao f, calculada

no ponto x, na direc¢ao v

(conjunto) subdiferencial generalizado de Clarke, calculado no ponto x
elemento do conjunto subdiferencial generalizado de Clarke, calculado
no ponto x

gradiente simpléctico da funcao f, calculado no ponto x

Hessiana simpléctica da funcao f, calculada no ponto x

matriz que representa os vectores que unem um ponto de um conjunto
simpléctico aos restantes, S = [y* —y°- -y — ]

vector que representa a diferenca, nos valores de f, entre os pontos
considerados em S, 6(f; ) = [f(y") — F(¥°) -~ F(y") — F(y")]"
constante de Lipschitz para a funcao f

constante de Lipschitz para o gradiente da funcao f

matriz identidade

1-ésima coluna da matriz identidade

vector com todas as componentes iguais a 1

iterada k gerada por um algoritmo
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Vk, V(S(Ik)

J(9)

comprimento do passo na iteracao k£ de um algoritmo

conjunto gerador positivo considerado na iteracao k& de um método de
procura directa direccional

medida do coseno do conjunto gerador positivo Dy

grelha considerada na iteracao k de um método de procura directa
direccional

‘vizinhanga’ da iterada xj, considerada na iteracao k£ de um método de
procura directa direccional

constante de equilibrio-A

regiao de confianga centrada em x; com raio Ay; nesta tese,

B(zg; Ax) = {x € R" : ||z — ]| < Ax}

lista de pontos a utilizar na identificacdo de conjuntos em equilibrio-A
conjunto de pontos em equilibrio-A a utilizar na construcao das derivadas
simplécticas

indicador de descida simpléctico

conjunto dos indices das componentes e-grandes do vector ¢

conjunto das direccoes ascendentes no ponto x

regiao admissivel de um problema de optimizacao

funcao de barreira

conjunto dos indices das restrigoes e-activas no ponto x

cone tangente definido pelas restri¢oes e-activas no ponto x

cone normal definido pelas restri¢oes e-activas no ponto x
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes gerais

A resolucao de um problema de optimizagao consiste na identificagao de um minimizante
(ou maximizante) para uma funcdo, possivelmente sujeita a um conjunto de restri¢oes nos
valores das variaveis que definem uma regiao admissivel. Os minimizantes procurados podem
ser locais ou relativos, quando sao apenas validos numa vizinhanca admissivel, ou globais ou
absolutos, quando validos em toda a regiao admissivel. A caracterizacdo de minimizantes
locais através de condigoes necesséarias e suficientes, de primeira ou segunda ordem, requer
o valor das derivadas da fungao objectivo e, possivelmente, das fungoes que definem as
restricoes. Estas conhecidas constatacoes evidenciam a dificuldade, analitica e numérica,
em identificar minimizantes quando as derivadas da funcao objectivo sao desconhecidas ou
dificeis de calcular.

Em diversas areas da Engenharia e das Ciéncias Fisicas ou Computacionais, é frequente as
fungoes a optimizar resultarem de simula¢oes computacionais complexas ou de experiéncias
laboratoriais. Em tais situagoes, as derivadas da fungao a optimizar podem nao estar dis-
poniveis e nao ser passiveis de aproximacao numérica, dado o custo associado ao seu calculo.
Desta forma, a Optimizagcao Sem Derivadas (OSD) assume um papel relevante no célculo
de minimizantes locais para este tipo de fungoes. O grande ntimero de aplicagoes da OSD
motivou, desde as décadas de 50 e 60, o desenvolvimento de vérias classes de algoritmos
adequados a este tipo de optimizacao. Porém, a andlise das propriedades de convergéncia
global destes algoritmos, ou seja, da sua capacidade em convergir para um (candidato a)
minimizante independentemente do ponto inicial considerado, tem sido objecto de renovado
interesse nos ultimos dez anos.

Entre as classes de métodos mais utilizados e estudados para OSD encontra-se a Pro-
cura Directa e, em particular, a Procura Directa Direccional. Estes algoritmos progridem

por inspeccao directa dos valores da funcao a optimizar, o que se traduz, obviamente, em
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problemas de eficiéncia, nomeadamente quando as iteradas se aproximam de um ponto es-
taciondrio. E desejével que um algoritmo desenvolvido para Optimizagao Nao Linear (com
ou sem recurso a derivadas) seja, simultaneamente, eficiente (no sentido de realizar poucos
célculos ou poucas iteragoes) e robusto (que permita a resolugdo de uma larga maioria de
problemas do tipo em estudo). Os métodos de procura directa sdo conhecidos pela sua ro-
bustez e facil paralelizagao, mas, igualmente, pela sua ineficiencia. A eficiéncia é um aspecto
particularmente relevante em OSD, onde o custo de cada avaliacao da funcao objectivo é

elevado.

1.2 As contribuicoes desta dissertacao

O trabalho de investigacao, conducente a redaccao desta dissertacao, teve como principal ob-
jectivo a utilizagao de derivadas simplécticas (como, por exemplo, os gradientes simplécticos)
na definicao de estratégias que permitam aumentar a eficiéncia dos algoritmos de procura
directa direccional e no desenvolvimento de novos algoritmos para OSD.

As derivadas simplécticas, quando calculadas a partir de conjuntos de amostragem com
geometria adequada, constituem aproximagoes das verdadeiras derivadas (no sentido classico
do termo ou enquanto modelos sub-rogados para optimizacao). Nesta disserta¢ao, propomos
a construcao de indicadores de descida baseados em derivadas simplécticas, que permitam
melhorar a eficiéncia de um método de procura directa direccional, por exemplo, ordenando
o conjunto de pontos a avaliar pelo algoritmo no seu passo de sondagem. Este procedimento
nao afecta as propriedades de convergéncia global desta classe de métodos e nao acarreta
custos adicionais relativos ao niimero de calculos da funcao objectivo. Este trabalho resultou
numa publicagao na revista STAM Journal on Optimization (ver Custédio e Vicente [31]).

Os métodos de procura directa direccional, dada a sua natureza direccional, sao particu-
larmente apropriados para a optimizagao de fungoes nao suaves. Por outro lado, a natureza
dos problemas de OSD, em que as fungoes a avaliar estao sujeitas a erros e ruido diversos,
origina, frequentemente, varios tipos de nao suavidade ou nao diferenciabilidade. Assim
sendo, foi pertinente estender o referido estudo a fungoes nao suaves, analisando a aplicacao
de derivadas simplécticas em métodos de procura directa direccional, em particular na deter-
minacao de indicadores de descida. O trabalho, relatado em Custédio, Dennis e Vicente [28],
foi aceite para publicacao na revista IMA Journal of Numerical Analysis.

As derivadas simplécticas podem, ainda, ser utilizadas na definicao de novas classes de
algoritmos para OSD, permitindo, por exemplo, incorporar informagao acerca da curvatura
da fungao objectivo. Com esta motivagao, desenvolvemos dois novos algoritmos (um método
de procura directa direccional curvilinea e um método hibrido de procura directa e unidi-

reccional), os quais provamos terem propriedades adequadas de convergéncia global sob as
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hipoteses tradicionalmente consideradas neste tipo de analise. Este trabalho sera objecto de
uma submissao futura ([29]).

Os estudos numéricos relatados em [28, 31] e descritos nesta dissertacdo evidenciaram
que as estratégias baseadas em derivadas simplécticas permitem aumentar a eficiéncia dos
métodos de procura directa direccional em problemas de teste de optimizacao. Nesta dis-
sertacao descrevemos, também, o resultado da sua utilizacao em dois problemas aplicados de
OSD, um resultante da simulacao de um sistema mecanico de potencial contacto com atrito
e outro da estimacao de parametros estelares. Este estudo, embora nao tao conclusivo como
os anteriores, corrobora a utilidade das derivadas simplécticas como forma de aumentar a

eficiencia dos métodos de procura directa direccional.

1.3 Organizacao da dissertacao

O Capitulo 2 desta dissertagao consiste numa breve introducao a OSD, salientando as princi-
pais dificuldades inerentes a este tipo de optimizacao e motivando a necessidade de algoritmos
especificos para a resolucao dos problemas pertencentes a esta classe. Em tracos gerais, sao
descritas as principais classes de métodos adequados a este tipo de optimizagao.

Duas destas classes, nomeadamente os métodos de procura directa direccional e os
métodos de procura unidireccional baseados em derivadas simplécticas, sao descritas em
pormenor nos Capitulos 3 e 4, respectivamente. Em cada um destes capitulos é resumida a
analise de convergéncia global dos algoritmos pertencentes a classe em estudo.

No Capitulo 5 sao propostas as estratégias baseadas em derivadas simplécticas, mencio-
nadas anteriormente, para melhorar a eficiencia dos métodos de procura directa direccional,
tendo em vista a sua aplicacao a fungoes continuamente diferenciaveis. E, ainda, avaliado o
desempenho computacional destas estratégias.

A extensao deste trabalho a fungoes nao suaves é abordada no Capitulo 6. Os resulta-
dos conhecidos sobre a qualidade dos gradientes simplécticos, enquanto aproximagoes dos
verdadeiros gradientes, no caso continuamente diferenciavel, sao generalizados a fungoes nao
suaves, num contexto de procura directa direccional. Este capitulo é concluido com um
estudo computacional.

As derivadas simplécticas sao utilizadas, no Capitulo 7, para definir dois novos algoritmos
para OSD. A descrigao de cada um dos novos algoritmos é acompanhada de uma andlise de
convergencia global.

No Capitulo 9 relatam-se duas aplicagoes: uma proveniente da Mecanica Computacional
e outra da Astrofisica. A resolucao destes problemas é feita por aplicacao de algoritmos de
procura directa direccional, cuja eficiéncia é melhorada com recurso a estratégias baseadas

em derivadas simplécticas. Uma vez que estas aplicagoes correspondem a problemas de
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optimizacao com restrigoes, faz-se, no Capitulo 8, uma breve introducao a procura directa
direccional sujeita a restrigoes.
As principais conclusoes deste trabalho sdao resumidas no Capitulo 10. Mencionam-se,

ainda, alguns tépicos para investigagao futura e questoes em aberto em OSD.
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Capitulo 2

Breve introducao a Optimizacao Sem

Derivadas

2.1 A classe de problemas de optimizacao
Consideremos o problema de Optimizagao Nao Linear sem restrigoes

min f(z).

Os algoritmos de Optimizacao Nao Linear tém por objectivo determinar pontos estacionarios
de primeira ou de segunda ordem, no sentido de identificar um minimizante local. Nesta
dissertacao nao se estudara algoritmos de optimizacao global, com os quais se pretende deter-
minar minimizantes globais no caso nao convexo. A Optimizacao Nao Linear mais cldssica
lida com problemas em que os valores para a funcao e as suas derivadas (pelo menos de
primeira ordem) estao disponiveis. Neste caso, é possivel desenvolver algoritmos, baseados
em técnicas de Newton ou de quasi-Newton, capazes de resolver problemas de grandes di-
mensoes, com centenas de milhares ou milhoes de variaveis. A tarefa dificulta-se, porém,
quando as derivadas da funcao nao sao conhecidas, nem podem ser aproximadas numeri-
camente. Nestas situacoes, recorre-se a métodos de Optimizacio Sem Derivadas (OSD). A
dimensao dos problemas capazes de serem resolvidos em OSD reduz-se drasticamente para
dezenas ou centenas de variaveis.

O facto das derivadas nao serem conhecidas nao significa que a fungao nao seja dife-
renciavel. Embora os algoritmos de optimizacao propostos para esta classe de problemas
nao recorram explicitamente a derivadas, é essencial supor a existéncia de algum tipo de de-
rivadas de primeira ordem para efeitos da respectiva analise de convergéncia global. Refira-se
que as propriedades de convergéncia global dos algoritmos de Optimizacao Nao Linear, e con-

sequentemente de OSD, dizem respeito a capacidade dos algoritmos de gerarem sucessoes de
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iteradas a convergir para pontos estacionarios, independentemente do ponto inicial conside-
rado.

As fungoes objectivo dos problemas pertencentes a esta classe resultam tipicamente de
experiéncias laboratoriais ou de simulacoes computacionais complexas. Nalguns casos pode
mesmo tratar-se de fung¢oes cujos valores numéricos sao desconhecidos e apenas comparaveis.
De uma forma geral, sao problemas de optimizacao complexos, que podem envolver si-
mulacoes numéricas relativas a diferentes disciplinas fisicas, pelo que o cédlculo de um valor
para a funcao objectivo pode implicar o recurso a cédigos computacionais distintos, pos-
sivelmente executados de forma sequencial. E frequente, em projectos que se desenvolvem
ao longo de dezenas de anos e envolvem varios programadores, nao haver acesso, total ou
parcial, ao c6digo fonte (estando apenas disponivel o ficheiro executavel). O calculo de um
valor para a funcao objectivo pode levar desde varios minutos a algumas horas de tempo
de CPU e pode estar sujeito a erros de arredondamento ou outro tipo de ruido. Uma outra
particularidade de alguns destes problemas é que a avaliacao da funcao objectivo pode ser
mal sucedida, mesmo em pontos pertencentes ao dominio inicialmente estabelecido. A iden-
tificagao de um destes pontos pode ser tao ou mais dispendiosa do que o calculo de um valor
para a fungao.

Em suma, dirfamos que as func¢oes objectivo dos problemas pertencentes a esta classe

apresentam, geralmente, as seguintes caracteristicas:
e 0o calculo dos valores da funcao é dispendioso;

e as derivadas da funcao objectivo nao podem ser calculadas através de diferenciacao

automatica e é inadequada a sua aproximagao numérica;

e os valores calculados para a funcao estao sujeitos a erro ou a ruido, de natureza diversa.

2.2 Algumas areas de aplicacao

A principal motivacao para o desenvolvimento de algoritmos de OSD provém das intimeras
aplicagoes académicas ou industriais onde surgem problemas pertencentes a esta classe.
Como um primeiro exemplo, podemos referir a optimizacao de geometrias moleculares,
descrita em Alberto, Nogueira, Rocha e Vicente [6]. As propriedades eléctricas e magnéticas
dos agregados atémicos sao determinadas, em grande parte, pela disposicao geométrica dos
atomos que os constituem. Por outro lado, a energia do agregado varia com esta mesma dis-
posicao geométrica, correspondendo as configuragoes estaveis aos estados de menor energia.
Esta caracteristica justifica o interesse em determinar configuragoes geométricas que minimi-

zem a energia dos agregados. O calculo desta energia é feito no contexto da uniao fraca entre
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atomos de elementos metdlicos, recorrendo a uma dispendiosa simulagao de equagoes dife-
renciais com derivadas parciais. O calculo das derivadas é possivel no contexto da aplicacao
relatada em [6], mas é relativamente dispendioso.

Um segundo exemplo, envolvendo algumas varidveis categéricas (inteiras e ndo passiveis
de aproximacao fraccionada), resulta da optimizacao de sistemas de isola¢ao térmica, repor-
tada em Abramson [1]. Num sistema de isolagao térmica sao utilizados interceptores para
minimizar o fluxo de calor entre duas superficies, uma quente e outra fria. O ntmero de
interceptores a colocar, as respectivas temperaturas de arrefecimento, bem como a espessura
e a constituicao dos isoladores que sao colocados entre pares de interceptores consecutivos
representam as varidveis do problema (a tltima das quais constitui uma variavel categérica).
O objectivo é minimizar a energia necessaria para manter as temperaturas dos interceptores
de calor, de forma a que uma das superficies se mantenha convenientemente fria. O problema
apresenta restricoes lineares e nao lineares e ainda limites no valor das variaveis.

Muitos outros exemplos poderiam ser apresentados em areas tao distintas como a Enge-
nharia Aeroespacial (ver Marsden, Wang, Dennis e Moin [72]), a Nanotecnologia (descrito em
Zhao, Meza e Van Hove [96]) ou a Medicina (reportado em Berenbaum [13]). No Capitulo 9
desta dissertacao serao resolvidos, com recurso a técnicas de OSD, dois problemas resultantes

de aplicagoes: um proveniente da area da Mecanica Computacional e outro da Astrofisica.

2.3 Alternativas a Optimizacao Sem Derivadas

Uma estratégia alternativa a utilizacao de métodos de OSD consiste em estimar os valores
das derivadas, com vista a aplicacao de algoritmos de Optimizacao Nao Linear baseados em
derivadas. Este procedimento pode ser seguido em determinados casos, por aplicacao de
diferentes técnicas.

Por exemplo, quando o cédigo fonte para o calculo da funcao objectivo esta disponivel,
é possivel, em principio, utilizar um pacote de diferenciacao automatica para produzir um
novo codigo fonte para o calculo das derivadas. A diferenciacao automatica recebe um
codigo fonte (o da fungao) como input, para produzir, como output, outro cédigo fonte (o
das derivadas). O principio bésico da diferenciacao automaética assenta no facto de que a
implementacao de uma funcao, independentemente da sua complexidade, é feita através de
uma sequéncia de operacoes elementares, que podem ser analisadas sob a regra da funcao
composta para diferencia¢ao (para mais detalhes pode consultar-se Griewank [50]). A dife-
renciacao automatica, apesar do seu vasto campo de potencial aplicagao, apresenta varios
inconvenientes que dificultam a sua utilizacao. Em primeiro lugar, envolve um esforco con-
sideravel de programacao e de engenharia de software, um investimento que pode nao ser

exequivel. Para além disso, podem ocorrer diversas complicagoes adicionais quando o cédigo
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Figura 2.1: Uma fungao perturbada por ruido numérico.

fonte da funcao esta escrito em diferentes linguagens de programacao, o que, por exemplo,
é frequente quando a simulacao de um determinado processo ou sistema envolve diferentes

disciplinas fisicas.

As derivadas, e em particular as derivadas parciais, podem ser aproximadas numerica-
mente através de esquemas de diferenciagao numérica baseados em diferencas finitas. Em
primeiro lugar, coloca-se a questao da existéncia de diferenciabilidade e de que tipo. Por
outro lado, o uso de diferencas finitas pode requerer um ntmero elevado de célculos da
funcao objectivo, o que pode ser impraticavel dado o custo computacional envolvido em
cada avaliacao. A complexidade da funcao objectivo traduz-se, com frequéncia, no cédlculo
de valores que podem nao apresentar o nivel de precisao exigida para uma aproximacao fidvel
usando diferencgas finitas. Por exemplo, quando se resolvem equagoes diferenciais, recorrendo
a métodos numéricos, existe sempre uma componente de discretizacao, o que faz com que a
funcao a optimizar esteja sujeita a erros de aproximacao, de arredondamento e a outros tipos
de ruido. As representacoes graficas destas fungoes podem assemelhar-se a da Figura 2.1.
Nestas situacoes, as pequenas oscilagoes que surgem com uma elevada frequéncia dificultam
a aproximacao das derivadas por técnicas de diferenciacao numérica. Alids, nestes casos, a
optimizagao pode ficar comprometida quando se recorre a um método baseado em derivadas

ou suas aproximagcoes.
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2.4 Classes de algoritmos em Optimizacao Sem

Derivadas

Os algoritmos de OSD podem ser repartidos em trés classes:

e Métodos de procura directa: progridem por amostragem da fungao objectivo em

conjuntos de pontos com caracteristicas geométricas especialmente determinadas.

e Métodos de procura unidireccional: em cada iteracao, fazem uma procura unidi-

mensional ao longo de uma direccao.

e Métodos de regioes de confianga: representam, localmente, a fungao objectivo

recorrendo a modelos, tipicamente quadraticos.

Nesta seccao descrevemos, de forma sumaria, as principais caracteristicas dos algoritmos

pertencentes a cada uma destas trés classes.

2.4.1 Métodos de procura directa

O termo procura directa, introduzido pela primeira vez em 1961 por Hooke e Jeeves [54],
pretende classificar um algoritmo para OSD que, em cada iteracao, compara os valores da
funcao objectivo num conjunto finito de pontos e, em funcao disso, determina em que novos
pontos a funcao deve ser avaliada. Num método de procura directa nao existe nenhuma
tentativa, implicita ou explicita, de aproximar o valor das derivadas ou de construir modelos
sub-rogados para a funcao objectivo. Um método de procura directa pode ser aplicavel
mesmo numa situagao em que os valores da funcao sao desconhecidos, desde que seja possivel
comparar os seus valores em termos de uma relacao de ordem total.

A primeira referéncia a um algoritmo de procura directa respeita a um relatério técnico de
Fermi e Metropolis [40], publicado em 1952. No entanto, apesar dos primeiros algoritmos de
procura directa terem sido propostos nas décadas de 50 e 60, com, por exemplo, os trabalhos
de Box [16] e Spendley, Hext e Himsworth [86], o seu desenvolvimento foi justificado apenas
com recurso a intuicao geométrica. Este desenvolvimento heuristico motivou, aparentemente,
um certo desinteresse da comunidade de optimizagao numérica por esta area, nao obstante
o seu uso continuado em aplicagoes praticas, motivado pelos bons resultados alcancados.
E apenas na década de 90, com a tese de doutoramento de Torczon [88] e os trabalhos
subsequentes (ver [36, 89, 90]), onde sao apresentadas teorias de convergéncia global para
alguns métodos de procura directa, que surge um interesse renovado da comunidade de
optimizagao por esta classe de algoritmos.

Entre os métodos de procura directa destacam-se aqueles em que a amostragem da funcao

objectivo é guiada por conjuntos de direcgoes com propriedades de descida adequadas, de que
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é exemplo a procura em padrao, e os que limitam esta amostragem a vértices de conjuntos de
n + 1 pontos independentes afim (conjuntos simplécticos). A classe dos métodos de procura
directa comporta, assim, duas subclasses: a procura directa direccional e a procura directa
simpléctica.

O algoritmo de OSD mais citado na literatura é um dos métodos de procura directa
simpléctica: o algoritmo de Nelder e Mead [79]. Este método baseia-se na ideia inicialmente
proposta por Spendley, Hext e Himsworth [86] de construir um ‘padrao evolutivo’ de conjun-
tos simplécticos. Em cada iteracao, é formado um novo conjunto simpléctico por reflexao do
anterior, de modo a afastar-se do vértice correspondente ao valor mais elevado da funcao ob-
jectivo. No caso em que o vértice reflectido é ainda o pior vértice, entao repete-se a reflexao,
agora numa tentativa de melhorar o segundo pior vértice do conjunto simpléctico. Sao ainda
permitidas contracgoes do conjunto simpléctico na direcgao do vértice com o menor valor da
funcao, quando as operagoes de reflexao identificam a vizinhanca de um minimizante local.
Qualquer uma destas operagoes preserva os angulos do conjunto simpléctico, pelo que a sua
‘forma’ nunca ¢é alterada no decurso do algoritmo. A contribuigao de Nelder e Mead [79] con-
sistiu em melhorar a procura, ao permitir deformacoes da forma dos conjuntos simplécticos
para que esta se adapte a curvatura da fungao objectivo.

Nos métodos de procura directa direccional incluem-se os métodos de procura em padrao,
que analisaremos em detalhe no Capitulo 3. Incluem-se, ainda, algoritmos que adaptam, em
cada iteracao, o conjunto de direccoes de procura a funcao. Como exemplos, podemos
referir o algoritmo de Rosenbrock [85] e mais recentemente os de Coope e Price [27] e de
Frimannslund e Steihaug [45]. Neste tipo de algoritmos, o conjunto de direc¢oes que definem
o conjunto de amostragem sofre uma rotacao em cada iteracao por forma a incorporar a
informagcao adquirida acerca da funcao objectivo nas iteracoes anteriores.

Em suma, um algoritmo de procura directa nao utiliza qualquer forma implicita ou
explicita de derivadas da funcao objectivo, nem considera qualquer tipo de modelo para a sua
representacao. A optimizacao recorre apenas a comparacao de valores da funcao objectivo
em conjuntos de pontos adequados. Uma revisao mais completa desta classe de métodos
encontra-se nos trabalhos de Wright [94], de Lewis, Torczon e Trosset [67], ou de Kolda,

Lewis, e Torczon [58] e, mais recentemente, no livro de Conn, Scheinberg e Vicente [24].

2.4.2 Métodos de procura unidireccional

Os algoritmos pertencentes a esta classe simulam o comportamento dos métodos cléssicos
de procura unidireccional baseados em derivadas. O facto da informacao sobre o gradiente

nao estar disponivel introduz algumas dificuldades adicionais:
e a partida, nao é possivel calcular direcgoes de descida, nem avaliar a qualidade de uma
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direccao enquanto direccao de descida;

e condigoes de decréscimo suficiente, para garantir comprimentos de passo adequados,

podem nao ser bem sucedidas.

Uma das estratégias adoptadas para superar a primeira dificuldade consiste em explo-
rar, numa dada iteracao, um conjunto de direcgoes, em detrimento de uma tnica direcgao.
As direcgoes consideradas devem, em principio, gerar R" linearmente. No caso do método
proposto por Powell [81], as n + 1 direcgoes sao calculadas de forma a serem também con-
jugadas entre si. Em cada passo deste método sao feitas n + 1 procuras unidireccionais, as
primeiras n num conjunto de direccoes linearmente independentes. A tltima procura unidi-
reccional é feita usando a direccao definida pelo ponto resultante das n primeiras procuras
e o ponto considerado no inicio do passo. No fim do passo, uma das n direcgoes linearmente
independentes é substituida por esta tultima direccao.

Grippo, Lampariello e Lucidi [51] consideraram conjuntos de direcgoes linearmente in-
dependentes e os seus simétricos, a semelhanca do uso das bases positivas nos métodos de
procura directa direccional que descreveremos em pormenor no Capitulo 3. Estes autores
utilizam condigoes de decréscimo suficiente somente baseadas nos valores da funcao objectivo.

A introducao, num contexto de procura directa, de uma condicao de decréscimo suficiente
foi primeiro proposta por Yu [95], em 1979. Esta ideia foi posteriormente generalizada
por De Leone, Gaudioso e Grippo [33] aos métodos de procura unidireccional em OSD e
usada nos trabalhos de Grippo, Lampariello e Lucidi [51], Lucidi e Sciandrone [69] e Garcia-
-Palomares e Rodriguez [46]. Uma condigdo de decréscimo suficiente foi também utilizada
por Diniz-Ehrhardt, Martinez e Raydan [37] num algoritmo de procura unidireccional para
OSD, considerando uma estratégia de procura nao monotona.

Na classe dos métodos de procura unidireccional para OSD incluem-se, ainda, o algo-
ritmo de filtro implicito, proposto originalmente por Kelley et al. [15, 93] num contexto de
optimizacgao de funcoes sujeitas a ruido. A optimizacao é feita com recurso a procura unidi-
reccional, usando um gradiente simpléctico como direccao de pesquisa. A terminologia filtro
implicito representa a capacidade que este método tem de ‘filtrar’ o ruido numérico presente
nas funcgoes, devido a forma como sao construidos os gradientes simplécticos. No Capitulo 4
serd feito um estudo aprofundado do enquadramento algoritmico proposto para este método

por Conn, Scheinberg e Vicente [24].

2.4.3 Métodos de regioes de confianca

A ideia subjacente a esta classe de métodos consiste na aproximacao da funcao objectivo,
para efeitos de minimizacao, por um modelo véalido dentro de uma dada regiao de interesse.

Este modelo é progressivamente enriquecido e actualizado sempre que a funcao objectivo
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é calculada num novo ponto. Existem varias técnicas para construir modelos, de entre as
quais se destacam a interpolagao e regressao polinomiais multivariadas.

Entre os métodos de regices de confianca para OSD, os algoritmos que apresentam pro-
priedades de convergéncia global sao, justamente, os baseados em interpolacao e regressao
polinomiais, de que sao pioneiros os trabalhos de Winfield [92], de Powell [82] e de Conn
e Toint [21]. No entanto, foi o trabalho de Conn, Scheinberg e Toint [22] que formalizou
e sistematizou esta classe de algoritmos. Recentemente, Conn, Scheinberg e Vicente [25]
apresentaram resultados de convergéncia de segunda ordem para esta classe de métodos.

Os valores disponiveis para a funcao objectivo sao usados para calcular um polinémio
interpolador (linear ou quadrético), que pode ser um modelo de regressao (quando o nimero
de pontos é superior ao ntimero de termos do polinémio) ou um modelo subdeterminado
(quando o cendrio oposto ocorre). Este modelo polinomial supoe-se ‘valido’ numa vizinhanga
da iterada corrente, entendida como uma regiao de confianca (ver Conn, Gould e Toint [20]).
O modelo é convenientemente actualizado em fungao da informagao que vai sendo adquirida
acerca da fungao objectivo. O algoritmo de regiao de confianga toma como nova iterada a
solugao da minimizagao do modelo polinomial na regiao de confianca.

Autores diferentes utilizam bases polinomiais distintas na construcao dos modelos.
Powell [82] utiliza polinémios de Lagrange, enquanto que Conn e Toint [21] preferem o uso
de polinémios de Newton. Uma componente essencial a ambos os algoritmos passa pelo con-
trolo da geometria dos conjuntos de pontos que sao usados na construcao dos modelos. Esta
geometria deve ser adequada, no sentido em que o problema de interpolacao nao deve estar
mal-definido. Conn, Scheinberg e Vicente [26] introduziram a nogao de equilibrio-A (com
A > 0) para medir a qualidade dos conjuntos de amostragem, propondo ainda algoritmos

para construir ou manter conjuntos de pontos com este tipo de equilibrio.

2.5 Algumas consideracoes sobre eficiéncia

Os métodos de procura directa sao faceis de implementar e de paralelizar e, além disso,
apresentam alguma flexibilidade na forma como se podem adaptar a diferentes situacoes
e formulacoes. Contudo, sao métodos relativamente lentos. O valor da funcao objectivo
decresce muito rapidamente nas primeiras iteragoes do algoritmo, mas a convergéncia é
muito lenta. As curvas que representam a evolucao do valor da funcao objectivo em funcao
do nimero de avaliagoes exibem, tipicamente, um formato em L, de que é exemplo a curva
representada na Figura 2.2. Este comportamento numérico é tipico de outros métodos para
OSD, sendo mais atenuado nos métodos que exploram informacao acerca da curvatura da
funcdo (como é o caso dos métodos de regides de confiancga).

Comparativamente com um algoritmo de OSD baseado em regioes de confianga, o qual

32



Problema bdqrtic (dim = 10)

1,60E+03
1,40E+03 -
o 1,20E+03 -
i\
£ 1,00E+03 -
2
« 8,00E+02
T

S 6,00E+02
4,00E+02 |
2,00E+02 |
0,00E+00

Va

TITTTT T T T T T T I T T T T T eI T T T T T T T T TT T TTITTITTTT
— © © 1 O 00 O O ~ — N NN 0O O M N I ©
© I O © O I —~ © AN N M © M O ¥ 0 I
N N ™ < 5 0 0N © © N~ N~ 0O ©
Numero de calculos da funcéao objectivo

~— [sp) (o]

Figura 2.2: Minimizagao de uma fungao recorrendo a um método de procura em padrao.

‘ problema ‘ dimensao ‘ Procura Directa ‘ Regioes de Confianca ‘

bdqrtic 20 4120 7426
integreq 20 4244 1389
penalty?2 10 496275 1418
srosenbr 20 649621 25011

tridia 20 6635 2071

vardim 10 86316 2626

Tabela 2.1: Comparacao entre o niimero de avaliacoes da funcao objectivo num método de procura
directa e num algoritmo baseado em regides de confianca para OSD.

aproxima localmente a func¢ao objectivo recorrendo a modelos polinomiais (suaves), os méto-
dos de procura directa nao exploram a curvatura da funcao de forma adequada, o que se
traduz num numero de calculos excessivo, como ilustram os resultados presentes na Ta-
bela 2.1. No entanto, os algoritmos de procura directa, e em particular a procura directa
direccional, apresentam caracteristicas que os tornam atraentes em Optimizacao Nao Suave.

A ja referida ineficiéncia traduz-se, ainda, na dificuldade da utilizacdo dos métodos de
procura directa na resolucao de problemas de OSD com dimensao elevada. Uma possibilidade
consiste em explorar a estrutura do problema, como sugerem Price e Toint [83], & semelhanga
do que é feito no caso dos métodos de regides de confianga para OSD (ver Colson e Toint [19]).
Contudo, o que viabiliza o uso de métodos de procura directa em problemas de OSD de

grande dimensao (ou seja, com um nimero de varidveis na ordem das centenas) é o facto de
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alguns dos algoritmos desta classe serem facilmente paralelizaveis. Entre estes, destacam-se
a procura em padrao paralela nao sincronizada, proposta em Hough, Kolda e Torczon [56] e
a procura multidireccional, proposta em Dennis e Torczon [36].

A anélise das taxas de convergéncia local dos algoritmos é menos adequada no contexto
da OSD. Em muitos dos casos, os utilizadores ficam satisfeitos com simples melhorias do
valor previamente conhecido para o problema. Frequentemente, o objectivo é apenas obter
alguns digitos correctos, dada a imprecisao dos valores calculados para a fungao ou tendo em
vista a aplicacao pratica dos resultados. Ainda assim, e no ambito da procura em padrao,
foi realizado um estudo sobre a convergéncia local desta classe de algoritmos, concluindo-se
que, na melhor das hipdteses, a taxa de convergéncia local sera r-linear (ver Dolan, Lewis e
Torczon [38]).
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Capitulo 3

Métodos de procura directa

direccional globalmente convergentes

Conforme o que foi descrito na Subsec¢ao 2.4.1, um algoritmo de procura directa direccional
progride por amostragem do valor da fungao objectivo em conjuntos de pontos com pro-
priedades adequadas. Tal significa que, independentemente do conhecimento do gradiente
na iterada corrente do algoritmo, o conjunto de pontos considerado devera definir uma
direcgao de descida (ou seja, uma direc¢ao que forme um angulo inferior a 90° com o vector
simétrico do gradiente). Como veremos na Secgao 3.1, uma forma de satisfazer esta condigao
consiste em definir os conjuntos de amostragem recorrendo a conjuntos geradores positivos
ou a bases positivas.

Estes conjuntos geradores positivos sao uma componente essencial no delineamento dos
algoritmos de procura directa direccional descritos na Sec¢ao 3.2. Apesar das interessan-
tes propriedades de convergéncia, esta classe de algoritmos apresenta algumas limitacoes
préticas, resultantes de explorar um nimero finito de direcgoes (os vectores pertencentes aos
conjuntos geradores positivos considerados). Foi esta a principal motivagao que conduziu ao
desenvolvimento do método de procura directa com grelha adaptavel, que serda descrito na

Seccao 3.3.

3.1 Conjuntos geradores positivos e bases positivas

A teoria da dependéncia linear positiva foi estabelecida por Davis [32]. Contudo, o uso de
conjuntos geradores positivos em procura directa apenas surge com o trabalho de Yu [95].
Torczon [90] estabeleceu a primeira andlise de convergéncia global de um método de procura
em padrao. No entanto, o conjunto de direc¢oes consideradas pelo algoritmo consistia nas
direcgoes coordenadas, {ey,...,e,,—€1,...,—e,}, onde e; representa a i-ésima coluna da

matriz identidade. Foi mais tarde, no decurso da andlise do trabalho de Yu [95], que Lewis e
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Torczon [63] se aperceberam da utilidade que as bases positivas tém na procura em padréao,

ao permitirem generalizar o conjunto de direc¢oes consideradas pelos algoritmos desta classe.

3.1.1 Definicao e propriedades

O conjunto gerado positivamente pelos vectores dy, ..., d, de R™ é o cone convexo
{deR":d=odi+- -+ a,dp,0; >0,i=1,...,r}.

Em rigor, dever-se-ia ter designado este conjunto como o conjunto gerado nao negativamente
pelos vectores di,...,d,. No entanto, optdmos por manter a terminologia adoptada em
Davis [32] e seguida por Lewis e Torczon [63]. Um conjunto gerador positivo para R" é um
conjunto de vectores que gera positivamente R™. No que se segue, r € N assume os valores
permitidos pelo contexto.

Um conjunto de vectores {dy, ..., d,} diz-se positivamente dependente se pelo menos um
dos d; pertencer ao conjunto gerado positivamente pelos restantes vectores {ds, ..., d.}\{d;},
ou seja, se pelo menos um dos vectores puder escrever-se como combinacao linear positiva
(entenda-se nao negativa) dos restantes vectores do conjunto. Caso contrario, o conjunto

dir-se-a positivamente independente.

Proposigao 3.1.1. (Davis [32]) Seja {di,...,d,} um conjunto de vectores nio nulos que

gera linearmente R™. As propriedades sequintes sao equivalentes:
1. {dy,...,d.} gera positivamente R™.

2. —d; pertence ao conjunto gerado positivamente pelos restantes vectores, para todo o
ie{l,...,r}.

3. Existem escalares reais estritamente positivos, aq, . .., ., tais que

Oéldl—i-"'—'—OérdT:O.

Da equivaléncia entre (1) e (2) na Proposigao 3.1.1 facilmente se deduz o corolério se-
guinte, que permite concluir que a cardinalidade minima de um conjunto gerador positivo

para R™ é n + 1.

Corolario 3.1.1. Se {d,...,d,.} gera positivamente R", entao um qualquer seu subconjunto

com r — 1 elementos gera linearmente R™.

Um conjunto gerador positivo para R", positivamente independente, diz-se uma base

positiva para R™. De forma equivalente, uma base positiva para R™ é um conjunto de
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vectores que gera positivamente R™ e tal que nenhum seu subconjunto préprio apresenta a
mesma propriedade (ver Davis [32]).

Uma base positiva para R" com cardinalidade n+ 1 diz-se uma base positiva minimal. O
nimero maximo de elementos de uma base positiva para R™ é 2n (ver Davis [32]), designando-
-se esta base por maximal.

O préximo teorema (novamente, ver Davis [32]) estabelece a propriedade que justifica a
utilizagao de conjuntos geradores positivos e de bases positivas como direcgoes de amostragem

em métodos de procura directa direccional.

Proposicao 3.1.2. O conjunto {di,...,d.} gera positivamente R" se e sd se para qualquer

vector v # 0 em R™ € possivel encontrari € {1,...,r} tal que v'd; > 0.

Em termos praticos, se tivermos uma fungao continuamente diferencidvel numa vizi-
nhanca de um ponto x, a Proposicao 3.1.2 garante que, se explorarmos os vectores perten-
centes a um conjunto gerador positivo para R", encontraremos um vector d; pertencente ao
conjunto tal que —V f(x)"d; > 0. Isto significa que, quando Vf(z) # 0, todo o conjunto

gerador positivo para R™ apresenta pelo menos uma direccao de descida.

3.1.2 Construcao de bases positivas

A Proposi¢ao 3.1.2 permite-nos justificar que as colunas de [I — I| e [—e I] constituem
exemplos de conjuntos geradores positivos para R™. Nesta notacao, I representa a matriz
identidade de ordem n e e o vector [1---1]T. Se retirarmos um vector a [[ — I] ou a
[—e I] deixamos de ter um conjunto gerador positivo para R™ (igualmente comprovado pela
Proposigao 3.1.2). Desta forma, [I — I] e [—e I] sdo exemplos, respectivamente, de uma
base positiva maximal e minimal para R".

No que se segue é conveniente supor que [d; - --d,| representa, ndao s6 a matriz com r
colunas dy, ..., d,, mas, também, o conjunto dos r vectores {di,...,d.}, de acordo com o
contexto. O resultado seguinte, estabelecido em Lewis e Torczon [63], sugere um procedi-

mento simples para gerar bases positivas.

Proposicao 3.1.3. Seja [d; - --d,| uma base positiva para R™ e consideremos uma matriz

ndo singular C' € R™™. Entdo C[d; ---d,] é, também, uma base positiva para R™.

A aplicagao deste resultado as bases positivas [I — I] e [—e I] permite-nos estabelecer

um corolario conhecido, apresentado a seguir.

Corolario 3.1.2. Seja C = [c1 - -¢,] € R™™ wma matriz ndo singular. Entao [C — C] e

[=>"5-1¢; C] sao bases positivas para R".
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Mais geralmente, dada uma base linear para R™ é sempre possivel gerar uma base positiva

com 7 elementos, em que n + 1 < r < 2n.

Proposigao 3.1.4. Seja C' = [c1---¢,] € R™™ wma matriz nao singular. Consideremos
n+1<r < 2n e sejaJ um subconjunto dos indices das colunas de C' com 2n — r + 1

elementos. Entao o conjunto

D:{cl,...,cn}U{—ch}U{—cj:jE{l,...,n}\J}

jed
¢ uma base positiva para R™ com r elementos, incluindo as colunas de C'.

Demonstracao. E evidente que todas as colunas da matriz C' figuram entre os r elementos
do conjunto D. Recorrendo a Proposicao 3.1.1, para garantir que D gera positivamente
R™ basta-nos mostrar que —d pertence ao conjunto gerado positivamente pelos restantes

elementos de D, para cada vector d € D.

Sed==c¢;, comi ¢ Joud=— ZjEJ c¢; entao o resultado é imediato. Suponhamos que
d = ¢;, com i € J. Entao
—d: —C; :—ZC]'“— Z Cj
jeJ jed i

é uma combinacao linear positiva dos restantes vectores de D.

Suponhamos, agora, que um dos vectores, designado por d, do conjunto gerador posi-
tivo D se pode escrever como combinagao linear positiva dos restantes elementos de D e mos-
tremos que chegamos a uma contradi¢ao. Nas igualdades seguintes aq, ..., i1, 81, -, Bn
supoem-se coeficientes nao negativos.

Consideremos d = ¢;, com i ¢ J, escrito como combinagao linear positiva dos restantes

elementos de D,

d=c; = Z QjCj + Qi <—ch> "‘Zﬂj(_cj)-

J=Lj# jed 2

Agrupando os coeficientes correspondentes a cada vector ¢; vem que

Y (g —an)ei+ Y (a5 = B)e; — (Bi+ De; = 0.

JjeJ J&Ji#i
Como {cy,...,c,} é um conjunto linearmente independente, uma vez que a matriz C' é nao
singular, temos que [3; = —1, o que é uma contradicao.
Analogamente, se d = ¢;, com i € J, se d = —¢;, com i ¢ Joud=—3 . ;c;, entdo o

vector d figuraria em ambos os membros da equacao que traduz a combinacao linear positiva,
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num dos membros com um coeficiente igual a 1. Como {cy, ..., c,} é uma base para R", tal
implicaria que pelo menos um dos coeficientes da combinacao linear positiva seria —1, o que

é uma contradicao. Conclui-se, assim, que D é uma base positiva para R". O

Alberto, Nogueira, Rocha e Vicente [6] propuseram a construgao de bases positivas mi-
nimais com angulos de igual amplitude entre os vectores que as constituem.

Consideremos uma base positiva para R" com n + 1 elementos, {b,...,b,41}. Se supu-
sermos que os n + 1 vectores estao normalizados e representarmos por a o angulo entre dois

vectores distintos, a condicao da existéncia de angulos uniformes traduz-se por
a=cos(a)=0b,b;,Vi,j € {1,....,n+1},i # j,

onde a # 1. Considerando b, ; = Z?:l Aib;, onde Aq, ..., )\, sdo escalares reais prova-se que

a:—l.
n

Logo, para construir a base positiva pretendida, basta-nos determinar os vectores by, . .., b,,

ou seja, determinar uma matriz B = [b; - - - b,] tal que BT B = A com

1 1
1 n n
1 1
4 a1 o
-1 _1 1
n n

A matriz A é definida positiva porque é uma matriz real simétrica, estritamente diago-
nalmente dominante e com entradas diagonais positivas. Desta forma, para determinar B
podemos recorrer & decomposicao de Cholesky A = LLT, onde L é uma matriz nao singular,
triangular inferior e com elementos diagonais positivos. A matriz B sera a transposta da

matriz L.

3.2 Algoritmos de procura directa direccional

De acordo com o que foi dito na Subseccao 2.4.1, embora os algoritmos de procura directa
direccional sejam usados sem suporte tedrico desde a década de 50, foi apenas no final dos
anos 90, com a tese de doutoramento de Torczon [88] e os trabalhos subsequentes [36, 89, 90],
que foi feita uma formalizagao para alguns dos algoritmos pertencentes a esta classe, nomea-
damente para os métodos de procura em padrao. Torczon [90] apresentou uma primeira
analise de convergéncia global para a classe dos métodos de procura em padrao, supondo
que a fun¢ao objectivo é continuamente diferenciavel, o que pode revelar-se uma hipdtese de-

masiado exigente em OSD. Com esta motivacao, Audet e Dennis [9] generalizaram, em 2002,

39



esta classe de algoritmos, analisando a sua convergéncia num contexto nao suave.

3.2.1 Descricao da classe de algoritmos

A descricao que faremos da classe dos métodos de procura directa direccional segue a es-
trutura proposta por Audet e Dennis [9], no contexto da procura em padrao generalizada.

Focaremos o caso sem restricoes
min f(z), onde f:R" — RU {+o0}.

Uma breve abordagem ao caso com restrigoes sera feita no Capitulo 8. A impossibilidade de
se calcular o valor da funcao objectivo nalguns pontos pertencentes ao respectivo dominio,
descrita na Secc¢ao 2.1, traduz-se na possibilidade da funcao assumir o valor +oc.

Um algoritmo de procura directa direccional gera uma sucessao de iteradas {x;} em R",
cuja correspondente sucessao dos valores da funcao objectivo {f(zx)} é nao crescente. Dado
o ponto xp, o processo de encontrar uma nova iterada ., divide-se em duas fases: um
passo de procura e um passo de sondagem.

O passo de procura é opcional e extremamente flexivel, nao intervindo de forma activa
na andalise de convergéncia global. A escolha dos pontos a avaliar é isenta de regras, podendo
ser incorporadas quaisquer estratégias de procura com o objectivo de reduzir o valor corrente
da fungao objectivo. Algumas possibilidades compreendem o recurso a heuristicas (ver Vaz
e Vicente [91]) ou a optimizacao sub-rogada da fungao objectivo (ver Booker et al. [14]). O
unico requisito que o passo de procura tem de satisfazer é ser um procedimento finito. No
entanto, podem ter de ser impostas algumas condi¢oes adicionais, dependendo da estratégia
de globalizacao considerada, conforme sera descrito na Subsecgao 3.2.3.

O segundo passo, o passo de sondagem, segue regras mais rigidas, uma vez que ird ga-
rantir a convergencia global do algoritmo. Este passo so é executado se o passo de procura
nao conseguiu melhorar o valor da funcao objectivo. Neste caso é considerada uma ‘vizi-
nhanga’ da iterada corrente, Vi, = V(xy), definida recorrendo a um conjunto de vectores que

constituem um conjunto gerador positivo, Dy, para R"
Vi, = {SL’k +apd:de Dk} (31)

O parametro «y representa o comprimento do passo e é actualizado em cada iteragao. O
passo de sondagem consiste numa pesquisa local, em torno da iterada corrente, testando os
pontos da vizinhanga descrita em (3.1), até que todos os pontos tenham sido avaliados ou
até que se encontre um ponto que permita melhorar o valor da funcao objectivo. Os vectores

pertencentes a Dj designam-se por direccoes de sondagem.
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Algoritmo de Procura Directa Direccional

Inicializacao
Escolher zy € R™ tal que f(xzg) < 400 e @0, Emin, Smaz € o tais que
Qo > O, 0< gmzn < gma:c <le SO € [gmin7§max]' Fazer k = 0.

Passo de Procura

Avaliar a funcao apenas num numero finito de pontos, com o objectivo
de identificar um ponto x que satisfaga f(x) < f(x). Se foi possivel
encontrar um ponto nas condigoes referidas, entao xy+1 = x, a iteragao é
declarada como um sucesso e o passo de sondagem nao é executado.

Passo de Sondagem

Escolher um conjunto gerador positivo Dy para R™ e avaliar a funcao
objectivo no conjunto de sondagem Vi = {xp + axd : d € Dy}
Logo que se encontre um ponto de sondagem xj + apdr € Vi tal que
flag + apdi) < f(xp), parar a sondagem, considerar xyy1 = xf + apdy
e declarar a iteracdo como bem sucedida. Caso contrario, declarar a
iteracao como um insucesso e considerar Tyi1 = Tj.

Actualizacao do comprimento do passo

Se a iteragao foi mal sucedida entdao apy1 = & oy, reduzindo-se o com-
primento do passo. Caso contrario, manter ou aumentar o comprimento
do passo. Escolher um novo factor, {41, para a reducao do comprimento
do passo tal que &1 € [Emin, Emaz)- Incrementar & em uma unidade e
regressar ao passo de procura.

Figura 3.1: A classe dos métodos de procura directa direccional.

No caso continuamente diferenciavel, o objectivo do passo de sondagem é, de acordo com
a Proposicao 3.1.2 e desde que z, nao seja um ponto estacionario, garantir um decréscimo
do valor da funcao objectivo para comprimentos de passo suficientemente pequenos. O passo
de procura possibilita uma pesquisa mais abrangente, o que influencia a qualidade do ponto

estacionario determinado pelo algoritmo.

Se em ambos os passos nao foi possivel melhorar o valor da funcao objectivo, entao
a iteracao ¢ declarada como um insucesso e o comprimento do passo é necessariamente
reduzido. Caso contrario, significa que foi possivel calcular um valor mais baixo para a
funcdo, o ponto correspondente é aceite como a nova iterada (zx11), a iteragao é declarada
com bem sucedida e o comprimento do passo pode ser aumentado ou mantido. A Figura 3.1

apresenta uma descricao esquematica de um algoritmo de procura directa direccional.

A descrigao deste algoritmo, bem como a dos restantes algoritmos incluidos nesta dis-
sertacao, é feita sem a inclusao de um critério de paragem. Desta forma geram-se sucessoes

de iteradas cuja convergéncia para um ponto estaciondrio pode ser analisada. Na pratica,
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podem ser implementadas diferentes condicoes que determinam o fim da execucao de um
c6digo baseado nestes algoritmos. Por exemplo, pode impor-se um nimero maximo de ava-
liagoes para a funcao objectivo ou um nimero maximo de iteragoes, embora um critério de
paragem natural consista no valor do comprimento do passo atingir um determinado valor
minimo.

Na estrutura proposta para os algoritmos pertencentes a procura directa direccional, o
passo de sondagem segue uma estratégia oportunista. Logo que o algoritmo identifique um
ponto que reduz o valor da fun¢ao objectivo, esse ponto é aceite como a nova iterada corrente
e as restantes direcgoes de sondagem nao sao exploradas. Algumas instancias de algoritmos
pertencentes a esta classe utilizam passos de sondagem completos, em que todas as direccoes
de sondagem sao obrigatoriamente testadas. Conforme veremos na Subseccao 3.2.4, esta
ultima estratégia, ao ser mais exigente, permite fortalecer os resultados de convergéncia

global que se provam para alguns dos métodos de procura directa direccional.

3.2.2 Hipodteses usadas na analise de convergéncia global

Tradicionalmente, a andalise de convergéncia global dos métodos de procura directa direccio-
nal supoe que todas as iteradas geradas pelo algoritmo pertencem a um conjunto compacto.
Uma vez que a sucessao dos valores da funcao correspondentes as iteradas geradas pelo

algoritmo, {f(xx)}, é ndo crescente, tal é garantido supondo que o conjunto
L(zo) = {z € R": f(x) < f(20)} (3.2)

é compacto. No entanto, alguns dos resultados que iremos mostrar apenas requerem que f
seja limitada inferiormente. Consideremos, entao, as hipdteses seguintes, a que recorreremos

sempre (ue Necessario.
Hipdtese 3.2.1. A funcao f é limitada inferiormente em L(xg) = {x € R" : f(x) < f(x0)}.
Hipdtese 3.2.2. O conjunto L(xg) = {x € R": f(x) < f(xo)} é compacto.

A andlise de convergéncia global que apresentamos é baseada nos trabalhos de Torc-
zon [90], Audet e Dennis [9] e Kolda, Lewis e Torczon [58]. Referimos, novamente, que por
convergéncia global entende-se a convergéncia para um ponto estacionario, independente-
mente do ponto inicial considerado pelo algoritmo. A andlise de convergéncia global dos
métodos de procura directa direccional divide-se em duas partes. Em primeiro lugar, é ne-
cessario garantir a existéncia de pelo menos uma subsucessao de comprimentos do passo
{ag }rex a satisfazer limgec o, = 0. A segunda parte da andlise de convergéncia global con-

siste em relacionar uma medida de estacionariedade (por exemplo, no caso continuamente
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diferenciavel, a norma do gradiente) com o comprimento do passo. Desta forma, garante-se

a convergencia de subsucessoes de pontos gerados pelo algoritmo para pontos estacionarios.

3.2.3 Descricao completa das estratégias de globalizacao

A semelhanca do que acontece nos métodos de optimizacao baseados em derivadas, a uti-
lizagao de uma direccao de descida (garantida na procura directa direccional pelo uso de
conjuntos geradores positivos na definigao das direcgdes de sondagem) nao é suficiente para
garantir a convergéncia de um algoritmo. Ha que impor comprimentos de passo adequados
relativamente ao decréscimo que é produzido no valor da funcao. De uma forma geral, exis-
tem dois tipos de estratégias para globalizar os algoritmos de procura directa direccional:
uma baseada na exigéncia de um decréscimo suficiente do valor da funcao objectivo em
iteradas com sucesso e outra baseada no uso de grelhas racionais a que devem pertencer os

pontos testados pelo algoritmo.

Decréscimo suficiente

No algoritmo descrito na Figura 3.1, um novo ponto z é aceite em substituicao da iterada
corrente, ., desde que f(x) < f(x). Ou seja, apenas é exigido um decréscimo simples do
valor da funcao objectivo. Suponhamos que esta condi¢ao é substituida por outra em que se
exige um decréscimo suficiente do valor da funcao objectivo, quando comparado com uma

funcao do comprimento do passo considerado:

fla) < flag) = plo). (3-3)

A funcao p(-) é, tipicamente, continua e nao decrescente, definida por
p:(0,400) — (0, +00), e satisfaz
t
lim & =0.

t—0+t
Um exemplo simples deste tipo de funcao é dado por p(a) = ca?, com ¢ > 0ep > 1.
O Teorema 3.2.1 estabelece a existéncia de uma subsucessao de comprimentos do passo
a convergir para zero, apenas exigindo que a funcao objectivo seja limitada inferiormente.
Optamos por incluir esta demonstragao para tornar auto-contida a andalise de convergéncia

global apresentada no Capitulo 7.

Teorema 3.2.1. Sob a Hipotese 3.2.1, um método de procura directa direccional que utiliza a
condi¢ao (3.3) para exigir decréscimo suficiente nas iteragoes com sucesso gera comprimentos
de passo tais que

liminf o, = 0.

k—+o00
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Demonstracao. Com o objectivo de chegar a uma contradi¢ao, suponhamos que

llir—l} ngof ay # 0.
Entao existe a, > 0 tal que ay > a,, qualquer que seja k. Uma vez que em cada iteracao
sem sucesso o factor para a actualizacao do comprimento do passo satisfaz & < e < 1,
o nuimero de iteragoes bem sucedidas é, obrigatoriamente, infinito. Como p(-) é uma funcao
nao decrescente, que satisfaz a propriedade adicional p(t) > 0 para t > 0, existe p, > 0 tal

que p(ag) > pla,) = p., qualquer que seja k. Assim, em cada iteracdo com sucesso

f(rg1) = fan) < —plag) < —pe <O0.

Atendendo a que nas iteragdes sem sucesso f(zp+1) — f(xr) = 0 podemos concluir que

f(zx) — —o0, o0 que contradiz a Hipdtese 3.2.1. a

Para estabelecer o Teorema 3.2.1 foi fundamental a existéncia do limite superior, &4z,
para o factor de actualizacao do comprimento do passo em iteragoes mal sucedidas. O
exemplo seguinte, retirado de Kolda, Lewis e Torczon [58], ilustra uma situagdo em que
nao é imposto o referido limite e, como consequéncia, nao existe nenhuma subsucessao de

comprimentos do passo a convergir para zero.

Considere-se xg = x, € argmin{ f(z) : x € R"}, pelo que toda a iteracao de um algoritmo

_ k43 k41
T k+2k+2 T

1). Em qualquer iteracao sem sucesso tem-se que agy1 = &rag. Logo, como

de procura directa direccional serda mal sucedida. Consideremos ay = 1 e seja &

k2+4k+3 c [ 3
k2+4k+4 4

. ~ ~ . k
todas as iteracoes sao mal sucedidas, ap, 1 = <Hi:0 @) ap. Mas,

ﬁg-— k+3k+1\ (k+2 k 42\ (31\  1k+3
S \k+2E+2) \k+1k+1) T\33/\22)  2k+2

Logo, limy_ 1o o = % # 0.

Grelhas racionais
Uma estratégia de globalizagao alternativa a imposigao de decréscimo suficiente consiste na
utilizagao de grelhas inteiras ou racionais. Os métodos de procura directa direccional que
usam este novo tipo de estratégia de globalizacao sao geralmente designados por métodos
de procura em padrao. Os resultados de convergéncia global para esta estratégia supoem as
condigoes enunciadas nos paragrafos seguintes.

Suponhamos que o comprimento do passo é actualizado de acordo com a Figura 3.2. No

algoritmo da Figura 3.1 a actualizacao do comprimento do passo em iteracoes sem sucesso
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Actualizacao do comprimento do passo em métodos de
procura em padrao

Na iteracao k£ = 0 de um algoritmo de procura directa direccional,
considerar 7 € Q com 7 > 1, Jyaz € No € Jimin € 2.

Se a iteracao foi bem sucedida, entao manter ou aumentar o
comprimento do passo oy = 79k ag, com ji € {0,1,2,. .. jmaz}-
Caso contrério, reduzir o comprimento do passo a1 = 77k o, com
Jr € {Jmins -, —2,—1}.

Figura 3.2: Actualizacao do comprimento do passo de forma a gerar grelhas racionais.

corresponde a &, = 9% | Epin = T € Eppaw = T L

Consideremos, agora, um algoritmo de procura directa direccional que nao efectue o
passo de procura. Num passo de sondagem de um método de procura directa direccional
sao testados os pontos correspondentes aos vectores de um conjunto gerador positivo. O uso
deste tipo de direcgoes, em conjunto com a estratégia para a actualizacao do comprimento
do passo descrita na Figura 3.2, implica que os métodos de procura directa direccional
gerem pontos pertencentes a grelhas, cujo espacamento dos elementos que as constituem
esta directamente relacionado com o comprimento do passo considerado. Esta propriedade
pode ser estendida a um qualquer método de procura directa direccional que incorpore um
passo de procura, desde que os pontos avaliados nesse passo pertencam a grelha considerada
pelo algoritmo na iteracao correspondente.

Em termos matematicos, uma grelha em torno da iterada corrente do algoritmo, xj, é

definida como

onde D é uma matriz n-por-|D|, cujas colunas correspondem aos vectores de um nimero fi-
nito de conjuntos geradores positivos. Numa estratégia de globalizagao por grelhas racionais,
os conjuntos geradores positivos, Dy, seleccionados pelo algoritmo de procura directa direc-
cional (ver a Figura 3.1), sao escolhidos entre os elementos de D. Supoe-se que nenhum Dj,
contém o vector nulo. A Figura 3.3 representa a grelha resultante de se considerar a base

positiva D = [I — I] com um comprimento do passo ay = 1.

Uma estratégia de globalizagao baseada em grelhas racionais obriga, ainda, a que cada
direccao d pertencente a D seja o produto de uma matriz geradora nao singular G € R™*"
por um vector de inteiros z € Z".

E facil provar (ver Audet e Dennis [9]) que os pontos da grelha (3.4) estao suficientemente

afastados entre si, no sentido em que dois pontos distintos distam entre si pelo menos uma
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Figura 3.3: Uma grelha resultante do uso de uma base positiva maximal.

quantidade da ordem de «.

Lema 3.2.1. Para qualquer inteiro k > 0,

. QO
min |u — vl > — .
il [l
O lema seguinte (Audet e Dennis [9]) mostra que a sucessao dos comprimentos do passo
¢é limitada superiormente, o que permite garantir a existéncia de subsucessoes dos compri-

mentos do passo convergentes.

Lema 3.2.2. Sob a Hipdtese 3.2.2, existe um inteiro positivo rpq. tal que o < ao7"™** para

qualquer k > 0.

O Teorema 3.2.2 estabelece um resultado analogo ao do Teorema 3.2.1, mas num contexto

de grelhas racionais.

Teorema 3.2.2. Sob a Hipotese 3.2.2, a sucessao dos comprimentos do passo gerada por um
método de procura directa direccional com uma estratégia de globalizacao baseada em grelhas
racionais satisfaz

llir_r)l ngof ap = 0.

3.2.4 Convergéncia global num contexto continuamente
diferenciavel

Estabelecida a existéncia de uma subsucessao de comprimentos do passo a convergir para

zero, torna-se possivel, sob determinadas hipdteses, provar a convergéncia para um ponto

estacionario. Comecemos por fazé-lo supondo que a fungao objectivo é continuamente dife-

rencidvel no conjunto L(x) definido pela expressao (3.2).

Hipétese 3.2.3. A funcao objectivo f € continuamente diferencidvel num aberto

contendo L(zg).
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A semelhanca do que ocorre nos métodos de optimizagao baseados em derivadas, é ne-
cessario garantir que as direcgoes consideradas pelo algoritmo nao se tornam, assimptotica-
mente, demasiado ortogonais ao vector gradiente. Nos métodos de procura directa direccio-
nal esta condicao pode assumir a forma de uma medida do coseno de um conjunto gerador
positivo.

A medida do coseno de um conjunto gerador positivo, k(Dy), foi introduzida por Kolda,

Lewis e Torczon [58] e ¢ definida como

v'd

min max '
vER™, v£0 deDy, d#0 ||d|| ||U||

K(Dk) =

A Proposigao 3.1.2 garante que a medida do coseno, k(Dy), de qualquer conjunto gerador

positivo, Dy, é estritamente positiva.

O proximo teorema permite estabelecer a convergéncia, sob a Hipotese 3.2.3, dos métodos
de procura directa direccional para pontos estacionarios. Este resultado sugere, ainda, um
critério de paragem para os algoritmos pertencentes a esta classe baseado no valor do compri-
mento do passo. A demonstragao (originalmente proposta em Kolda, Lewis e Torczon [58])
¢ incluida pois o tipo de anélise envolvida relaciona-se com alguns dos resultados originais

desta dissertacao, apresentados no Capitulo 7.

Teorema 3.2.3. Seja k uma iteracao sem sucesso de um método de procura directa di-
reccional. Sob a Hipdtese 3.2.3, suponhamos que o gradiente Vf € continuo a Lipschitz
num conjunto aberto e convexo contendo a iterada corrente e o conjunto de sondagem

Vi = {ar + apd : d € Dy}, com constante de Lipschitz dada por yvy > 0. Nestas condigoes,

tem-se ) ()
p O
Vf(x < —F dmax+ 5 3.5
1970 < 1 (7w dos + 220 5
ou ]
< T A N .
976 < =75 59

consoante se utilize, ou nao, uma condi¢ao de decréscimo suficiente no passo de sondagem
do algoritmo. A constante d,,q. > 0 representa um limite superior para a norma dos vectores

pertencentes a Dy,.

Demonstragao. Vamos demonstrar apenas a desigualdade (3.6). A demonstragao de (3.5)

segue 0s mesmos passos, entrando em considera¢ao com o termo relativo a fungao p(-).

Em qualquer iteragao sem sucesso, k,
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Uma vez que D; é um conjunto gerador positivo, existe dj € Dy tal que
~V () de > KDV (i)l [1dil]-
Aplicando o teorema do valor médio vem que
0 < flagp+ apdy) — f(zx)
= Oéka(l’k + Oéktkdk)Tdk, com t € (0, 1).
Se dividirmos ambos os lados da inequacao por «; e subtrairmos —V f (xk)Tdk obtemos
—Vf(l'k)Tdk S [Vf(l’k + Oéktkdk) — Vf(l’k)]Tdk
< apywylldel .

Entao,
K(Dp) IV f ()] < aryorlldell,
o que implica o resultado pretendido. O

Nota-se que no caso de ser considerada uma estratégia de globalizacao baseada numa

condicao de decréscimo suficiente do tipo (3.3) o resultado deste teorema passaria a ser

1
V@l < 5 (amfdm+ Cf:(jijn), (3.7)

onde d,,;, > 0 representa um limite inferior para a norma dos vectores em Dj,.

Assim, desde que a medida do coseno de todos os conjuntos geradores positivos consi-
derados pelo método de procura directa direccional seja suficientemente afastada de zero,
o teorema anterior, usado em conjunto com uma estratégia de globalizagao, garante a con-
vergéncia de uma subsucessao das iteradas geradas pelo algoritmo para um ponto estacionario

de primeira ordem. A demonstracio é, também, incluidal.

Teorema 3.2.4. Sob a Hipdotese 3.2.3, suponhamos que o gradiente Vf € continuo a Lips-
chitz num aberto contendo L(xy). Suponhamos, ainda, que as direc¢oes dos conjuntos
geradores positivos, considerados pelo método de procura directa direccional, sdo tais que
0 < dpin < ||di|| < dmaz, para todo o dy, € Dy, com dpn € dpmae independentes de k, e

que K(Dyg) > Kmin > 0, para todo o conjunto gerador positivo Dy. Supondo verdadeiras as

'Em bom rigor, para podermos aplicar o Teorema 3.2.3, o conjunto aberto mencionado no Teorema 3.2.4
deve conter os abertos referidos no Teorema 3.2.3, o que apenas é garantido para k suficientemente grande
(uma vez que o uso de uma estratégia de globalizagdo garante que «y, tende para zero).
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hipdteses e condigoes necessdrias a pelo menos uma das estratégias de globalizacdo (o que

inclui a Hipdtese 3.2.1 ou 8.2.2), conclui-se que
lim inf ||V ()| = 0.

Demonstracao. O uso de uma estratégia de globalizacao garante que liminfy . oy = 0.
Atendendo a forma como o comprimento do passo é actualizado, tal significa que existe uma
subsucessao de iteradas sem sucesso, com indices num conjunto K, tal que limyex gy = 0.
A imposicao de um limite inferior para o parametro de actualizacao do comprimento do passo
em iteragoes sem sucesso, &, > 0, permite concluir que, para k € K, a1 = Epar > Emnin -
Daqui facilmente se conclui que limgex o = 0, em que k& € K descreve indices de iteracoes

sem sucesso. O resultado pretendido obtém-se recorrendo ao Teorema 3.2.3. 0

Nota-se que se considerarmos um ntumero finito de conjuntos geradores positivos, como
acontece quando se utiliza uma estratégia de globalizagao baseada em grelhas racionais,
as condicoes relativas aos conjuntos geradores positivos, necessarias ao Teorema 3.2.4, sao
automaticamente satisfeitas.

Para estabelecer o Teorema 3.2.4 é fundamental a imposicao de um limite inferior estri-
tamente positivo, &,,;, > 0, para o parametro de actualizacao do comprimento do passo em
iteragoes sem sucesso. O exemplo seguinte, sugerido por Audet [7], ilustra uma situagdo em
que tal nao sucede, resultando na convergéncia de uma subsucessao gerada por um método
de procura directa direccional para um ponto nao estacionario.

Considere-se, em R, a minimizagao da fungdo f(z) = (z+1)?, recorrendo a um método de
procura directa direccional com uma estratégia de globalizacao baseada em grelhas racionais.

1

Seja g = 1, g = 3 e D = [1 —1]. Em cada iteracao com sucesso, k, actualize-se o

comprimento do passo, de forma a que a1 = 4. Se k é uma iteracao mal sucedida, entao
pr1 = 2_%_30%. Na Tabela 3.1 encontra-se um resumo das iteragoes do algoritmo.

A sucessao dos parametros de actualizacao do comprimento do passo para iteragoes sem
sucesso, {2_%‘3}, converge para zero. Como consequéncia, a sucessao de iteradas gerada
pelo algoritmo converge para zero, que nao ¢ um ponto estacionario da funcao.

O resultado de convergeéncia global estabelecido no Teorema 3.2.4 pode ser generalizado
de limite inferior a limite, desde que se consiga garantir que toda a sucessao de comprimentos
do passo converge para zero e que o valor da fungao objectivo correspondente a uma iteracao
bem sucedida nao excede o valor da funcao objectivo calculado no conjunto gerador positivo

considerado na mesma iteracao.
Hipétese 3.2.4. Suponhamos que:
e [im qualquer itera¢ao com sucesso, k, f(xpi1) < f(zg + apd),¥d € Dy,.
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|iteracao k | oy | o | & |

0 1 | 1/2] 8
1 12| 4 |1/16
2 1/2 | 1/4 | 16
3 14| 4 |1/32
1 1/4 | 1/8 | 32
5 18| 4 |1/64
6 1/8 | 1/16 | 64

Tabela 3.1: Resumo das iteragoes resultantes da aplicacao de um método de procura directa direc-
cional, sem limite inferior estritamente positivo para o parametro de actualizacao do comprimento
do passo em iteragoes sem sucesso.

e lim A = 0.
k—+4o00

Se optarmos por nao aumentar o comprimento do passo em todas as iteracdes com su-
cesso, entao, recorrendo aos Teoremas 3.2.1 ou 3.2.2, a segunda condicao ¢é trivialmente satis-
feita. Uma estratégia de globalizagao baseada na imposi¢ao de uma condicao de decréscimo
suficiente permite obter um resultado do mesmo tipo, existindo, neste caso, uma maior fle-
xibilidade na actualizacdo do comprimento do passo em iteragdes bem sucedidas (ver, por
exemplo, a Secgao 7.3). Para satisfazer a primeira condigao basta-nos nao efectuar o passo de

procura e substituir o passo de sondagem oportunista por um passo de sondagem completo.

Proposicao 3.2.1. Sob as Hipdteses 3.2.3 e 3.2.4, suponhamos que o gradiente Vf é
continuo a Lipschitz num conjunto aberto e convero contendo a iterada corrente e o con-
gunto de sondagem Vi, = {xp + ayd : d € Dy}. Suponhamos ainda que as direcgoes dos
conjuntos geradores positivos, consideradas pelo método de procura directa direccional, sao
tais que 0 < dpmin < ||di|| < dmaz, para todo o dy, € Dy, com dpn € dpae independentes
de k, e que K(Dy) > Kmin > 0, para todo o conjunto gerador positivo Dy. Entdo, um método
de procura directa direccional gera iteradas tais que, para qualquer n > 0, existem 6,0 > 0,

independentes de k, para os quais, quando ||V f(xzg)|| >n e oy < 0, se tem que

f(ar) < flan) — ooV ()]

O uso de um argumento semelhante ao introduzido por Thomas [87], no contexto dos
métodos de regices de confianca para optimizacao com derivadas, permite obter na forma

de limite o resultado do Teorema 3.2.4.

Teorema 3.2.5. Sob as Hipoteses 3.2.1, 3.2.3 e 3.2.4, suponhamos que o gradiente Vf ¢

continuo a Lipschitz num aberto contendo L(xy). Suponhamos, ainda, que as direc¢oes dos
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conjuntos geradores positivos considerados pelo método de procura directa direccional sao tais
que 0 < dpin < ||di|| < dimae, para todo o dy, € Dy, com dpipn € dpae independentes de k, que
K(Dg) > Emin > 0, para todo o conjunto gerador positivo Dy e que ||tps1 — zx|| < apdmas-
Entao

lim ||V f(a)] = 0.

k—+o00

A hipétese da continuidade a Lipschitz do gradiente V f permite simplificar a demons-
tracao dos resultados anteriores. No entanto, é possivel estabelecer resultados analogos

supondo apenas que f é continuamente diferencidvel num conjunto de interesse.

3.2.5 Convergéncia global num contexto nao suave

Supor que a fungao objectivo é continuamente diferenciavel pode ser demasiado exigente num
contexto de OSD. Esta foi uma das motivagoes que levaram Audet e Dennis [9] a estabelecer
uma analise de convergéncia para a classe dos métodos de procura em padrao sob hipoteses
nao suaves.

Nesta subsecc¢ao, adaptamos essa analise de convergéncia aos métodos de procura directa
direccional. Comecemos por introduzir o conceito de derivada direccional generalizada de

Clarke, definida para funcoes continuas a Lipschitz (ver Clarke [18]).

Definicao 3.2.1. Seja f continua a Lipschitz numa vizinhanca de x,. A derivada direccional

generalizada de Clarke da funcao f, calculada em x,, na direccio v € o limite

fly+tv) - fly)
t

f(xy;v) = limsup
Y — Tx

t10

Se a funcao f for decrescente ao longo da direccao v, a partir do ponto z,, entao
f°(z4;v) < 0. Assim sendo, um primeiro resultado de estacionariedade consiste em garantir
a existéncia de um ponto x, para o qual f°(z,;v) > 0,Vv € R™.

Uma funcao ¢ estritamente diferencidvel num ponto x, (segundo a defini¢ao de Clarke [18])
se for continua & Lipschitz numa vizinhanca de z, e existir um vector V f(z,) tal que

im LW TG GroTy wern,

y— 2 t
t10

A definigao de subsucessdo refinada, estabelecida por Audet e Dennis [9] no contexto da
procura em padrao, pode ser generalizada a qualquer algoritmo de procura directa direccional

que, em cada iteracao k, avalie a funcao objectivo num conjunto de sondagem da forma
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{zr + axd : d € Dy}, onde Dy, representa um conjunto gerador positivo e ay > 0 designa o
comprimento do passo.
Uma subsucessao {xy }rex de iteradas gerada por um método de procura directa direccio-

nal diz-se uma subsucessao refinada se as condicoes seguintes forem satisfeitas:

1. z} é uma iterada sem sucesso, ou seja, f(zx) < f(xp + apd), para todo o d € Dy (ou
f(zr) < fzp+ard)+ plag), para todo o d € Dy, no caso de ser imposta uma condigao

de decréscimo suficiente do tipo (3.3));

2. {ay }rex converge para zero.

A analise de convergéncia global, num contexto nao suave, comega por provar a existéncia

de subsucessoes refinadas convergentes (ver Audet e Dennis [9]).

Teorema 3.2.6. Sejam verdadeiras a Hipotese 3.2.2 e todas as hipoteses necessdrias a pelo
menos uma estratégia de globalizagao. Nestas condigoes, um método de procura directa

direccional gera pelo menos uma subsucessao refinada convergente.

Demonstracao. Considerando a forma como o comprimento do passo é actualizado em
iteracoes sem sucesso e a existéncia de &,,;, > 0, o uso de uma estratégia de globalizacao
garante, recorrendo a argumentos analogos aos utilizados na demonstracao do Teorema 3.2.4,
a existéncia de uma subsucessao de iteradas sem sucesso, {z }rex, tal que {ay }rex converge

para zero. A Hipétese 3.2.2 permite extrair de {xy }rex uma subsucessao convergente.  [J

O préximo teorema (ver Audet e Dennis [9]) da-nos um primeiro resultado indicativo de

estacionariedade num contexto nao suave.

Teorema 3.2.7. Seja verdadeira a Hipotese 3.2.2 e todas as hipdteses necessdarias a pelo
menos uma estratégia de globalizacao. Seja, ainda, x, o limite de uma subsucessao refinada
convergente. Suponhamos que f ¢ avaliada num niumero infinito de passos de sondagem
correspondentes a subsucessao refinada, utilizando a mesma direcgdo d. Se f for continua a

Lipschitz numa vizinhanga de x,, entao f°(z.;d) > 0.

Demonstragao. Seja {xy}rex uma subsucessao refinada convergente para x,. Como f é
continua a Lipschitz numa vizinhanga de z,, a derivada direccional generalizada de Clarke

estd bem definida em z,, pelo que, quando nao ¢é usado decréscimo suficiente,

[, + ogd) — f(l"k).

f°(zy;d) = limsup fly+td) ~ 1(y) > lim sup
P t kek Qg
t10
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O 1ltimo quociente
[y + oxd) — f(x)

A

(3.8)

é nao negativo, uma vez que xy é um elemento da subsucessao refinada e, como tal, uma
iterada sem sucesso. Logo, o seu limsup é nao negativo.
Se se utilizar decréscimo suficiente o quociente (3.8) pode ser escrito na forma
fog + apd) — f(ag) + plow)  plow)

Y

Ak Ak

e, pelas propriedades da fungao p(-), a conclusao é semelhante. O

A interpretagao deste resultado deve ser feita com algum cuidado, uma vez que o mesmo
nao implica que o ponto x, seja um ponto estacionario. Para que o fosse, seria necessario
que f°(z4;v) > 0 para todo o vector v € R™ e nao apenas para as direc¢oes de um conjunto
gerador positivo. O resultado estabelecido no Teorema 3.2.7 pode ser fortalecido, exigindo-se
uma maior suavidade da fungao objectivo e considerando, adicionalmente, a Hipdtese 3.2.5

em baixo.

Hipoétese 3.2.5. Em qualquer subsucessao refinada convergente, existe um conjunto gerador

positivo D' que € usado um nimero infinito de vezes.

Esta hipotese é trivialmente satisfeita no caso em que é usada uma estratégia de globa-
lizagao baseada em grelhas racionais (ver Audet e Dennis [9]), uma vez que, neste caso, se

supoe que D ¢é finito.

Corolario 3.2.1. Sejam verdadeiras as Hipoteses 3.2.2 e 3.2.5 e todas as hipdteses ne-
cessdarias a pelo menos uma estratégia de globalizagao. Seja x,. o limite de uma subsucessao

refinada convergente. Se f for estritamente diferencidvel em x, entao V f(x,) = 0.

Demonstragao. Uma vez que f é estritamente diferenciavel em x,, existe um vector V f(x,)
tal que f°(z.;v) = Vf(x,) v,Vo € R". Suponhamos que Vf(z,) # 0. Seja D’ o conjunto
gerador positivo que é usado um numero infinito de vezes na subsucessao refinada. Pelo
Teorema 3.2.7, para cada d € D', vem que V f(x,)"d > 0.

Consideremos v # 0,v € R™, um vector nao ortogonal a V f(x,). Como D’ é um conjunto
gerador positivo, o vector v pode escrever-se como combinacao linear positiva dos elementos
de D'. Desta forma, Vf(z,)"v > 0. Considerando, agora, —v e repetindo o raciocinio

obtemos —V f(x,) v > 0, pelo que se conclui que V f(z,) = 0. O

Abramson [2] analisou a convergéncia global para pontos estaciondrios de segunda ordem
dos métodos de procura em padrao (instancia particular de um método de procura directa

direccional, que utiliza uma estratégia de globalizagao baseada em grelhas racionais). Este
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autor provou que um método de procura em padrao nao pode gerar uma sucessao de iteradas
a convergir para um maximizante local estrito e que a convergéncia para um maximizante
local s6 ocorre em condigoes muito particulares, resultados que nao sao surpreendentes dadas
as caracteristicas direccionais dos métodos em causa.

Supondo que f é duas vezes continuamente diferencidvel e supondo, em cada iteracao,
que o conjunto gerador positivo considerado contém uma base ortonormada para R™ e os
seus simétricos, Abramson [2] prova, ainda, a existéncia de uma subsucessao de iteradas

convergente para um ponto que satisfaz a seguinte condicao
d"V?f(z,)d > 0,Vd € D,

em que D = [B — BJ], com B uma base ortonormada de R", e em que z, representa o
ponto limite da subsucessao. Nota-se que, sendo D # R", esta condigao nao é suficiente

para garantir estacionariedade de segunda ordem.

3.3 O método de procura directa com grelha adaptavel

Quando se pretende optimizar funcoes nao suaves, deve interpretar-se, com cuidado, os resul-
tados de convergéncia expostos nas Subsecgoes 3.2.4 e 3.2.5. Tome-se o exemplo apresentado

em Kolda, Lewis e Torczon [58] para uma variante da fungao de Dennis-Woods:

=o)L

As curvas de nivel correspondentes a esta funcao encontram-se representadas na Figura 3.4.

2 2

+

Y

Trata-se de uma funcao continua e estritamente convexa, mas cujo gradiente é descontinuo
ao longo da recta r; = z5. O minimo ¢ obtido no ponto [0,0]".

Consideremos a minimizacao desta funcao recorrendo a um método de procura directa
direccional com uma estratégia de globalizacao baseada em grelhas racionais, que utiliza
como direcgoes de sondagem Dy = [I — I]. Independentemente do ponto inicial considerado,
verifica-se ser frequente a convergéncia numérica do algoritmo para um ponto do tipo [a,a] ",
com a # 0. Em qualquer um destes pontos, o algoritmo de procura directa direccional é
incapaz de identificar uma direccao de descida. Esta ‘contradigao’ com os resultados de
convergéncia apresentados nas subseccoes anteriores é apenas aparente. De facto, conforme
ja foi referido, o Teorema 3.2.7 nao garante que o ponto z, seja estacionario.

O comportamento descrito resulta da finidade dos conjuntos de direc¢oes de sondagem

considerados, tipicamente, num método de procura directa direccional. Vimos que esta
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Figura 3.4: Minimizagao de uma variante da fun¢ao de Dennis-Woods por um método de procura
directa direccional.

condicao é essencial no caso do uso de uma estratégia de globalizacao baseada em grelhas
racionais. Quando a estratégia de globalizagao se baseia numa condicao de decréscimo sufi-
ciente, considerar apenas um conjunto finito de direcgoes de sondagem é uma forma pratica
de implementar a condi¢ao x(Dy) > k., > 0, para todo o k, a semelhanca do que é sugerido
por Kolda, Lewis e Torczon [60].

O desenvolvimento de um método que permita considerar um conjunto infinito de di-
reccoes de sondagem e que, simultaneamente, permita a resolugao de problemas com res-
trigoes gerais, e nao apenas lineares, como acontece com a procura directa direccional (ver
o Capitulo 8), constituiram a motivagao para Audet e Dennis [11] desenvolverem o método

de procura directa com grelha adaptavel, que passamos a descrever.

3.3.1 Uma descricao resumida do algoritmo

Embora o método de procura directa com grelha adaptavel permita a resolucao de problemas
de optimizacao com restrigoes, nesta subseccao abordaremos apenas o caso sem restrigoes,
adiando uma breve discussao das restrigoes para o Capitulo 8.

O método de procura directa com grelha adaptavel pode ser visto como uma instancia
do algoritmo descrito na Figura 3.1, com a particularidade da uniao de todos os conjuntos
de direccoes de sondagem considerados no decurso do processo de optimizacao ser, quase
certamente, um conjunto de direcgoes denso em R™. Um conjunto de direcgoes diz-se denso
em R" se o fecho do cone por si gerado (positivamente) for igual a R".

Quer no passo de procura, quer no passo de sondagem do algoritmo, a fungao objectivo
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¢é avaliada em pontos pertencentes a grelha
My = Uge, {z + Dz : z € NP1}, (3.9)

construida a partir de um conjunto gerador positivo para R", D, e envolvendo um parametro
de comprimento do passo, ai. O conjunto finito C} inclui todos os pontos para os quais a
funcao objectivo foi avaliada até ao inicio da iteracao k, garantindo-se, desta forma, que
todos os pontos visitados pelo algoritmo pertencem a grelha corrente. Cada direccao d € D
deve ser um produto Gz, onde G € R™"™ é uma matriz geradora nao singular e z € Z".
A definigao de grelha, traduzida na equacao (3.4), foi generalizada por Audet e Dennis [11]
usando a equagao (3.9), com o intuito de incluir mais pontos passiveis de avaliagdo no passo
de procura destes algoritmos.

O passo de procura é, em tudo, idéntico ao de um método de procura directa direccional
com uma estratégia de globalizacao baseada em grelhas racionais (i.e., um método de procura
em padrao). Este passo consiste num numero finito de avaliagdes da funcao objectivo na
grelha Mj, (agora dada por (3.9)), com o intuito de reduzir o valor da fungao objectivo. A
principal diferenga entre o método de procura directa com grelha adaptavel e um método
de procura em padrao reside na construcao do conjunto gerador positivo, Dy, a utilizar no
passo de sondagem, que deixa de estar incluido em D.

Na iteragao k de um método de procura directa com grelha adaptavel, a fungao objectivo

¢é avaliada no conjunto de sondagem
Vi, = {xp + apdy : dy € Dy} C My, (3.10)
onde D, é um conjunto gerador positivo cujos elementos dy € Dy, satisfazem:
e d;. pode ser escrito como uma combinagao inteira nao negativa das direcgoes de D;

e a distancia de x; a um ponto de sondagem =z + aidy tende para zero se e s6 se ay
tende para zero:

li dill = 0 <= li =0;
kler}lcakﬂ k| lim c, = 0;

e 0s limites de subsucessoes convergentes dos conjuntos normalizados Dy = {dy/||dk] :

dy € Dy} sao conjuntos geradores positivos para R™.

Se um dos passos de procura ou de sondagem for bem sucedido, entao a iterada corrente
passa a ser o ponto que reduz o valor da fungao objectivo, a iteracao diz-se bem sucedida e
o comprimento do passo, oy, € mantido ou mesmo aumentado. Caso contrario, a iteracao

diz-se sem sucesso, a iterada corrente ), é mantida e 4, é reduzido. As regras para expandir
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ou contrair a grelha, através da actualizacao do valor de «y, sao idénticas as de um método

de procura em padrao e estao descritas na Figura 3.2.

3.3.2 Analise de convergéncia global

Supondo verdadeira a Hipdtese 3.2.2 e recorrendo a argumentos semelhantes aos utilizados
nos métodos de procura directa direccional baseados em grelhas racionais, Audet e Den-
nis [11] garantem a existéncia de subsucessoes refinadas convergentes (ver o Teorema 3.2.6).
Este conceito é estendido as direccoes usadas pelo algoritmo, através da definicao de direccao

refinada.

Definicao 3.3.1. Seja z, o limite de uma subsucessdo refinada convergente, {xy}rex. Se
existir o limite limyc, ”Z—:”, com L C K ed, € Dy, entao este limite diz-se uma direc¢ao

refinada em .

Audet e Dennis [11] garantem, ainda, a existéncia de direcgoes refinadas. O préximo teo-
rema, semelhante ao Teorema 3.2.7 estabelecido para a procura directa direccional, consiste
num primeiro resultado de estacionariedade para o método de procura directa com grelha

adaptavel num contexto nao suave.

Teorema 3.3.1. Supondo verdadeira a Hipotese 3.2.2, seja f continua a Lipschitz numa
vizinhanga do limite, x,, de uma subsucessao refinada convergente. Se v é uma direc¢ao

refinada em x,, entio f°(x.;v) > 0.

Demonstragao. Seja {xy }rex uma subsucessao refinada convergente para z, e v = limge, ﬁ
uma direcgao refinada em z,, com £ C K e d, € Dy. Como a fungao f é continua a Lipschitz
numa vizinhanca de x,, as propriedades da derivada direccional generalizada de Clarke [18]

garantem que

. dg ) ) ( dy, )
(zy;v) = folaoglim—— | =lim f° |z, —— ).
flaiv) = f ( W) =\

Como {agl||dk||} converge para zero temos que

f ey + aglldillgdsy) — f (o) flan + apdy) — f(p)

°(xy;v) > limsup = lim sup > (.
Jlwew) = lns aulldel A
A ultima desigualdade resulta de x; ser uma iterada sem sucesso. O

O préximo teorema é uma consequéncia directa do Teorema 3.3.1 e estabelece a estacio-
nariedade dos pontos limite correspondentes a subsucessoes geradas pelo método de procura

directa com grelha adaptavel.
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Teorema 3.3.2. Supondo verdadeira a Hipotese 3.2.2, seja f continua a Lipschitz numa vi-
zinhanca do limite, x,, de uma subsucessao refinada convergente. Se o conjunto de direc¢oes

refinadas em x, for denso em R™ entao
f(zv) > 0,YVv € R™,

Na Subseccao 3.3.3 é descrita a implementacao LTMADS, proposta por Audet e Den-
nis [11], como forma de garantir, quase certamente, a geracao de um conjunto de direc¢oes
refinadas assimptoticamente denso em R”.

Abramson e Audet [3] provam resultados de convergéncia global para pontos estaciondrios
de segunda ordem, para pontos limite da sucessao de iteradas gerada por um método de
procura directa com grelha adaptavel. Como hipdtese, supoem que o conjunto de direc¢oes
refinadas, num ponto limite, x,, de uma subsucessao refinada convergente, é denso em R".
Nestas condicoes, provam também que se f for continuamente diferencidavel num aberto
contendo z,, duas vezes estritamente diferencidvel em x, e se V2f (z4) for nao singular,

entao x, é um minimizante local estrito.

3.3.3 A implementacao LTMADS

Para garantir um conjunto de direcgoes refinadas assimptoticamente denso em R"™, Audet e
Dennis [11] propuseram uma versao estocastica de um método de procura directa com grelha
adaptavel, que designaram por LTMADS (Lower Triangular Matriz based Mesh Adaptive
Direct Search).

Nesta estratégia, considera-se a matriz identidade como matriz geradora G = I,
D=1 —I,7=4,jf =1ouj =0ej, =—1. O valor inicial do comprimento do
passo é ag = 1 e a sua actualizacao é feita de acordo com:

&,
Op+1 = § 4ag, se k for uma iteracao com sucesso e qy < i,

se k for uma iteragao sem sucesso,

Q, caso contrario.

Daqui resulta que o comprimento do passo é sempre uma poténcia de 4 e nunca excede 1.
Em cada iteracao, é gerado um conjunto de direccoes a serem exploradas no passo de son-
dagem. Uma destas direcgoes é independente do contador de iteracao, dependendo somente
do valor de ay. A Figura 3.5 apresenta um procedimento para o calculo desta direccao,
designada por b(¢), onde ¢ é um inteiro tal que ¢ = —log,(cy). O vector b(¢) é um vector de
inteiros, com uma componente igual a +2¢ ou —2¢ e as restantes n — 1 componentes geradas

aleatoriamente, com igual probabilidade, no conjunto de inteiros {—2/+1, —=2°+2,...,2¢—1}.
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Geragao da direccao b(¢) para um dado inteiro /¢

Verificagao da existéncia de b({)
Se b(¢) ja foi calculado entao interromper este procedimento e utilizar o
vector determinado. Caso contrario, prosseguir para o passo seguinte.

Escolha do indice da componente de maior magnitude
Seja ¢ um inteiro uniformemente gerado no conjunto N = {1,...,n}.

Calculo de b(¢)

Seja b>(¢) igual a +2¢ ou —2¢, com igual probabilidade. Para i € N\ {i}
seja b;(£) um inteiro em {—2¢ 4+ 1,-2¢ +2,...,2¢ — 1}, escolhido com
igual probabilidade. Guardar b(¢).

Figura 3.5: Calculo, segundo a implementagao LTMADS, de uma direcgao apenas dependente do
comprimento do passo.

Esta direccao b({) é posteriormente combinada com n — 1 direcgoes geradas a partir de uma
matriz triangular inferior, constituindo uma matriz nao singular em R"*". A aplicacao do
Corolario 3.1.2 permite, posteriormente, obter uma base positiva para R".

Consideremos uma permutacao das linhas de uma matriz triangular inferior L em
RM=Dx(=1) A permutacdo tem como objectivo garantir que os zeros nao estdo concen-
trados na parte superior da matriz. Na posicao ?, com i resultante da geracao do vector
b(¢) (ver a Figura 3.5), insere-se uma linha de zeros, obtendo-se uma matriz de dimensao
n x (n —1). Acrescenta-se as colunas desta matriz o vector b(¢), que constituird a n-ésima
coluna. A matriz nao singular, necessaria a aplicacao do Corolario 3.1.2, é obtida por per-
mutacao das colunas desta ultima matriz. Neste caso, a permutacao tem o propédsito de
garantir que os elementos nulos estao dispersos pelas colunas da matriz. A Figura 3.6 mos-
tra esquematicamente o procedimento descrito.

Esta construcio garante que |det(B)| = |det(B')] = 2" e que b({) é uma coluna do
conjunto gerador positivo Djy. Audet, Custédio e Dennis [8] mostram que o procedimento
descrito gera conjuntos de direcgoes de sondagem que satisfazem a definicao de D, dada
a seguir a (3.10). Audet e Dennis [11] provam, ainda, que, quando o nimero de iteragoes
tende para infinito, a unido dos vectores b(¢) forma um conjunto de direcgdes denso em R™.
Provam também que, se a sucessao de iteradas geradas pelo algoritmo de procura directa
for convergente, entao o conjunto de direcgoes refinadas no ponto limite correspondente é,

quase certamente, denso em R".
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Calculo do conjunto gerador positivo Dy

Célculo de b(() e determinagéo de 7

Seja ¢ = —logy(ay). Calcular b(¢) e determinar i de acordo com o
procedimento descrito na Figura 3.5.

Construciao de uma matriz triangular inferior em R(~1)x(n—1)
Seja L e RO=Dx(=1) yma matriz triangular inferior, onde cada
elemento da diagonal é +2¢ ou —2¢, com igual probabilidade, e as
restantes componentes nao nulas sao uniformemente geradas em
{—2041,-2¢42,...,2 —1}.

Permutacao das linhas de L e completagao para uma base
linear para R"

Seja N = {1,...,n} e consideremos {pi,...,p,—1} uma permutagao
aleatéria do conjunto N\ {7 }. Sejam

B, ;=L;; parai,j=12,...,n—1,
ng:O paraj=1,2,...,n—1,
Bi,=0b;{) parai=1,2,...,n.

Permutacgao das colunas de B
Seja {q1, ..., q,} uma permutagao aleatéria do conjunto N. Consideremos
B,  =B;j, parai,j=1,...,n.

2,44

Completagcao para uma base positiva

Para obter uma base positiva minimal considerar Dy = [B’ d], com
- , .. . -
d; = — Zje ~nBi; Se se pretender uma base positiva maximal, entao

considerar Dy, = [B' — B'].

Figura 3.6: Célculo, de acordo com a implementagao LTMADS, dos conjuntos geradores positivos
a utilizar no passo de sondagem do algoritmo de procura directa com grelha adaptavel.
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Capitulo 4

Métodos de procura unidireccional
baseados em derivadas simplécticas

globalmente convergentes

Um algoritmo de procura unidireccional baseada em derivadas simplécticas explora uma
direccao definida recorrendo a este tipo de derivadas. Na Sec¢ao 4.1 faremos uma breve
abordagem ao calculo de derivadas simplécticas e a estimativa do seu erro, enquanto apro-
ximagoes das verdadeiras derivadas. Como exemplo de um método pertencente a esta classe
temos o algoritmo de filtro implicito de Bortz e Kelley [15]. Conn, Scheinberg e Vicente [24]
propuseram um enquadramento algoritmico para este método, que garante propriedades de
convergeéncia global para pontos estacionarios de primeira ordem. Este enquadramento sera

descrito e analisado na Seccao 4.2.

4.1 Derivadas simplécticas

O primeiro passo para o célculo de uma derivada simpléctica de uma funcao consiste na
seleccao de um conjunto de pontos de amostragem, para o qual seja conhecido o valor da
funcao. A qualidade da aproximacao e da estimativa do erro da aproximagcao depende direc-
tamente da geometria do conjunto de pontos utilizado no calculo. As derivadas simplécticas
de primeira ordem sao o objecto de estudo da Subseccao 4.1.1. Na Subsecc¢ao 4.1.3 sao feitas
algumas consideragoes sobre as propriedades geométricas que devem satisfazer os conjuntos
de amostragem. A Subseccao 4.1.2 respeita ao calculo de derivadas simplécticas a partir
de conjuntos de amostragem que nao dispoem de um ntmero de pontos adequado. Nesta

subseccao inclui-se o calculo de Hessianas simplécticas.
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Figura 4.1: Exemplos de conjuntos simplécticos de dimensao 1,2 e 3.

4.1.1 Definicao e erro dos gradientes simplécticos

Uma derivada simpléctica de primeira ordem designa-se por gradiente simpléctico. Para
calcular um gradiente simpléctico é necessario avaliar a funcao em causa num conjunto com
n + 1 pontos, independente afim. Seguimos a definicao de independéncia afim introduzida
por Rockafeller [84].

Definigao 4.1.1. Um conjunto de pontos {y°,y',...,y™} diz-se independente afim em R",

com m < n, se o conjunto de vectores {y* —4°, ..., y™ —y°} for linearmente independente.

O involucro convexo de um conjunto independente afim com m + 1 elementos designa-se
por um conjunto simpléctico de dimensao m. Os m + 1 pontos constituem os vértices do
conjunto simpléctico. Alguns exemplos deste tipo de conjuntos encontram-se representados

na Figura 4.1. E 6bvio que um conjunto simpléctico em R™ nao pode ter mais do que n + 1

pontos.

Consideremos uma funcao f e um conjunto simpléctico com vértices 3°,..., 3", para o
qual se conhecem os valores f(y°),..., f(y"). Uma vez que o conjunto {y°,y', ..., y"} é
independente afim, a matriz S = [y' —y°---y™ — y°] é ndo singular. Define-se o gradiente

simpléctico de f calculado em 3°, V, f(3°), como
Vo f(y°) = ST(f;9),

onde o(f;8) = [f(y") = f(y°) -+ fy") = F)T.

O gradiente simpléctico esta directamente relacionado com a interpolacao polinomial
multivariada. De facto, é facil provar que as componentes de um gradiente simpléctico
coincidem com os coeficientes do modelo linear m(y) = f(y°) + V. f(v°) " (y — y°), centrado
em 3° e que interpola f no conjunto {y*,... 3"}

Mifflin [75] e Choi e Kelley [17] utilizam, como alternativa a V,f(y°), gradientes simpléc-
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ticos centrados, calculados como

S=T(6(f;5) —o(f;—9))
5 :

onde §(f;=S) = [f(2° —y") = f(W°) - F(20° —y™) = F(WO)]T.

O erro associado a estes dois gradientes, enquanto aproximagoes do verdadeiro gradi-

VSCf(yO) =

ente V f(y"), foi quantificado por Kelley [57]. Supondo que o gradiente Vf ¢ continuo a

Lipschitz num aberto contendo {y°,y*,...,y"}, com constante de Lipschitz vy, > 0, prova-

(5)

-se, facilmente, que

IVf(y°) = Vs f @) < Vs

onde A = max;<;<p, Hyz - yOH-

4.1.2 Derivadas simplécticas nao determinadas

Na pratica, podemos ter um conjunto com g+ 1 # n+1 pontos para utilizar no calculo de um

gradiente simpléctico. A defini¢ao seguinte é adoptada por Conn, Scheinberg e Vicente [26].

Definigao 4.1.2. Consideremos um conjunto de pontos {y°, ..., y?} em R™ para os quais se
conhece o valor de f. Seja S = [y' —y°---y? — 4°. O conjunto diz-se equilibrado para a
construgdo de um gradiente simpléctico de f, calculado em y°, se a caracteristica da matriz

S € igual a min{n, q}.

As nogoes de conjunto independente afim e conjunto equilibrado coincidem quando ¢ < n.
A independéncia afim nao esta definida para ¢ > n.
Quando dispomos de um conjunto de pontos equilibrado, os gradientes simplécticos po-

dem ser interpretados como ‘solugoes’ do sistema
STV f(y°) =4(f:9),

onde S = [y' —y%---y? =yl e 6(f;9) = [f(y") = F(°) - f(y") — f(¥°)]". Quando ¢ < n
(caso subdeterminado), o sistema é indeterminado e pode ser calculada, por exemplo, uma
solu¢do de norma minima. Quando g > n (caso sobredeterminado) o sistema é impossivel
e pode ser calculada uma solucao no sentido dos minimos quadrados. A semelhanca do
caso determinado, estas duas formas de gradientes simplécticos (sub e sobredeterminados)
coincidem, respectivamente, com os gradientes dos respectivos modelos de interpolacao linear
de norma minima (se ¢ < m) ou de regressao linear pelo método dos minimos quadrados

(quando g > n).
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Em qualquer dos casos (determinado, subdeterminado ou sobredeterminado), um gradi-
ente simpléctico pode ser expresso como V,f(y°) = VXIUT§(f; 9)/A, onde UXVT é uma
decomposicao em valores singulares (na sua forma reduzida) de ST/A e A = max;<;<, ||y —
y°||. A divisao por A permite o escalonamento dos pontos no interior de uma bola unitdria
centrada em 3", evidenciando a ligacao entre a geometria do conjunto de pontos e a quali-
dade dos gradientes simplécticos como aproximacoes dos verdadeiros gradientes (ver o Teo-
rema 4.1.1).

Supondo que o gradiente Vf é continuo a Lipschitz, Conn, Scheinberg e Vicente [26,
23] estabeleceram limites para o erro dos gradientes simplécticos como aproximagoes do

verdadeiro gradiente da fung¢ao. O Teorema 4.1.1 resume os trés casos possiveis.

Teorema 4.1.1. Seja {y°,y', ..., y9} um conjunto equilibrado para o cdlculo de um gradiente
simpléctico em R™. Consideremos a menor bola (fechada), B(y°; A), centrada em 3°, que
contém o conjunto de amostragem, onde A = maxi<i<q||y" — ]|

Seja S = [yt —y° -+ y?—y°] e USV" uma decomposi¢io em valores singulares (na
sua forma reduzida) de ST /A. Suponhamos que o gradiente V f é continuo a Lipschitz num
aberto Q contendo B(y"; A), com constante de Lipschitz yg; > 0.

O erro do gradiente simpléctico de f, calculado em y°, como uma aprozimagdo de V f(y°),
satisfaz

~ 2% _
V976" - Vor Ol < (VA=) A, (11)
ondeV:I, seq>n, eV =V, seq<n.

Nota-se que a diferenca do erro é projectada no espaco nulo de ST/A. Se o ntimero de
pontos nao for suficiente (¢ < n), entdao nao ha qualquer garantia de qualidade na apro-
ximagao (uma vez que 1% # I). Ainda assim, os gradientes simplécticos subdeterminados
contém informacao relevante que pode ser de utilidade, particularmente se o nimero de
pontos do conjunto de amostragem for préximo de n + 1.

A nocao de gradiente simpléctico pode ser generalizada de modo a permitir o calculo de
derivadas simplécticas de ordem mais elevada (ver Conn, Scheinberg e Vicente [23]). Em

particular, para o calculo de uma Hessiana simpléctica considera-se o sistema

o)+ 5 ) THG — ") = F0) - f60), i=1p (42)

onde g € R" e H € R™" sdo as varidveis e H = H'. Se se pretender determinar todas as
componentes da matriz Hessiana, o conjunto de amostragem considerado devera ter p+1 =
(n + 1)(n + 2)/2 pontos. No entanto, podem considerar-se versoes indeterminadas deste
sistema. A semelhanca do que acontece no caso linear, o gradiente simpléctico g = V., f(3°)

e a Hessiana simpléctica H = V2f(y°) calculados a partir do sistema (4.2) coincidem com
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os coeficientes do modelo quadratico de interpolagao polinomial multivariada associado ao

conjunto de amostragem considerado.

4.1.3 Aspectos geométricos do conjunto de amostragem

A qualidade do limite superior do erro, expresso no Teorema 4.1.1, depende do tamanho da
constante /g3 [|X"||. Por sua vez, esta constante depende, essencialmente, da suavidade
inerente & fungao objectivo, expressa através da constante de Lipschitz vy, e de |||, que
reflecte a geometria do conjunto de amostragem. Assim, por forma a controlar a qualidade
dos gradientes simplécticos, é crucial monotorizar a geometria dos conjuntos de amostragem
considerados, ou seja, o valor de ||X71|.

Conn, Scheinberg e Vicente [26] introduziram a nogao de equilibrio-A (com A > 0) para
medir a qualidade dos conjuntos de amostragem. Propuseram, ainda, algoritmos para cons-
truir ou manter conjuntos de pontos em equilibrio-A. A nocao de equilibrio-A esta fortemente
relacionada com a interpolacao polinomial baseada em polinémios de Lagrange (ver Conn,
Scheinberg e Vicente [26, 23]). Se um conjunto de amostragem {y° y*,..., y?} estd em
equilibrio-A, entao prova-se que |27 é limitada por um multiplo de A. Reciprocamente,

se |[27Y| é limitada por uma constante A, entao o conjunto de pontos estd em equilibrio-A.

4.2 Algoritmos de procura unidireccional baseados

em derivadas simplécticas

As derivadas simplécticas, e em particular os gradientes simplécticos, sao utilizadas por
Kelley et al. [15, 93] como direc¢bes de procura nos algoritmos de filtro implicito. Um
algoritmo de filtro implicito pode ser interpretado como um método de procura unidireccional
que utiliza os gradientes simplécticos como aproximacoes dos verdadeiros gradientes. No
calculo destes gradientes, o incremento das diferencas é reduzido a medida que o algoritmo
progride. De acordo com estes autores, a ideia subjacente é a de que um incremento grande
torna o método insensivel a oscilagoes de baixa amplitude, embora de frequéncia elevada
na funcao objectivo. Desta forma, as oscilacoes serao filtradas, o que justifica a designacao
atribuida ao algoritmo. O algoritmo de filtro implicito pretende dar resposta a variagoes de
maior amplitude na funcao objectivo e evitar gerar iteradas que se aproximem demasiado de
minimizantes locais espurios (ver a Figura 2.1).

Conn, Scheinberg e Vicente [24] propuseram um enquadramento algoritmico para o filtro
implicito, sob o qual é garantida a convergéncia global para pontos estacionarios de primeira
ordem. A principal modificacdo passa pela forma como a utilizacao da estratégia de back-

tracking, usada para satisfazer uma condi¢ao de decréscimo suficiente, se relaciona com a
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qualidade dos gradientes simplécticos. A descricao algoritmica da Subseccao 4.2.1 baseia-se

neste enquadramento.

4.2.1 Descricao da classe de algoritmos

Na sua forma mais simples, um método de procura unidireccional baseado em derivadas
simplécticas é um método de descida maxima que recorre a gradientes simplécticos. O
algoritmo gera uma sucessao de iteradas, {z}}, cuja correspondente sucessao dos valores da
fungao objectivo, {f(zx)}, é decrescente.

Em cada iteracao, k, é construido um gradiente simpléctico a partir de um conjunto de
pontos equilibrado, {zy,y},...,y}}t, com Ay = maxi<i<, ||yl — zxl| € ¢ > n. A direcgao
simétrica do gradiente simpléctico é explorada numa estratégia de backtracking, com vista
a garantir uma redugao suficiente no valor da fungao objectivo. A sucessao {Aj} deverd
convergir para zero, garantindo-se a precisao dos gradientes simplécticos considerados (ver
o Teorema 4.1.1).

No que se segue, supoe-se que um limite para o erro do gradiente simpléctico, enquanto
aproximacao do verdadeiro gradiente, semelhante ao expresso na condigao (4.1), pode ser
obtido num numero finito de melhoramentos da geometria do conjunto de amostragem.
Por um melhoramento de geometria entende-se a substituicao de um ponto pertencente ao

conjunto de amostragem.

Hipétese 4.2.1. Para qualquer valor de Ay, > 0, a condi¢do
IVf(xr) = Vi f (@) < kAR, £>0 (4.3)

pode ser satisfeita apos um numero finito de melhoramentos da geometria do conjunto de

amostragem.

De acordo com o que foi referido na Subseccao 4.1.3, os algoritmos propostos em Conn,
Scheinberg e Vicente [26] podem ser utilizados nestes melhoramentos de geometria. Para
derivadas simplécticas de primeira ordem (gradientes simplécticos), os melhoramentos de
geometria sao relativamente elementares, podendo ser implementados das mais diversas for-
mas.

Na auséncia de informacao sobre o gradiente, as condigoes classicas de decréscimo sufi-
ciente (ver, por exemplo, Dennis e Schnabel [35] ou Nocedal e Wright [80]) sao substituidas

por uma condicao de decréscimo suficiente baseada no gradiente simpléctico,

f@rsr) = flae — aVif(zr)) < flan) — el Vof (2l (4.4)
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com 0 < ¢ < 1. De uma forma geral, o novo ponto sera do tipo =, — o, Vsf(xy), onde
o valor de «ay é seleccionado usando uma estratégia de backtracking, de modo a satisfazer
a condi¢do (4.4). Contudo, o algoritmo é suficientemente flexivel para aceitar um outro
ponto como iterada corrente, desde que este permita reduzir o valor conhecido para a funcao
objectivo.

A direccao simétrica do gradiente simpléctico pode nao ser uma direccao de descida, pelo
que a condicao de decréscimo suficiente (4.4) pode nao vir a ser satisfeita, por mais pequeno
que seja o valor de a.. Para evitar esta situacao, o valor de Ay é reduzido, por comparacao
com o valor de ||V f(zx)||, o que implica o melhoramento da geometria do conjunto de amos-
tragem e o calculo de um novo gradiente simpléctico. A procura unidireccional é retomada,
usando o novo gradiente simpléctico, mas a partir da iterada corrente do algoritmo (que
se mantém). A Figura 4.2 apresenta uma descri¢ao esquematica do algoritmo, baseada no

enquadramento proposto por Conn, Scheinberg e Vicente [24].

4.2.2 Analise de convergéncia global

Desde que z, nao seja um ponto estacionario, é sempre possivel melhorar a geometria do
conjunto de amostragem (num ntmero finito de passos) de forma a determinar um gradiente
simpléctico que verifique Ay, < &||Vsf(xy)||, com 0 < £ < 1. A demonstracao é retirada de
Conn, Scheinberg e Toint [22].

Lema 4.2.1. Seja f continuamente diferencidvel em R"™, com V f(xy) # 0. Suponhamos
verdadeira a Hipotese 4.2.1 e consideremos 0 < & < 1. Nestas condicoes, € finito o niumero
de reducoes de Ay, e de tentativas de melhoramento da geometria do conjunto de amostragem

utilizado no cdlculo de um gradiente simpléctico, de forma a que A < E[|Vsf(zr)]|-

Demonstragdo. Consideremos v € (0,1) e L > 0. Seja V f(z)® = V,f(x;). Calculemos
V. f(z1)® de forma a que a condigao (4.3) seja satisfeita com A;, = Lv (o que, de acordo com
a Hipotese 4.2.1, é possivel num niimero finito de tentativas de melhoramento da geometria
do conjunto de amostragem).

Se Ay = Lv < €|V f(xx)D|, entdo obtemos o resultado pretendido. Caso contrario,
calculemos V,f(z;)?® de forma a que a condicio (4.3) seja satisfeita com A, = Lv? e
repita-se o raciocinio, agora com A, = Lv < &||V,f(x)M || substituido por A, = Lv? <
||V f (21)@]|. Este procedimento termina apés um niimero finito de tentativas ou, entéo,
tem-se que ||V f(x) — Vof(2r) || < kLY, com &||V,f(z)?| < L/ para todo o i > 0.
Conclui-se, ao tomar o limite quando ¢ tende para +o00, que V f(z5) = 0, o que contradiz as

hipéteses do lema. O

O préximo lema (ver Conn, Scheinberg e Vicente [24]) estabelece que a estratégia de
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Algoritmo de Procura Unidireccional baseado em Gradientes
Simplécticos

Inicializagao

Escolher g € R"™ e um conjunto de amostragem equilibrado,
Sy = {xo,yé,...,yg}, com g > n. Considerar jnq.: € Ne 0 < g,¢ < 1.
Fazer k= 0.

Calculo de um gradiente simpléctico

Usando Sj, calcular um gradiente simpléctico Vf(xr) que satisfaca
Ap < ||Vsf(zp)|l, com Ay = maxi<i<q|ly, — zxl.  Considerar
Jactual = Jmaz € § = 1.

Procura unidireccional
Para ] = 07 17 - -« Jactual s

e Considerar a = 3. Avaliar f em z — aVf(xy).

e Se a condicao de decréscimo suficiente

flze —aVsf(zp) < f(ar) — cal| Vo f (i)

se verifica, entdao terminar o passo de procura unidireccional e con-
siderar oy = «.

Insucesso da procura unidireccional

Se o passo de procura unidireccional foi mal sucedido, entao dividir
¢ por dois e recalcular um gradiente simpléctico Vf(xg) tal que
A < &||Vsf(zy)|, eventualmente melhorando a geometria do conjunto
de amostragem Sy. Considerar juctual = Jactual + 1 € rEgressar ao passo
de procura unidireccional.

Actualizagcao da iterada corrente

Considerar x;11 € arg mingex, { f(xr — o Vsf(zr)), f(x)}, onde X, repre-
senta o conjunto de pontos em que f foi avaliada no decurso do céalculo
dos gradientes simplécticos. Formar Sj,q1 a partir de Si, retirando um
ponto e acrescentando xpy1. Incrementar k em uma unidade e regressar
ao passo onde é calculado um gradiente simpléctico.

Figura 4.2: Um método de procura unidireccional baseado em gradientes simplécticos.
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backtracking, usada para satisfazer a condi¢ao de decréscimo suficiente (4.4), estd bem defi-
nida. A demonstragao é omitida, sendo feita uma demonstragao semelhante no Capitulo 7
(ver o Lema 7.5.1).

Lema 4.2.2. Seja f uma funcao continuamente diferencidavel para a qual o gradiente Vf é
continuo a Lipschitz em R™ (com constante de Lipschitz vy > 0). Suponhamos verdadeira
a Hipétese 4.2.1 e que V f(xx) # 0. A condigdo de decréscimo suficiente (4.4) € satisfeita

para todos os « e ¢ tais que

2(l —c—
O<a<w
A
‘ 1
£ <—F,
KR

com K a constante do erro em (4.3).

Os dois lemas anteriores permitem garantir que oy, é limitado inferiormente por

2(1 —c—
oy >a= 2L=c= )8 (4.5)
I
com & um qualquer nimero tal que
- 1—-c
¢ < .
K

Este comportamento é relevante na demonstracao da convergencia global. Alids, ar-
gumentos analogos aos usados em qualquer método de procura unidireccional baseado em
derivadas permitem concluir, facilmente, que um método de procura unidireccional baseado
em derivadas simplécticas gera uma sucessao de pontos para os quais o limite da correspon-
dente sucessao de gradientes simplécticos da funcao objectivo converge para zero. Todos os
gradientes simplécticos satisfazem a condigao (4.3), o que permite provar, posteriormente,
que a sucessao dos verdadeiros gradientes também converge para zero. A demonstracao é

incluida para esclarecer melhor este raciocinio.

Teorema 4.2.1. Seja f uma funcao continuamente diferencidvel para a qual o gradiente
Vf € continuo a Lipschitz em R™. Sob as Hipoteses 3.2.1 e 4.2.1, um método de procura
unidireccional baseado em gradientes simplécticos gera uma sucessao de iteradas, {xy}, tal
que

li =0.

Jim (97l = 0

Demonstragao. Por hipétese, f é limitada inferiormente em L(x). Por construcao, a su-
cessao { f(xy)} é decrescente, logo a desigualdade (4.4) permite concluir que {ag|| Vs f(x)]|*}
converge para zero. A existéncia de um limite inferior estritamente positivo, &, para os com-

primentos do passo, oy, garante que {||Vsf(xy)||} converge para zero.
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Como Ay < &||Vsf(zr)||, com £ € (0,1], a condi¢ao (4.3) permite-nos concluir que
{||IV f(zr)]|} converge para zero. O

E possivel generalizar os limites superiores para o erro nos gradientes simplécticos, resu-
midos no Teorema 4.1.1, a casos em que a funcao objectivo estd sujeita a um determinado
nivel de ruido, o que justifica a aplicagao dos métodos de procura unidireccional baseados

em derivadas simplécticas a este tipo de fungoes.

4.2.3 O algoritmo de filtro implicito

Na versao da procura unidireccional baseada em derivadas simplécticas proposta no algo-
ritmo de filtro implicito (ver Winslow, Trew, Gilmore e Kelley [93], Bortz e Kelley [15] e
Kelley [57]), o conjunto de amostragem nao é actualizado (em cada iteragao) a partir do
anterior. Em alternativa, no inicio de cada iteracao, é seleccionado um novo conjunto de
amostragem.

Por outro lado, nao ¢ considerada qualquer estratégia que relacione a qualidade dos
gradientes simplécticos, e dos conjuntos de amostragem considerados, com a procura uni-
direccional, pelo que é necessario impor limites que garantam o fim da execucao do passo
de procura unidireccional do algoritmo. Assim, no algoritmo de filtro implicito, o passo
de procura unidireccional termina quando a condi¢ao de decréscimo suficiente é satisfeita
ou quando se excede um nimero Maximo, J,q.:, de passos de backtrack. O valor de ja. €
constante em todas as iteragoes.

Nas versoes do algoritmo propostas por Bortz e Kelley [15] e Choi e Kelley [17] considera-
-se sempre 0 mesmo tipo de conjuntos equilibrados na construcao dos gradientes simplécticos,
nomeadamente S, = hil, onde [ representa a matriz identidade. Em ambas as situacoes,
{hy} é denominada uma sucessao de escalas e impoe-se a sua convergéncia para zero. Desta
forma, é garantida a qualidade dos gradientes simplécticos como aproximacoes aos verdadei-
ros gradientes.

Outra caracteristica importante do algoritmo de filtro implicito é a utilizagao de direcgoes
de quasi-Newton simplécticas, da forma —H, 'V, f(xp). A actualizacio de Hy, é reposta com
o valor inicial (Hyy1 = Hpy) sempre que o passo de procura unidireccional ndo permita

satisfazer a condicao de decréscimo suficiente. Esta condicao, por seu lado, toma a forma

f(e1) = flan +ad) < fay) + caV,f(z) ' d,

com ¢ > 0ed=—H,'V,f(r;) uma direcgao de quasi-Newton simpléctica.
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Capitulo 5

Utilizacao de gradientes simplécticos

em procura directa direccional

De acordo com o que foi referido na Seccao 2.5, uma das caracteristicas dos métodos de
procura directa direccional é a ‘convergéncia’ lenta para pontos estacionarios. O presente
capitulo baseia-se nos trabalhos de Custédio e Vicente [31, 30] e visa propor um conjunto
de estratégias com o objectivo de melhorar a eficiéncia dos algoritmos pertencentes a esta
classe. As estratégias propostas nao implicam qualquer custo adicional em termos de calculos
da func¢ao objectivo. Nao sao feitas quaisquer hipdteses sobre a estrutura da funcao, pelo
que as estratégias propostas podem ser aplicadas a quaisquer fungoes (em particular, as
provenientes de simulagbes computacionais).

As derivadas simplécticas, cujas defini¢oes e propriedades foram descritas no Capitulo 4,
sao utilizadas na Secgao 5.1 para construir indicadores de descida simplécticos. Posterior-
mente, estes indicadores sao utilizados para ordenar as direccoes a explorar no passo de
sondagem dos algoritmos, de acordo com a estratégia descrita na Sec¢ao 5.2, embora possam
ter outras utilizagoes (ver a Sec¢ao 5.3). A validagdo do uso destas estratégias, no contexto
dos métodos de procura directa direccional, constitui a Seccao 5.4. A Seccao 5.5 estuda as
propriedades dos gradientes simplécticos como e-aproximacoes as componentes grandes do
verdadeiro gradiente (de acordo com a defini¢ao de e-aproximacao sugerida por Abramson,
Audet e Dennis [4]). Os resultados numéricos obtidos com uma implementagao computacio-

nal das diferentes estratégias sao reportados na Secgao 5.6.

5.1 Indicadores de descida simplécticos

Em cada iteracao de um algoritmo de procura directa direccional, a funcao objectivo é
avaliada num conjunto finito de pontos. Alguns destes pontos podem ser armazenados, em

conjunto com os correspondentes valores para a fungao objectivo, permitindo o cédlculo de
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derivadas simplécticas, que, por sua vez, podem ser utilizadas para melhorar a eficiéncia das
iteragoes do algoritmo.

No inicio de cada iteracao, podemos tentar identificar um subconjunto, do conjunto de
pontos armazenado, com boas propriedades geométricas. Tendo como objectivo a construcao
de indicadores de descida baseados em derivadas simplécticas e de acordo com o que foi dito
na Subsec¢ao 4.1.3, um conjunto de pontos com boa geometria traduz-se num conjunto de
pontos em equilibrio-A; com A > 0 de valor moderado. Se formos bem sucedidos na iden-
tificacao deste subconjunto, entao podemos calcular uma forma de derivadas simplécticas,
recorrendo as equacoes das Subsecgoes 4.1.1 ou 4.1.2. O tipo de derivada simpléctica a

calcular dependerd, em particular, da cardinalidade do subconjunto identificado.

Estas derivadas simplécticas serao utilizadas na construgao de um indicador de descida
simpléctico, i, que, por exemplo, podera ser a direccao simétrica do gradiente simpléctico,
1 = =V f(zk), representando uma potencial direcgdo de descida maxima. Designamos esta
variante por sgradiente. Outra possibilidade consiste em calcular uma direccao de Newton
simpléctica, t, = —H, L9k, onde Hj aproxima uma Hessiana simpléctica e g;, representa um
gradiente simpléctico. Esta abordagem é designada por shessiana.

Podem existir algumas iteragoes, em particular no inicio do processo de optimizacao,
quando dispomos de um nimero reduzido de pontos onde a fun¢ao objectivo foi avaliada,
em que nao € possivel calcular um indicador de descida. Contudo, tal nao se traduz em

qualquer incremento no nimero de calculos da funcao.

A classe dos algoritmos de procura directa direccional, descrita na Figura 3.1, é adap-
tada na Figura 5.1 de modo a incorporar as estratégias baseadas em indicadores de descida
simplécticos. Os procedimentos [procural, [ordem] e [passo] sdo especificados fora da des-
cricao do algoritmo base, permitindo uma facil incorporacao de quaisquer outras estratégias
consideradas como uma mais valia no aumento da eficiéncia do algoritmo.

O algoritmo mantém uma lista de pontos, X, com tamanho maximo, p,,.., para os
quais se avaliou a funcao objectivo. Em cada novo cédlculo da funcao, o algoritmo chama o
procedimento [guardal, que controla a inclusdo (ou exclusao) de pontos na lista Xj.

No inicio de cada iteracao, é considerado um novo passo em que é feito o calculo das
derivadas simplécticas. O algoritmo comeca por tentar identificar um subconjunto Yy, da
lista Xy, com tamanho adequado e boa geometria. A distancia dos pontos de Y} a iterada

corrente, xy, nao deve exceder Ay, com:
Ak = O -1 Imax Hd” (51)
deDy_1

Neste caso, Dj_;1 representa o conjunto gerador positivo utilizado na iteracao k — 1 e o €

(1, 0maz], cOM 0pa > 1 constante em todas as iteragoes. A escolha de Ay é feita de forma
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a garantir que B(xy; Ay) contém todos os pontos do conjunto de sondagem Vj_1 = {xp_1 +
ag_1d : d € Dy_1}, quando k — 1 é uma iteracao sem sucesso. A dependéncia de Ay de
a1 garante, de acordo com o Teorema 4.1.1 e para funcoes continuamente diferenciaveis, a
qualidade das derivadas simplécticas calculadas numa subsucessao de iteradas sem sucesso
geradas pelo algoritmo.

Como critério para armazenar um ponto, para o qual a funcao objectivo foi avaliada,

consideram-se duas estratégias simples:

e guarda-sucesso: sao guardadas apenas as iteradas, xj, correspondentes a sucessos

(para as quais f(zg) < f(Zg-1));
e guarda-todos: ¢ guardado qualquer ponto para o qual se avalie a fungao objectivo.

Independentemente da estratégia seleccionada, a inclusao dos pontos em X, é feita de
forma sequencial, adicionando cada novo ponto ao topo da lista. Quando guarda-sucesso ¢é
seleccionada, a lista esta ordenada por ordem crescente dos valores da funcao. Se X atingiu
o tamanho maximo permitido, p,..., € necessario remover um ponto antes de adicionar um
outro. A remocao dos pontos é feita no fim da lista, preservando a informagcao mais recente.
Qualquer uma das duas variantes armazena as iteradas com sucesso. E 6bvio que a iterada
corrente, xy, estda em X, quando a opcao guarda-sucesso ¢é seleccionada. Contudo, se a
opcao for guarda-todos e ocorrer um elevado nimero de iteragdes sem sucesso consecu-
tivas, o ponto z, pode ser removido da lista. Esta situacao ¢ evitada na implementacao

computacional do algoritmo, cujos resultados sao reportados na Seccao 5.6.

5.2 Ordenacao das direccoes de sondagem

A principal fungao dos indicadores de descida simplécticos, mencionados na Secgao 5.1, é a
ordenacao das direcgoes do conjunto gerador positivo a explorar no passo de sondagem.

A generalidade dos algoritmos de procura directa direccional nao estabelece nenhuma
ordenac@o para os vectores a testar neste passo. No relatdrio técnico [63], Lewis e Torczon
propoem duas classes distintas de algoritmos de procura em padrao, nomeadamente a procura
em padrao baseada em bases positivas e a procura em padrao baseada numa ordenacao
relativa. No contexto da procura em padrao baseada em ordenagao relativa, é sugerida uma
ordenacgao do conjunto de pontos correspondentes a uma iteragao sem sucesso, mas apenas
com o objectivo de identificar o melhor e o pior ponto do conjunto. Estes dois pontos sao
utilizados para determinar uma aproximagao grosseira da direccao de descida méaxima. Os
autores afirmam, explicitamente, que nao é seu objectivo ordenar os restantes elementos do

conjunto. Audet e Dennis [11] propuseram uma ordem-dindmica do conjunto de sondagem,
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Algoritmo de Procura Directa Direccional — Utilizando Indi-
cadores de Descida Simplécticos

Inicializacao

Escolher zp € R™ tal que f(xg) < +00 e ag > 0. Seleccionar todas as
constantes necessdarias aos procedimentos [procural, [ordem] e [passo].
Fazer k = 0. Considerar Xy = [xg], inicializando a lista de pontos gerida
por [guardal. Definir o nimero mdximo de pontos, pmaz, que podem
ser armazenados. Definir ainda o miumero minimo, Smin, € MAximo,
Smaz, de pontos envolvidos no cdlculo de qualquer derivada simpléctica
(2 < Smin < Smaz ). Fizar A >0 e 0par > 1.

Identificacao de um conjunto em equilibrio-A e calculo de
um indicador de descida simpléctico

Se nao existe um nimero de pontos suficiente, i.e., se |Xi| < Spin, entdo
nao executar este passo. Considerar Ay = oy 01 Maxgep,_, ||d]|, com
ok € [1,0maz]. Tentar identificar um subconjunto Yy de Xy N B(xk; Ag),
com um niumero mdzrimo de pontos (sem exceder Spmaz), tal que Yy estd
em equilibrio-A e inclui a iterada corrente xp. Se |Yi| > Smin, entao
calcular uma forma de derivadas simplécticas, usando o conjunto Yy, € a
partir destas calcular um indicador de descida simpléctico, iy,.

Passo de Procura

Chamar [procural com o objectivo de identificar um ponto z que
satisfaga f(x) < f(x), avaliando a fungao apenas num numero finito
de pontos. Chamar [guardal em cada novo cdlculo da fung¢ao. Se foi
possivel encontrar um ponto nas condigoes referidas, entao zp+1 = x, a
iteragao é declarada como bem sucedida e o passo de sondagem nao é
executado.

Passo de Sondagem

Escolher um conjunto gerador positivo D; para R™ e chamar [ordem]
para o ordenar. Avaliar a func@o objectivo no conjunto de sondagem
Vie = {zx + agd : d € Dy}, seguindo a ordem determinada e chamando
[guardal em cada novo cdlculo. Logo que se encontre um ponto de
sondagem xp + apdr € Vi tal que f(zr + apdp) < f(xg), parar a
sondagem, considerar zpy; = xp + apdy e declarar a iteragdo como
bem sucedida. Caso contrario, declarar a iteracdo como um insucesso e
considerar xp, 1 = xk.

Actualizagao do comprimento do passo
Chamar [passo] para calcular ajyj. Incrementar £ em uma unidade e
regressar ao passo do indicador de descida simpléctico.

Figura 5.1: A classe dos métodos de procura directa direccional, adaptada para identificar con-
juntos em equilibrio-A e utilizar indicadores de descida simplécticos.
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Procedimento ordem-ds

Calcular cos(ig,d) para todo o d € Dy. Ordenar as colunas de Dy por
ordem decrescente do valor dos cosenos correspondentes.

Figura 5.2: Ordenagao das direcgoes de sondagem, de acordo com os angulos que fazem com o
indicador de descida simpléctico.

considerando a direccao de sondagem associada a iteracao com sucesso mais recente como a
primeira direccao a explorar no passo de sondagem da iteracao seguinte.

Tendo disponivel um indicador de descida simpléctico, as direcgoes de sondagem podem
ser ordenadas por ordem crescente dos angulos que formam com este indicador. Assim, o
primeiro ponto a ser avaliado sera o correspondente a direc¢ao de sondagem que faz o angulo
de menor amplitude com o indicador de descida. A Figura 5.3 ilustra este procedimento,

que ¢é formalizado na Figura 5.2.

Figura 5.3: Ordenacao das direcgoes de sondagem, recorrendo a um indicador de descida
simpléctico. O conjunto gerador positivo considerado é Dy = [I —TI].

5.3 Outras utilizacoes dos indicadores de descida
simplécticos

A informagao disponivel nas derivadas simplécticas pode ter outras utilizagoes, para além
da ordenacao das direcgoes de sondagem. Em particular, pode permitir definir um passo de
procura ou uma estratégia para a actualizacao do comprimento do passo.

Existem varias possibilidades de definir um passo de procura baseado em derivadas
simplécticas. Por exemplo, podemos considerar um modelo sub-rogado, my(y), baseado
em alguma forma de derivadas simplécticas, calculadas usando o conjunto Y}, e minimizar
este modelo em B(xy; Ay). No caso de utilizarmos uma estratégia de globalizagao baseada
em grelhas racionais, o minimizante encontrado sera posteriormente projectado na grelha

M.
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Como modelo sub-rogado grosseiro podemos considerar um modelo linear, baseado so-
mente no indicador de descida, mg(y) = f(x1) — ¢} (y — x1). Este procedimento é ilustrado
na Figura 5.4 e sistematizado na Figura 5.5. Uma escolha natural para ¢, é —V,f(xy),

mas podem ser considerados outros indicadores de descida simplécticos, como por exemplo

= —H, L9k, onde g, é um gradiente simpléctico e Hj, aproxima uma Hessiana simpléctica.
[ J [ J
[ ] [ ]
[ J [ J
[ J [ J
[ ] [ ]
[ J [ J

Figura 5.4: Definicdo de um passo de procura simples, baseado num indicador de descida
simpléctico. O ponto a testar é representado pelo circulo azul. O conjunto gerador positivo consi-
derado é Dy, = [I —1I].

A forma mais comum de actualizar o comprimento do passo, num método de procura
directa direccional, consiste em reduzir o seu valor a metade, em iteragoes sem sucesso,
e duplica-lo, em iteracoes bem sucedidas. Duplicar o comprimento do passo em todas as
iteragoes com sucesso pode resultar, posteriormente, num numero excessivo de contracgoes,
cada uma das quais exigindo a avaliacao da funcao objectivo num conjunto de sondagem
completo, o que se traduz num aumento do total de calculos da funcao. De modo a evitar
este tipo de comportamento, Hough, Kolda e Torczon [56] propuseram que o comprimento
do passo seja sempre mantido em iteragoes com sucesso, excepto quando ocorrem duas
iteragoes bem sucedidas consecutivas usando a mesma direc¢ao. Neste tltimo caso, é sugerido
duplicar o comprimento do passo. Esta estratégia, designada por passo-HKT, enquadra-se
no procedimento descrito na Figura 3.2 para a actualizacao do comprimento do passo num

contexto de grelhas racionais.

Procedimento procura-ds

Calcular
. A
T = Pproj a:k—i-—kbk com Ay = opag_1 max ||d,
”Lk” dEDk,1

onde proj(-) representa o operador projeccao na grelha Mj.

Figura 5.5: Um passo de procura simples, baseado num indicador de descida simpléctico.
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Procedimento passo-ds

Na iteracao k£ = 0 de um algoritmo de procura em padrao, consideremos
TE€Qcom T > 1, jmar € Ng € jmin € Z~. Os expoentes devem satisfazer
j,:r €1{0,1,2,... . jmaz} € J € {Jmins---,—2,—1}. Consideremos ainda
n > 0.

Se a iteracao foi bem sucedida, entao calcular

fxr) = f(Try1)

mp(rr) — me(Trg1)

Pk =

- i+
Se prp >n entao a1 = Tk .
Se prp <n entdo a1 = Q.

Se a iteracao foi mal sucedida, entdo contrair a grelha, reduzindo o
comprimento do passo agi1 = 77k .

Figura 5.6: Actualizacao do comprimento do passo exigindo decréscimo suficiente, mas gerando
grelhas racionais.

No caso linear, quando um gradiente simpléctico Vf(xy) é calculado, o modelo my(y) =
f(zr) + Vef(zr) " (y — 21) também pode ser utilizado numa estratégia de actualizagdo do

comprimento do passo. Para o efeito, considera-se

flog) = flawe)  flaw) = f(@ng)

m(w) — mp(zpe1)  —Vief (@) T (zep — k)

Pk =

Se 11 for calculado num passo de sondagem bem sucedido, entao z,1 — xr = apdy para
algum dj, € Dy. No caso quadratico, o modelo é substituido por my(y) = f(ax) + g (v —
xi) + (1/2)(y — 1) " Hy(y — ). Este procedimento é designado por passo-ds e encontra-
-se descrito na Figura 5.6, onde o decréscimo suficiente é apenas exigido em iteragoes com
sucesso.

Dado que os factores de expansao e contracgao sao poténcias inteiras de 7 e como as regras
de contraccao respeitam o procedimento descrito na Figura 3.2, a modificacao introduzida em

passo-ds nao afecta as propriedades de convergéncia global da procura directa direccional.

5.4 Validacao das estratégias propostas no contexto da

procura directa direccional

Nas Seccgoes 5.2 e 5.3 foram sugeridas varias estratégias, baseadas em indicadores de descida
simplécticos, para melhorar a eficiéncia de um método de procura directa direccional. Para

garantir que as estratégias propostas sao viaveis num contexto de optimizacao com recurso
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a algoritmos pertencentes a esta classe de métodos e que nao conduzem a qualquer aumento
no nimero de célculos da fungao objectivo, torna-se necessario mostrar que é possivel a
construcao de indicadores de descida, recorrendo apenas aos pontos em que a funcao é
avaliada no decurso do processo de optimizacao.

Quando se utiliza uma variante guarda-todos na construcao da lista X}, entao, apds
uma iteracao sem sucesso, ¢ possivel garantir a qualidade de um conjunto de amostragem,
Y}, usado na construcao de derivadas simplécticas. Este resultado é formalizado no Teo-
rema 5.4.1.

Para este efeito, consideremos o calculo de um gradiente simpléctico e suponhamos que

usamos uma estratégia de globalizacao baseada em grelhas racionais. Definamos
Sgp = min{|Dy|: Dy C D, Dy, conjunto gerador positivo}.

Suponhamos que s,,;, < sS4, OU seja, que os gradientes simplécticos podem ser calculados
usando s,4, pontos pertencentes a Xj, desde que com geometria adequada.

Se a iteracao k — 1 foi mal sucedida, entao foram adicionados a lista X,_; pelo menos
|Dy_1| pontos (os pontos correspondentes ao passo de sondagem xj_; + ay_1d, para todo
d € Dy_1). Estes pontos pertencem a Xy, tal como a iterada corrente z = x;_1. O teorema
seguinte mostra que o conjunto de amostragem Yy, = {x;}U{x)_1+ax_1d: d € Dyp_1} C Xi
estd em equilibrio-A para o calculo de um gradiente simpléctico. O resultado mostra, ainda,
que o conjunto Yj C X} constituido por zy e por apenas |Dy_1| — 1 elementos xy_1 + ax_1d,
d € Dy_q, também esta em equilibrio-A para o calculo de um gradiente simpléctico. Neste

ultimo caso, considera-se s,,;, < sq, — 1.

Teorema 5.4.1. Seja k — 1 uma qualquer iteracao sem sucesso de um método de procura
directa direccional, que se enquadre na descricao da Figura 5.1. Suponhamos que ¢ usada
uma estratégia de globalizagao baseada em grelhas racionais e que a lista de pontos Xy é

construida numa variante guarda-todos.

o Se Smin < Sgp, entdo existe uma constante positiva Ay (independente de k) tal que o
conjunto de amostragem Yy, C X}, constituido por xy = xp_1 e pelos pontos xj_1+ay_1d,
d € Dy esta em equilibrio-Ay para o cdlculo (sobredeterminado) de um gradiente

simpléctico.

o Se Spin < Sgp — 1, entdo existe uma constante positiva Ay (independente de k) tal que
o conjunto de amostragem Yy C Xy constituido por xy = xp_1 € por apenas |Dy_1| — 1
dos pontos xy_1 + cy_1d, d € Dy_1 estd em equilibrio-As para o cdlculo (determinado

ou sobredeterminado) de um gradiente simpléctico.
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Demonstragio. Para estabelecer o primeiro resultado, consideremos Y, = {y), v}, ..., yi*}

com q; + 1 = |Yi| = |Dx_1| + 1 e ) = x;. Entao,

Sk = [yp —ax -y — ] = [owdy - awdip, ] = ap—1Dg-1.

A matriz Dy_; tem caracteristica n, uma vez que por definicao gera linearmente R™. Daqui

resulta que

1 s 1 1
— S = Dy, = —
Ay Ok Q—1 MaXgep, , ||d|| Ok MaXgep, , ||d||

Dk—17

pelo que a constante geométrica associada a este conjunto de amostragem Y, é dada por

1

maXgep, , ||d|

1
—I=7Y  com D, = UV
Ok

Como oy, > 1, se escolhermos a constante de equilibrio de forma a que
—1y . 1 T _ T
Al Z maX{HZ || . ka—l = UZV s

¥ conjunto gerador positivo Dy_; C D},

temos a garantia de identificar um conjunto em equilibrio-A;, apds uma iteragao sem sucesso.

No segundo caso, seja q; + 1 = |Yj| = |Dy_1| €
Sy = ar—1D\p, -1,

onde D|p, ,|-1 representa uma submatriz de Dj_; formada por |Dy_1| — 1 das suas colunas.
Como Dj,_; ¢ um conjunto gerador positivo para R", o Coroldrio 3.1.1 garante que Dp, -1
gera linearmente R™, pelo que a matriz tem caracteristica n. Agora, a diferenga reside no
facto de termos de considerar todas as submatrizes D|p, ,|—1 de Dj;_;. Assim, se escolhermos
a constante de equilibrio-A de modo a que

Ay > max {||X71 : mDﬂ—Dkfﬂ_l = UV’

V Dip,_,|-1 C Dr_1, Vconjunto gerador positivo Dy_; C D} ,

temos a garantia de identificar um conjunto de amostragem em equilibrio-As, apds cada

iteragao mal sucedida. O

Nota-se que um resultado deste tipo nao estd necessariamente restrito a iteragoes sem
sucesso. Outras configuragoes geométricas podem ser exploradas em iteracoes bem sucedidas.

O resultado estabelecido na Proposicao 5.4.1, descrita de seguida, vai um pouco além,
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ao afirmar que se a medida do coseno de um conjunto gerador positivo é superior a uma
constante positiva (k(D) > K > 0), entdo o conjunto de sondagem correspondente esta

em equilibrio-A, com A = 1/(dminkmin)-
Proposicao 5.4.1. Seja D um conjunto gerador positivo para R™. Suponhamos que ||d| >
Apmin > 0 para todo o d € D. Entao D tem caracteristica completa e

1

< ——
277 < Ioi(D)

em que DT =UXV T,
Demonstragao. Como ||d|| > dpin, para todo o d € D, vem que
v'd

D) = mi —
S0 R )

< min max |v ' d| = min ||D v

= dpin llv|=1 deD | | Apin Ivl[=1 || ||OO
< min ||D vl

T din V=1 H |

As desigualdades de Courant-Fischer aplicadas a valores singulares (ver, por exemplo, o

Teorema 3.1.2 em Horn e Johnson [55]) permitem-nos concluir que

1 1
min |[D"v|| =

< —_—
K(D) - dmzn lv]|=1 dmanZ_IH

5.5 Poda das direccoes de sondagem

Abramson, Audet e Dennis [4] mostraram que, para uma escolha particular do conjunto gera-
dor positivo D, aproximagoes, ainda que grosseiras, do gradiente da fungao objectivo podem
ser usadas para reduzir o passo de sondagem a uma unica avaliacao. Estas aproximacoes
foram designadas por e-aproximacoes as componentes grandes do vector gradiente.

Seja g um vector nao nulo de R™ e ¢ > 0. Consideremos

J(g) = {ie{l,....n} gl + €= llgllo} - (5.2)

O vector g designa-se por uma e-aproximacao as componentes grandes de um vector nao

nulo v € R" se, sempre que |v;| = [|v]|, se tiver que i € J¢(g) e sinal(g;) = sinal(v;).
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A relevancia destas e-aproximagoes, no contexto da procura em padrao, encontra-se ex-
pressa no Teorema 4 da referéncia [4]. Neste teorema mostra-se que uma e-aproximagao as
componentes grandes do vector gradiente permite ‘podar’ o conjunto de direcgoes de sonda-
gem, deixando uma tnica direccao onde é necessario calcular o valor da fungao objectivo.
Para este efeito, consideremos o conjunto gerador positivo dado por D = {-1,0,1}"
(todos os vectores nao nulos de dimensao n, cujas componentes sao —1, 0 ou 1). Seja g
uma e-aproximagcao as componentes grandes de —V f(xy) e considere-se d°(gx) € D, com
componentes

(5.3)

0, caso contrario.

sinal(gi;), se © € J¢ ,
() = { (91) (90)

Considere-se, ainda, os conjuntos geradores positivos
Dy = {d(gr)} UA(=V f(zx)) C D,

onde
A(=Vf(xy)) = {de D: =V f(x) d <0}

representa o subconjunto de direc¢oes ascendentes em D. Foi provado em [4] que d*(gx) é
o tinico vector d em Dy, tal que —V f(zx)"d > 0. Logo, num passo de sondagem baseado

em Dy, basta avaliar a funcao objectivo recorrendo a d¢(gy).

A questao que se nos coloca consiste em saber em que condicoes é que um indicador de
descida simpléctico, ¢, e, em particular, a direccao simétrica de um gradiente simpléctico,
—Vsf(zr), é uma e-aproximagao as componentes grandes de —V f(zy), para algum e > 0.
O préximo teorema estabelece que tal acontece para valores de comprimento do passo, ay,
suficientemente pequenos. A viabilidade desta hipdtese serd discutida no final da presente

Secgao.

Teorema 5.5.1. Seja Yy, um conjunto de amostragem em equilibrio-A (para o cdlculo de um
gradiente simpléctico), identificado na iteragao k de um método de procura directa direccio-

nal, com q. +1 > n + 1 pontos.

Suponhamos que o gradiente ¥V f € continuo a Lipschitz, com constante de Lipschitz
Yy > 0, num dominio aberto Q que contém B(xy; Ay).
Entao, se

IV f (n) |l
o \/qik’}/VfAO-max maXgep,_, ||d|| 7

ay (5.4)

a direcgao simétrica do gradiente simpléctico —V s f(xy) € uma ex-aprozimagao as compo-
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nentes grandes de —V f(xy,), com

o = (VAo AT g 1)
Demonstracao. Seja i pertencente ao conjunto de indices
Lo = fie{l,on}: V@il = IV F@e)lo).
Recorrendo ao Teorema 4.1.1, obtemos

IVsf(zi)llo < [IVf(@r) = Vsf(zr)lloo + IV f(2r)il

IV f(zk) = Vs f(@p)lleo + [V (@r)i = Vs f k)il + Vs f (@r)i]
2(V f () = Vs f(zp)ll + [V f(n)il

Vv AAE + [V f (x)i]

ex + Vs f(r)il-

INIANIA

IN

Provamos, assim, que i estd em J(Vf(zg)) (ver (5.2)).

Apelando novamente ao Teorema 4.1.1 vem que

—Vif(zg)i = =V f(xg)i + &, onde |[&i] < @%AAI«

Se =V f(zx)i e &, concordam em sinal, entdo o mesmo sucede com —V f(xy); € =V, f ().

Caso contrario, os sinais serao coincidentes desde que

1 1
il < VESIADL < SISl = 59 @0

A demonstragao conclui-se usando a expressao (5.1), que define Ay, e o limite superior

para «y considerado nas hipdteses do teorema. O

Ao considerar as hipoteses do Teorema 5.5.1, concluimos que a direccao simétrica do

gradiente simpléctico —V f(x)) permite podar o conjunto de sondagem,

Dy = {d*(=Vsf(xr))} UA=V [ (1)),

obtendo-se uma tnica direcgao, mais concretamente o vector d (—V f(xy)), onde € é dado
no Teorema 5.5.1.
Analisemos, em detalhe, a viabilidade da condigao (5.4). Nao existe qualquer garantia de

que esta condi¢ao em «ay, possa ser satisfeita assimptoticamente. A condigao (5.4) proporciona
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apenas uma indicacao do efeito de poda da direccao simétrica do gradiente simpléctico,
existindo uma maior possibilidade de ser satisfeita em pontos para os quais o valor da norma
do gradiente é relativamente grande. O que se conhece sobre esta matéria é uma condicao

que estabelece que ay ‘domina’ ||V f(xy)|| em iteragdes mal sucedidas:

95l < (em(Do maclal ) e

onde k(Dy) representa a medida do coseno do conjunto gerador positivo Dy (ver Teo-
rema 3.2.3). O uso de uma estratégia de globalizagio garante que {x(Dy)~'} ¢ limitada,
pelo que, em iteragoes sem sucesso, a norma do gradiente é majorada por um multiplo
de aj. No entanto, Dolan, Lewis e Torczon [38] reportaram resultados computacionais em
que «ay tendeu para zero mais rapidamente do que ||V f(zx)||. A nossa experiéncia com-
putacional aponta no mesmo sentido. Contudo, é dificil verificar, de forma precisa, se a
condigao (5.4) é satisfeita, dada a sua dependéncia da constante de Lipschitz de Vf. Um
estudo numérico deste comportamento assimptético podera constituir uma linha futura de

investigacao.

5.6 Resultados computacionais

Como base de comparacao numérica para as diferentes estratégias propostas, foi imple-
mentado um algoritmo de procura directa direccional com uma estratégia de globalizagao
baseada em grelhas racionais (ver Figuras 3.1 e 3.2). Para este termo de comparagao, nao
foi considerado qualquer passo de procura, o comprimento do passo foi mantido em todas as
iteracoes com sucesso e a ordem das direcgoes dos conjuntos de sondagem nao foi alterada
no decurso das iteragoes do algoritmo. Designamos esta versao por base.

Foram testadas varias versoes de algoritmos de procura directa direccional que se enqua-
dram na descricao da Figura 5.1. As estratégias ordem-ds, procura-ds e passo-ds foram
testadas em quatro variantes, de acordo com a estratégia considerada para o armazenamento
dos pontos (guarda-sucesso ou guarda-todos) e consoante o tipo de indicador de descida
simpléctico escolhido (sgradiente ou shessiana). Para a variante shessiana, a matriz
Hj, aproximou apenas a diagonal principal da matriz Hessiana simpléctica. Foram também
implementadas as estratégias passo-HKT, para a actualizacao do comprimento do passo, e
ordem-dindmica, para a ordenacao das direccoes do passo de sondagem.

Os algoritmos foram codificados em Matlab e testados num conjunto de 27 problemas
sem restrigoes, pertencentes a coleccdo CUTEr [49], na maioria recolhidos em artigos sobre
métodos de OSD. As funcoes objectivo destes problemas sao duas vezes continuamente di-

ferenciaveis. Na Tabela 5.2 encontram-se as dimensoes dos problemas. Os pontos iniciais
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considerados foram os reportados na coleccao CUTEr. Os problemas bdvalue, integreq e
broydn3d foram considerados na sua versao sem restrigoes, a semelhanga do que é reportado
em Moré, Garbow e Hillstrom [76]. O critério de paragem para os algoritmos consistiu num

comprimento de passo inferior a 107° ou num méximo de 100000 iteracoes.

As derivadas simplécticas foram calculadas usando conjuntos Y, em equilibrio-A, com
A = 100. O factor oy, foi definido como: 1 (se k — 1 foi uma iteragdo sem sucesso); 2
(se k — 1 foi uma iteragdo com sucesso e ay = ax_1); 4 (se k — 1 foi uma iteracdo com
sucesso e ay > ag_1). Os valores dos parametros ppaz, Smin € Smaz €ncontram-se descritos
na Tabela 5.1.

O valor inicialmente considerado para o comprimento do passo foi ay = 1. Em qualquer
uma das versoes, o factor de contracgao foi 77» = 0.5 e o factor de expansao (quando usado)
foi definido como 7% = 2. Na estratégia passo-ds da Figura 5.6, consideramos 7 igual
a 0.75.

sgradiente shessiana
dimensao | guarda-sucesso ‘ guarda-todos | guarda-sucesso ‘ guarda-todos
Pmaz 2(n+1) 4(n+1) 4(n+1) 8(n+1)
Smin (n+1)/2 n+1 n 2n + 1
Smaz n+1 n+1 2n+1 2n+1

Tabela 5.1: Dimensoes da lista X}, e do conjunto Y}, a utilizar no célculo das derivadas simplécticas.

As conclusoes baseiam-se nos resultados obtidos para duas bases positivas: [I —I]e[—e
I']. A base positiva maximal [/ —I| corresponde a utilizar as direc¢oes coordenadas e os
seus simétricos como direcgoes de sondagem. FKEsta base positiva foi aquela que conduziu
aos melhores resultados para a versao base, de entre um conjunto teste constituido por
diferentes bases positivas, cujos vectores foram armazenados usando diferentes ordenacoes.
Neste conjunto incluiram-se as bases positivas [I —I], [=1 I], [—e I], [e =I], [I —e],
[—I e] e uma base positiva minimal com angulos de amplitude uniforme entre os vérios
vectores que a constituem (ver o processo de construcao descrito na Subsecc¢ao 3.1.2). De
entre as bases positivas minimais testadas, a base positiva [ —e I'] foi aquela que apresentou
um melhor desempenho. Na Tabela 5.2 encontram-se os resultados obtidos com a versao

base, para as duas bases positivas seleccionadas.

Considerando todas as combinacoes, testou-se um total de 120 versoes, 112 das quais

envolviam estratégias baseadas em derivadas simplécticas.
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base positiva

D=|—elI] D=[I—I]
problema dimensao favals ‘ fvalor favals ‘ fvalor
arwhead 10 1068 4.19e-09 361 0.00e4-00
arwhead 20 3718 8.85e-09 721 0.00e+-00
bdqrtic 10 2561 1.19e+01 948 1.19e+-01
bdqrtic 20 19038 | 3.54e+4-01 4120 3.54e+01
bdvalue 10 36820 | 4.39e-07 | 33077 | 4.39e-07
bdvalue 20 255857 | 1.30e-05 | 245305 | 1.29e-05
biggs6 6 339840 | 6.50e-03 | 467886 | 9.58e-06
brownal 10 468150 | 1.84e+00 | 74922 2.02e-06
brownal 20 1073871 | 1.55e+01 | 284734 | 1.04e-05
broydn3d 10 2281 3.26e-08 1743 4.52e-09
broydn3d 20 17759 | 2.91e-07 6868 2.47e-08
integreq 10 2595 4.42e-09 1034 2.35e-10
integreq 20 20941 3.20e-08 4244 4.86e-10
penaltyl 10 552357 | 7.33e-05 | 234274 | 7.09e-05
penaltyl 20 999305 | 1.66e-04 | 535100 | 1.58e-04
penalty?2 10 46696 | 4.09e-04 | 496275 | 4.04e-04
penalty?2 20 366131 | 8.32e-03 | 1494751 | 8.30e-03
powellsg 12 192270 | 1.85e-04 58987 | 9.85e-07
powellsg 20 480158 | 3.08e-04 | 158591 | 1.64e-06
srosenbr 10 401321 | 6.83e-05 | 171061 | 6.83e-05
srosenbr 20 1076983 | 2.68e-02 | 649621 | 1.37e-04
tridia 10 1000805 | 5.95e-01 | 901720 | 5.85e-01
tridia 20 20483 6.24e-01 6635 6.24e-01
vardim 10 251599 | 2.23e-05 86316 | 6.64e-07
vardim 20 961697 | 1.76e+04 | 1230761 | 8.71e-04
woods 12 164675 | 1.02e-04 | 110662 | 3.78e-05
woods 20 435786 | 3.53e-04 | 300296 | 6.29e-05
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Tabela 5.2: Conjunto de problemas a testar e resultados para a versao base.

5.6.1 Discussao baseada nos melhores resultados

Na Tabela 5.3 sao reportados alguns dos resultados obtidos para a base [I — I], quando foi
usado um indicador de descida simpléctico do tipo sgradiente. Nesta tabela estao incluidas
as estratégias que conduziram aos melhores resultados, de entre as 120 variantes testadas.
Para cada estratégia e para cada problema, calculdmos a percentagem de iteragoes que
utilizam indicadores de descida simplécticos, assim como a variacao no numero de avaliacoes
da fungao objectivo em comparacao com a versao base. Estas percentagens foram agrupadas
por estratégia e os seus valores médios sao reportados na segunda e terceira colunas da tabela.

As ultimas trés colunas representam as percentagens cumulativas da distancia da iterada final




distancia ao 6ptimo
estratégia % equilibrio | favals | 107 | 104 | 10!
base — — 33.33% | 81.48% | 92.59%
passo-HKT — +4.02% | 40.74% | 81.48% | 92.59%
ordem-dinamica — -10.99% | 33.33% | 81.48% | 92.59%
passo-HKT,ordem-dindmica — -15.17% | 48.15% | 81.48% | 92.59%
passo-ds (guarda-sucesso) 14.40% -3.07% | 33.33% | 81.48% | 92.59%
passo-ds (guarda-todos) 73.33% +0.45% | 33.33% | 81.48% | 92.59%
ordem-ds (guarda-todos) 27.26% -51.16% | 37.04% | 85.19% | 92.59%
passo-ds,ordem-ds (guarda-todos) 28.56% -51.47% | 37.04% | 85.19% | 92.59%
passo-HKT,ordem-ds (guarda-todos) 58.51% -54.22% | 51.85% | 81.48% | 88.89%

Tabela 5.3: Percentagem média de iteragoes que utilizam indicadores de descida simplécticos
(segunda coluna), variacdo média no niumero de avaliagoes da fungdo objectivo em comparagao
com a versao base (terceira coluna) e percentagens cumulativas para a distancia da iterada final
ao optimo (quarta a sexta colunas). Resultados seleccionados para o caso sgradiente e D = []
—1I].

ao 6ptimo de cada problema.

Analisando as percentagens cumulativas reportadas, facilmente se conclui que a qualidade
final do valor da funcao objectivo é comparavel a da versao base.

E evidente que nenhuma das estratégias para actualizar o comprimento do passo, passo-ds
ou passo-HKT, teve um impacto positivo por si s6. No entanto, a estratégia passo-ds apre-
sentou resultados ligeiramente superiores aos de passo-HKT.

O melhor resultado alcancado sem a utilizagao de derivadas simplécticas resulta da com-
binagdo de ordem-dindmica com passo-HKT (15% de redugao no nimero de célculos da
fungao objectivo, em comparagao com a versao base).

Trés versoes que incorporam a ordem-ds permitiram uma reducao de cerca de 50% no
nimero de calculos necessarios para a funcao objectivo. Por si s6, o procedimento ordem-ds
permitiu uma reducao de 51%, a contrastar com os 11% de reducao obtidos com a estratégia
ordem-dindmica.

A melhor versao, que combina ordem-ds com passo-HKT numa variante guarda-todos,
permitiu uma redugao de 54% no nimero de calculos. Na Tabela 5.4 reportam-se, para cada
problema, os resultados obtidos com esta estratégia, assim como os resultados obtidos no

caso em que apenas se utiliza ordem-ds na variante guarda-todos.

5.6.2 Discussao baseada na totalidade dos resultados

Os resultados numéricos completos sao reportados nas Tabelas 5.5 e 5.6, para a base [[ —I],

e nas Tabelas 5.7 e 5.8, para a base [—e [].
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estratégia

ordem-ds ordem-ds,passo—HKT
problema dimensao favals ‘ fvalor favals ‘ fvalor
arwhead 10 361 0.00e+00 361 0.00e+00
arwhead 20 721 0.00e+00 721 0.00e+00
bdqrtic 10 696 1.19e+01 696 1.19e+4-01
bdqrtic 20 2138 | 3.54e+01 | 2138 | 3.54e+01
bdvalue 10 34922 | 6.89e-07 | 28411 | 6.52e-07
bdvalue 20 255989 | 1.66e-05 | 213297 | 1.65e-05
biggs6 6 105592 | 4.50e-07 | 164168 | 4.53e-07
brownal 10 21045 | 1.88e-06 | 38398 | 2.44e-06
brownal 20 67152 | 6.16e-06 4227 | 1.00e+00
broydn3d 10 917 4.73e-09 917 4.73e-09
broydn3d 20 2940 | 2.35e-08 | 2940 | 2.35e-08
integreq 10 297 2.35e-10 297 2.35e-10
integreq 20 1573 4.86e-10 1573 4.86e-10
penaltyl 10 126307 | 7.09e-05 | 177360 | 7.09e-05
penaltyl 20 229825 | 1.58e-04 | 279491 | 1.58e-04
penalty2 10 55087 | 4.04e-04 | 93192 | 4.05e-04
penalty?2 20 189446 | 8.29e-03 | 355154 | 8.29e-03
powellsg 12 594 | 0.00e+00 | 614 | 0.00e+00
powellsg 20 45258 | 1.31e-06 | 8702 | 2.81e-11
srosenbr 10 136327 | 6.83e-05 | 119830 | 6.83e-05
srosenbr 20 567937 | 1.37e-04 | 358656 | 1.36e-04
tridia 10 539119 | 5.85e-01 | 908097 | 5.89e-01
tridia 20 2724 6.24e-01 2828 6.24e-01
vardim 10 5382 2.29e-07 | 6550 9.15e-08
vardim 20 67487 | 9.27e-06 | 71692 | 1.68e-06
woods 12 59565 | 3.94e-05 o277 | 0.00e+00
woods 20 106339 | 6.55e-05 1064 | 0.00e+00

reducao no nimero de calculos necessarios.
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Tabela 5.4: Resultados para as melhores versoes, utilizando sgradiente na variante guarda-todos
e considerando a base positiva D = [I —I].

Comecamos por salientar que 91% das versoes baseadas em derivadas simplécticas con-
duziram a um decréscimo do nimero médio de cédlculos da funcao objectivo. Em 61 das 112
estratégias testadas, envolvendo derivadas simplécticas, obtivemos um percentil de 75% com
um valor negativo para a variagao no nimero de avaliagoes da fun¢ao objectivo. Isto significa

que para cada uma destas 61 estratégias, em 75% dos problemas testados, foi obtida uma

Os resultados globais mostram uma superioridade de sgradiente quando comparado com
shessiana, o que nao é surpreendente dado que o niimero de pontos necessario para identifi-

car conjuntos em equilibrio-A na variante sgradiente ¢é inferior ao necessario em shessiana.




distancia ao 6ptimo
estratégia %equilibrio | favals | 107 | 1074 | 107!
base — — 33.33% | 81.48% | 92.59%
ordem-dinamica — -10.99% | 33.33% | 81.48% | 92.59%
passo-HKT — +4.02% | 40.74% | 81.48% | 92.59%
ordem-dindmica,passo-HKT — -15.17% | 48.15% | 81.48% | 92.59%
procura-ds (guarda-sucesso) 8.74% -6.16% | 33.33% | 81.48% | 92.59%
ordem-ds (guarda-sucesso) 8.20% -20.97% | 33.33% | 81.48% | 92.59%
ordem-ds,procura-ds (guarda-sucesso) 7.00% -21.39% | 33.33% | 81.48% | 92.59%
ordem-dinamica,procura-ds (guarda-sucesso) 8.45% -18.54% | 33.33% | 81.48% | 92.59%
passo-ds (guarda-sucesso) 14.40% -3.07% | 33.33% | 81.48% | 92.59%
procura-ds,passo-ds (guarda-sucesso) 9.48% -9.04% | 33.33% | 81.48% | 92.59%
ordem-ds,passo-ds (guarda-sucesso) 9.03% -20.53% | 33.33% | 81.48% | 92.59%
ordem-ds,procura-ds,passo-ds (guarda-sucesso) 7.46% -20.81% | 33.33% | 81.48% | 92.59%
ordem-dinamica,passo-ds (guarda-sucesso) 13.20% -15.61% | 33.33% | 81.48% | 92.59%
ordem-dindmica,procura-ds,passo-ds (guarda-sucesso) 9.21% -20.33% | 33.33% | 81.48% | 92.59%
procura-ds,passo-HKT (guarda-sucesso) 10.74% -11.53% | 40.74% | 81.48% | 92.59%
ordem-ds,passo-HKT (guarda-sucesso) 10.30% -20.01% | 40.74% | 85.19% | 92.59%
ordem-ds,procura-ds,passo-HKT (guarda-sucesso) 8.90% -27.68% | 40.74% | 85.19% | 92.59%
ordem-dindmica,procura-ds,passo-HKT (guarda-sucesso) 10.83% -21.72% | 44.44% | 81.48% | 92.59%
procura-ds (guarda-todos) 58.74% -16.61% | 37.04% | 88.89% | 92.59%
ordem-ds (guarda-todos) 27.26% -51.16% | 37.04% | 85.19% | 92.59%
ordem-ds,procura-ds (guarda-todos) 24.42% -46.29% | 33.33% | 88.89% | 92.59%
ordem-dindmica,procura-ds (guarda-todos) 49.34% -32.02% | 37.04% | 88.89% | 92.59%
passo-ds (guarda-todos) 73.33% +0.45% | 33.33% | 81.48% | 92.59%
procura-ds,passo-ds (guarda-todos) 57.80% -20.23% | 37.04% | 88.89% | 92.59%
ordem-ds,passo-ds (guarda-todos) 28.56% -51.47% | 37.04% | 85.19% | 92.59%
ordem-ds,procura-ds,passo-ds (guarda-todos) 24.34% -47.81% | 33.33% | 85.19% | 92.59%
ordem-dindmica,passo-ds (guarda-todos) 61.89% -12.68% | 33.33% | 81.48% | 92.59%
ordem-dindmica,procura-ds,passo-ds (guarda-todos) 52.38% -28.35% | 37.04% | 88.89% | 92.59%
procura-ds,passo-HKT (guarda-todos) 63.99% -21.62% | 44.44% | 88.89% | 92.59%
ordem-ds,passo-HKT (guarda-todos) 58.51% -54.22% | 51.85% | 81.48% | 88.89%
ordem-ds,procura-ds,passo-HKT (guarda-todos) 48.59% -48.94% | 44.44% | 85.19% | 92.59%
ordem-dindmica,procura-ds,passo-HKT (guarda-todos) 62.69% -27.23% | 44.44% | 88.89% | 92.59%

Tabela 5.5: Percentagem média de iteragoes que utilizam indicadores de descida simplécticos
(segunda coluna), variagdo média no numero de avaliagoes da fungao objectivo em comparacao
com a versao base (terceira coluna) e percentagens cumulativas para a distancia da iterada final
ao 6ptimo (quarta a sexta colunas). Caso sgradiente e D =[] —I].

Repare-se também que, se o gradiente simpléctico estiver suficientemente proximo do ver-
dadeiro gradiente, entao qualquer direccao que faca um angulo de amplitude reduzida com
a direccao simétrica do gradiente simpléctico serd uma direcgao de descida. O mesmo nao é

garantido quando utilizamos uma direc¢cao de Newton simpléctica, o que permite igualmente
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distancia ao 6ptimo
estratégia %equilibrio | favals | 10-7 | 1074 | 107!
base — — 33.33% | 81.48% | 92.59%
ordem-dinamica — -10.99% | 33.33% | 81.48% | 92.59%
passo-HKT — +4.02% | 40.74% | 81.48% | 92.59%
ordem-dindmica,passo-HKT — -15.17% | 48.15% | 81.48% | 92.59%
procura-ds (guarda-sucesso) 0.04% +0.00% | 33.33% | 81.48% | 92.59%
ordem-ds (guarda-sucesso) 0.00% -2.52% | 33.33% | 81.48% | 92.59%
ordem-ds,procura-ds (guarda-sucesso) 0.00% -2.52% | 33.33% | 81.48% | 92.59%
ordem-dinémica,procura-ds (guarda-sucesso) 0.02% -11.01% | 33.33% | 81.48% | 92.59%
passo-ds (guarda-sucesso) 0.05% +0.01% | 33.33% | 81.48% | 92.59%
procura-ds,passo-ds (guarda-sucesso) 0.03% -0.01% 33.33% | 81.48% | 92.59%
ordem-ds,passo-ds (guarda-sucesso) 0.00% -1.89% 33.33% | 81.48% | 92.59%
ordem-ds,procura-ds,passo-ds (guarda-sucesso) 0.00% -2.37% 33.33% | 81.48% | 92.59%
ordem-dindmica,passo-ds (guarda-sucesso) 0.04% -10.95% | 33.33% | 81.48% | 92.59%
ordem-dindmica,procura-ds,passo-ds (guarda-sucesso) 0.03% -10.96% | 33.33% | 81.48% | 92.59%
procura-ds,passo-HKT (guarda-sucesso) 0.81% +2.06% | 40.74% | 81.48% | 92.59%
ordem-ds,passo-HKT (guarda-sucesso) 0.45% +9.85% | 40.74% | 81.48% | 92.59%
ordem-ds,procura-ds,passo-HKT (guarda-sucesso) 0.39% +10.12% | 40.74% | 81.48% | 92.59%
ordem-dindmica,procura-ds,passo-HKT (guarda-sucesso) 0.92% -17.11% 48.15% | 81.48% | 92.59%
procura-ds (guarda-todos) 15.61% -10.12% | 37.04% | 81.48% | 92.59%
ordem-ds (guarda-todos) 11.33% -36.31% | 33.33% | 85.19% | 92.59%
ordem-ds,procura-ds (guarda-todos) 15.08% -28.38% | 37.04% | 85.19% | 92.59%
ordem-dindmica,procura-ds (guarda-todos) 15.83% -24.80% | 37.04% | 81.48% | 92.59%
passo-ds (guarda-todos) 44.90% +15.56% | 40.74% | 85.19% | 92.59%
procura-ds,passo-ds (guarda-todos) 30.95% -25.96% | 37.04% | 85.19% | 92.59%
ordem-ds,passo-ds (guarda-todos) 47.99% -14.83% | 40.74% | 88.89% | 92.59%
ordem-ds,procura-ds,passo-ds (guarda-todos) 29.09% -32.84% | 37.04% | 85.19% | 88.89%
ordem-dindmica,passo-ds (guarda-todos) 44.91% +7.79% | 40.74% | 85.19% | 92.59%
ordem-dindmica,procura-ds,passo-ds (guarda-todos) 32.00% -32.67% | 37.04% | 85.19% | 92.59%
procura-ds,passo-HKT (guarda-todos) 27.12% -28.65% | 40.74% | 88.89% | 92.59%
ordem-ds,passo-HKT (guarda-todos) 25.68% -43.67% | 40.74% | 85.19% | 92.59%
ordem-ds,procura-ds,passo-HKT (guarda-todos) 26.06% -45.01% | 40.74% | 88.89% | 92.59%
ordem-dindmica,procura-ds,passo-HKT (guarda-todos) 30.67% -39.22% | 40.74% | 88.89% | 92.59%

Tabela 5.6: Percentagem média de iteracoes que utilizam indicadores de descida simplécticos
(segunda coluna), variagdo média no numero de avaliagoes da fungao objectivo em comparacao
com a versao base (terceira coluna) e percentagens cumulativas para a distancia da iterada final
ao 6ptimo (quarta a sexta colunas). Caso shessianae D =[[ —TI].

justificar a superioridade de sgradiente quando comparado com shessiana. Contudo, nota-
-se que algumas versoes de shessiana apresentam um bom desempenho (ver as Tabelas 5.6
e 5.8).

Para a base positiva [I — I] existe uma clara vantagem em usar como estratégia de ar-
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distancia ao 6ptimo
estratégia %equilibrio | favals | 107 | 1074 | 107!
base — — 22.22% | 55.56% | 81.48%
ordem-dinamica — -23.03% | 22.22% | 55.56% | 81.48%
passo-HKT — -29.49% | 29.63% | 66.67% | 85.19%
ordem-dindmica,passo-HKT — -33.98% | 29.63% | 66.67% | 85.19%
procura-ds (guarda-sucesso) 53.82% -31.92% | 22.22% | 55.56% | 81.48%
ordem-ds (guarda-sucesso) 51.13% -42.77% | 22.22% | 55.56% | 81.48%
ordem-ds,procura-ds (guarda-sucesso) 36.63% -43.51% | 22.22% | 51.85% | 77.78%
ordem-dinamica,procura-ds (guarda-sucesso) 50.19% -54.58% | 25.93% | 55.56% | 81.48%
passo-ds (guarda-sucesso) 75.31% -25.64% | 22.22% | 59.26% | 81.48%
procura-ds,passo-ds (guarda-sucesso) 56.10% -46.69% | 25.93% | 55.56% | 85.19%
ordem-ds,passo-ds (guarda-sucesso) 57.89% -30.31% | 22.22% | 55.56% | 81.48%
ordem-ds,procura-ds,passo-ds (guarda-sucesso) 43.12% -47.29% | 25.93% | 51.85% | 77.78%
ordem-dinamica,passo-ds (guarda-sucesso) 75.77% -27.50% | 22.22% | 55.56% | 81.48%
ordem-dindmica,procura-ds,passo-ds (guarda-sucesso) 55.31% -53.39% | 25.93% | 59.26% | 81.48%
procura-ds,passo-HKT (guarda-sucesso) 62.38% -56.41% | 29.63% | 62.96% | 85.19%
ordem-ds,passo-HKT (guarda-sucesso) 66.04% -42.73% | 22.22% | 55.56% | 85.19%
ordem-ds,procura-ds,passo-HKT (guarda-sucesso) 50.47% -50.56% | 25.93% | 55.56% | 88.89%
ordem-din&mica,procura-ds,passo-HKT (guarda-sucesso) 60.16% -59.57% | 33.33% | 62.96% | 88.89%
procura-ds (guarda-todos) 21.29% -34.57% | 22.22% | 62.96% | 81.48%
ordem-ds (guarda-todos) 15.95% -18.28% | 22.22% | 51.85% | 81.48%
ordem-ds,procura-ds (guarda-todos) 10.74% +5.34% | 22.22% | 55.56% | 81.48%
ordem-dindmica,procura-ds (guarda-todos) 15.06% -36.66% | 22.22% | 62.96% | 81.48%
passo-ds (guarda-todos) 33.97% -19.14% | 22.22% | 59.26% | 81.48%
procura-ds,passo-ds (guarda-todos) 24.21% -35.36% | 22.22% | 62.96% | 81.48%
ordem-ds,passo-ds (guarda-todos) 18.71% -26.12% | 22.22% | 55.56% | 81.48%
ordem-ds,procura-ds,passo-ds (guarda-todos) 12.04% -19.24% | 22.22% | 59.26% | 88.89%
ordem-dindmica,passo-ds (guarda-todos) 24.90% -27.57% | 22.22% | 55.56% | 81.48%
ordem-dindmica,procura-ds,passo-ds (guarda-todos) 15.50% -34.32% | 22.22% | 55.56% | 81.48%
procura-ds,passo-HKT (guarda-todos) 47.59% -50.71% | 29.63% | 66.67% | 88.89%
ordem-ds,passo-HKT (guarda-todos) 59.58% -48.79% | 29.63% | 62.96% | 85.19%
ordem-ds,procura-ds,passo-HKT (guarda-todos) 41.82% -59.90% | 25.93% | 62.96% | 92.59%
ordem-dindmica,procura-ds,passo-HKT (guarda-todos) 36.21% -49.98% | 25.93% | 66.67% | 88.89%

Tabela 5.7: Percentagem média de iteragoes que utilizam indicadores de descida simplécticos
(segunda coluna), variagdo média no numero de avaliagoes da fungao objectivo em comparacao
com a versao base (terceira coluna) e percentagens cumulativas para a distancia da iterada final
ao 6ptimo (quarta a sexta colunas). Caso sgradientee D =[—e [].

mazenamento de pontos a variante guarda-todos em detrimento de guarda-sucesso (ver a
Tabela 5.5). No entanto, para a base positiva [—e [] esta vantagem nao é tao evidente (con-
sultar a Tabela 5.7). A mais valia da variante guarda-todos pode ser explicada pela elevada

frequéncia de iteragoes sem sucesso que ocorrem nas ultimas iteracoes de um algoritmo de
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distancia ao 6ptimo
estratégia %equilibrio | favals | 107 | 1074 | 107!
base — — 22.22% | 55.56% | 81.48%
ordem-dinémica — -23.03% | 22.22% | 55.56% | 81.48%
passo-HKT — -29.49% | 29.63% | 66.67% | 85.19%
ordem-dindmica,passo-HKT — -33.98% | 29.63% | 66.67% | 85.19%
procura-ds (guarda-sucesso) 28.35% -18.88% | 25.93% | 55.56% | 81.48%
ordem-ds (guarda-sucesso) 40.74% -28.06% | 22.22% | 55.56% | 85.19%
ordem-ds,procura-ds (guarda-sucesso) 20.34% -39.72% | 22.22% | 51.85% | 81.48%
ordem-dindmica,procura-ds (guarda-sucesso) 26.46% -45.62% | 22.22% | 55.56% | 81.48%
passo-ds (guarda-sucesso) 48.85% -16.47% | 22.22% | 59.26% | 81.48%
procura-ds,passo-ds (guarda-sucesso) 28.25% -30.23% | 22.22% | 55.56% | 81.48%
ordem-ds,passo-ds (guarda-sucesso) 39.55% -29.83% | 22.22% | 51.85% | 81.48%
ordem-ds,procura-ds,passo-ds (guarda-sucesso) 21.11% -34.21% | 25.93% | 51.85% | 81.48%
ordem-dindmica,passo-ds (guarda-sucesso) 48.63% -26.16% | 22.22% | 59.26% | 81.48%
ordem-dindmica,procura-ds,passo-ds (guarda-sucesso) 26.92% -46.94% | 22.22% | 55.56% | 81.48%
procura-ds,passo-HKT (guarda-sucesso) 32.27% -48.28% | 33.33% | 66.67% | 85.19%
ordem-ds,passo-HKT (guarda-sucesso) 45.66% -41.28% | 25.93% | 62.96% | 85.19%
ordem-ds,procura-ds,passo-HKT (guarda-sucesso) 25.35% -51.85% | 29.63% | 62.96% | 85.19%
ordem-dinémica,procura-ds,passo-HKT (guarda-sucesso) 33.88% -48.87% | 29.63% | 62.96% | 85.19%
procura-ds (guarda-todos) 1.09% -6.44% | 18.52% | 55.56% | 81.48%
ordem-ds (guarda-todos) 3.45% -11.98% | 22.22% | 59.26% | 81.48%
ordem-ds,procura-ds (guarda-todos) 4.01% -17.97% | 22.22% | 59.26% | 81.48%
ordem-dindmica,procura-ds (guarda-todos) 0.99% -22.14% | 18.52% | 55.56% | 81.48%
passo-ds (guarda-todos) 1.45% +0.55% | 22.22% | 55.56% | 81.48%
procura-ds,passo-ds (guarda-todos) 1.07% -4.42% | 22.22% | 55.56% | 81.48%
ordem-ds,passo-ds (guarda-todos) 1.07% -10.60% | 22.22% | 59.26% | 81.48%
ordem-ds,procura-ds,passo-ds (guarda-todos) 1.90% -15.73% | 22.22% | 59.26% | 81.48%
ordem-dindmica,passo-ds (guarda-todos) 1.20% -22.69% | 22.22% | 55.56% | 81.48%
ordem-dindmica,procura-ds,passo-ds (guarda-todos) 1.01% -22.95% | 18.52% | 55.56% | 81.48%
procura-ds,passo-HKT (guarda-todos) 4.86% -33.84% | 25.93% | 66.67% | 85.19%
ordem-ds,passo-HKT (guarda-todos) 5.97% -37.54% | 29.63% | 62.96% | 85.19%
ordem-ds,procura-ds,passo-HKT (guarda-todos) 6.51% -48.46% | 29.63% | 66.67% | 85.19%
ordem-dindmica,procura-ds,passo-HKT (guarda-todos) 4.88% -40.92% | 29.63% | 62.96% | 85.19%

Tabela 5.8: Percentagem média de iteragoes que utilizam indicadores de descida simplécticos
(segunda coluna), variagdo média no numero de avaliagoes da fungao objectivo em comparacao
com a versao base (terceira coluna) e percentagens cumulativas para a distancia da iterada final
ao 6ptimo (quarta a sexta colunas). Caso shessianae D =[—e I].

procura directa direccional.

O impacto das estratégias de ordenacao baseadas em indicadores de descida simplécticos,
em particular quando consideramos a variante sgradiente, ¢ mais visivel na base positiva

[I — I] devido ao elevado ntimero de direcgoes que a constituem.

91



As estratégias procura-ds, passo-ds e passo-HKT tiveram um impacto positivo quando
testamos a base positiva minimal [—e I] (ver Tabela 5.7). Este efeito perdeu-se em [/ — I],

onde a estratégia ordem-ds parece ser em si mesma suficiente.

5.6.3 Alguns testes adicionais

Seleccionaram-se alguns dos problemas e testaram-se algumas das estratégias para as di-
mensoes n = 30, n = 40 e n = 80. Os resultados encontram-se nas Tabelas 5.9 e 5.10.
As conclusoes nao apresentam grandes alteragoes. A variacao no numero de calculos para a
funcao objectivo e a qualidade da iterada final nao diferem significativamente com o aumento
da dimensao do problema, mas sim com o aumento do niimero de vectores no conjunto gera-
dor positivo ou com o aumento da medida do coseno deste conjunto (o que acontece quando

mudamos da base positiva [—e I] para a base positiva [I — I]).

%equilibrio favals
estratégia | 10 | 20 | 30 | 40 | 80 | 10 | 20 | 30 | 40 | 80
base — — — — — — — — — —
passo-HKT — — — — — 18.21% | 5.02% | 9.70% | 19.83% | -8.00%
ordem-ds 30.46% | 25.38% | 23.16% | 19.12% | 21.41% | -42.80% | -52.83% | -54.68% | -54.66% | -48.04%
passo-ds,ordem-ds | 34.31% | 25.00% | 25.85% | 21.09% | 29.19% | -41.43% | -54.37% | -51.34% | -53.30% | -52.80%
passo-HKT,ordem-ds | 64.38% | 51.64% | 48.51% | 44.05% | 40.24% | -36.93% | -61.10% | -59.83% | -66.41% | -56.93%

Tabela 5.9: Percentagem média de iteracoes que utilizam indicadores de descida simplécticos e
variacao média no numero de avaliacbes da funcao objectivo em comparacao com a versao base,
em fungao da dimensao dos problemas. Caso sgradiente, na variante guarda-todos e D = [I
—I].

Estuddamos, também, a sensibilidade das diferentes variantes algoritmicas relativamente
ao valor de n usado na estratégia passo-ds. Para tal, consideraram-se outros valores para
71, nomeadamente 0.5 e 0.95. Os resultados nao melhoraram.

Todas as estratégias computacionais foram ainda testadas num outro conjunto de pro-
blemas, constituido por sete funcoes quadraticas geradas aleatoriamente, cada uma com
dimensdo 10. As fungoes quadréticas foram definidas como f(z) =z Az, onde A= C"C e
C' é uma matriz gerada de forma aleatéria, com entradas pertencentes a distribuigao normal
reduzida. Os pontos iniciais para o algoritmo também foram gerados aleatoriamente, igual-
mente usando a distribuicao normal reduzida. As conclusoes para as diferentes estratégias
mantiveram-se essencialmente as mesmas, embora haja uma melhoria nos resultados obtidos
para a base minimal [—e I]. Estes exemplos foram ainda utilizados para estudar as pro-
priedades de descida da direccao simétrica do gradiente simpléctico. Na nossa experiéncia

computacional, o gradiente simpléctico fez um angulo agudo com o verdadeiro gradiente em
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distancia ao 6ptimo

107 10" 10
estratégia | 10 | 20 | 30 | 40 | 80 | 10 | 20 | 30 | 40 | 80 | 10 | 20 | 30 | 40 [ 80
base 45.45% | 30.77% | 54.55% | 46.15% | 30.77% | 81.82% | 76.92% | 72.73% | 69.23% | 69.23% | 90.91% | 92.31% | 81.82% | 84.62% | 76.92%
passo-HKT 45.45% | 38.46% | 54.55% | 53.85% | 38.46% | 81.82% | 76.92% | 72.73% | 69.23% | 69.23% | 90.91% | 92.31% | 81.82% | 76.92% | 76.92%
ordem-ds 45.45% | 30.77% | 54.55% | 46.15% | 30.77% | 81.82% | 84.62% | 81.82% | 76.92% | 61.54% | 90.91% | 92.31% | 90.91% | 92.31% | 69.23%
passo-ds,ordem-ds 45.45% | 30.77% | 54.55% | 46.15% | 30.77% | 81.82% | 84.62% | 81.82% | 69.23% | 61.54% | 90.91% | 92.31% | 90.91% | 92.31% | 69.23%
passo-HKT,ordem-ds | 54.55% | 46.15% | 54.55% | 61.54% | 38.46% | 81.82% | 76.92% | 72.73% | 69.23% | 69.23% | 90.91% | 84.62% | 81.82% | 84.62% | 76.92%

Tabela 5.10: Percentagens cumulativas para a distancia da iterada final ao éptimo, em comparagdo com a versao base, em funcao da
dimensao dos problemas. Caso sgradiente, na variante guarda-todose D =[] —I]|.



77% dos casos em que o primeiro foi calculado. Este comportamento tende a acontecer no

final do processo de optimizacao, quando o comprimento do passo é mais pequeno.

5.6.4 Poda das direcgoes de sondagem

Para uma melhor compreensao dos resultados tedricos desenvolvidos na Seccao 5.5, imple-
mentamos uma variante computacional da estratégia de poda das direcgoes de sondagem.
Nao considerdamos o conjunto gerador positivo D = {—1,0, 1}", como sugerido por Abram-
son, Audet e Dennis [4], nem verificimos a condigao (5.4) antes de eliminarmos as direc¢oes
de sondagem (nem mesmo sob uma forma aproximada, usando uma estimativa da constante
de Lipschitz). Como consequéncia, as hipéteses necessarias ao Teorema 5.5.1 nao estao a ser
respeitadas. Em alternativa, testamos duas estratégias de poda das bases positivas [I —1] e
[—e I']: (i) poda para uma tunica direcgao, concretamente para a direcgao de sondagem que
faz o menor angulo com o indicador de descida simpléctico; (ii) poda para todas as direcgdes
que fazem um angulo agudo com o indicador de descida.

Para obter uma solucao final com uma qualidade semelhante a calculada para a versao
base foi necessario utilizar a base [I —I| e podar para mais do que uma direcgao. Neste
caso a estratégia de poda permitiu uma reducao média de 10% no ntimero de célculos da
funcao objectivo, quando usdmos a variante guarda-sucesso, e de 42%, para a variante
guarda-todos. Contudo, a estratégia de poda tende a gerar um ntmero inferior de pontos
de sondagem, o que reduz a possibilidade de identificar conjuntos bem equilibrados.

Uma avaliacao do potencial da direccao simétrica do gradiente simpléctico como uma
e-aproximacao as componentes grandes do simétrico do vector gradiente e o seu uso na
poda das direccoes de sondagem deve ser objecto de uma investigagao mais detalhada. Por
exemplo, a utilizacdo do conjunto gerador positivo D = {—1,0,1}" e a implementagao
da condigao (5.4), ainda que de uma forma grosseira, poderao ter um impacto positivo nos

resultados.
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Capitulo 6

Utilizacao de gradientes simplécticos
em procura directa direccional nao

suave

No Capitulo 5 foram propostas varias estratégias, baseadas em derivadas simplécticas, que
permitem melhorar a eficiéncia dos métodos de procura directa direccional. Estas estratégias
baseiam-se na utilizagdo, para determinados efeitos, das derivadas simplécticas (em parti-
cular, dos gradientes simplécticos) como aproximagoes das verdadeiras derivadas. No Teo-
rema 4.1.1 descreveram-se estimativas para o erro de um gradiente simpléctico, enquanto
aproximacao do verdadeiro gradiente. Contudo, a aplicacdo deste teorema pressupoe a
existéncia de derivadas parciais da fungao objectivo e a sua continuidade.

Em problemas de OSD é comum a minimizacao de fungoes nao suaves. Os métodos de
procura directa direccional sao adequados a este tipo de optimizacao porque, por um lado,
apenas exigem o cédlculo de valores para a funcao objectivo e, por outro, porque permi-
tem estabelecer alguns resultados de convergéncia global, supondo apenas a continuidade a
Lipschitz da funcao objectivo (ver a Subseccao 3.2.5).

O principal objectivo deste capitulo é analisar as propriedades dos gradientes simplécticos
no contexto da aplicacao de um método de procura directa direccional a minimizacao de uma
fungao nao suave f : R" — RU{+o00}. Esta anélise nao exige a continuidade do gradiente da
funcao. Alguns dos resultados podem ser vistos como uma generalizacao das propriedades dos
gradientes simplécticos, enquanto aproximacoes dos verdadeiros gradientes, ja estabelecidas
para fungoes continuamente diferenciaveis. Focaremos duas classes particulares de algoritmos
de procura directa direccional, para as quais foi analisada a convergéncia global no ambito
da Optimizacao Nao Suave: os métodos de procura em padrao (ver a Secgao 3.2 ou Audet e
Dennis [9]) e o método de procura directa com grelha adaptavel (ver a Secgao 3.3 ou Audet
e Dennis [11]).
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A anadlise das propriedades dos gradientes simplécticos de fungdes nao suaves é feita na
Secgao 6.1, recorrendo-se aos conceitos de subsucessao refinada e de direccao refinada, de-
finidos no Capitulo 3. O uso de gradientes simplécticos em procura directa direccional é
discutido na Seccao 6.2. Em particular, na Secgao 6.3, mostra-se que é possivel identificar
conjuntos de amostragem que satisfazem as propriedades necessarias aos resultados estabe-
lecidos na Seccao 6.1, quando a optimizacao é feita recorrendo a métodos de procura em
padrao ou ao método de procura directa com grelha adaptavel. Na Seccao 6.4 sao relatados
alguns resultados numéricos resultantes da aplicacao das estratégias sugeridas na Secc¢ao 6.2
a um conjunto de problemas nao suaves. O material deste capitulo baseia-se no trabalho de
Custédio, Dennis e Vicente [28].

6.1 Propriedades dos gradientes simplécticos limite

De acordo com o que foi dito no Capitulo 3, uma subsucessao {zy }rex de iteradas sem sucesso,
gerada por um método de procura directa direccional, diz-se uma subsucessao refinada se a
correspondente subsucessao de comprimentos do passo, {ay }rex, convergir para zero.

Num contexto nao suave, a analise de convergéncia global dos métodos de procura directa
direccional, como a procura em padrao e a procura directa com grelha adaptavel, supoe que
todas as iteradas geradas pelos algoritmos pertencem a um compacto. Desta forma, sem
perca de generalidade, podemos supor que uma subsucessao refinada converge para um
ponto limite (ou seja, para um ponto de acumulagao).

Conforme foi visto no Capitulo 3, os resultados de convergéncia global dos métodos de
procura directa direccional estruturam-se em torno das derivadas direccionais generalizadas
de Clarke da funcao objectivo, calculadas no ponto limite correspondente a uma subsucessao
refinada convergente. Logo, é natural analisar o comportamento de gradientes simplécticos
calculados em iteradas pertencentes a subsucessoes refinadas convergentes.

Para analisar as propriedades dos gradientes simplécticos limite é necessario supor que é
sempre possivel avaliar a funcao objectivo nos conjuntos de sondagem utilizados no cédlculo
dos gradientes simplécticos, ou, pelo menos, nos conjuntos de sondagem associados a ite-
radas pertencentes a subsucessao refinada em causa. Para podermos garantir a construcao
destes gradientes, utilizando conjuntos de sondagem correspondentes a subsucessoes refina-
das, usaremos, ainda, o facto de Dj ser um conjunto gerador positivo para R"™. E também
fundamental, na andlise destas propriedades, a possibilidade de se considerar subsucessoes
refinadas convergentes, {xy}rex, sendo irrelevante o facto de cada elemento da subsucessao
refinada corresponder a uma iteragao sem sucesso, ou seja, nao necessitaremos da proprie-
dade f(zx) < f(xp + apd) para todo o d € Dy.

Relembramos, ainda, a nocao de direccao refinada associada a uma subsucessao refinada
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convergente (ver a Definigdo 3.3.1). As direcgoes refinadas sao limites de sucessoes da forma
{dy/||dk||} ke, onde dy é uma direccao de sondagem correspondente a uma iterada perten-
cente a uma subsucessao refinada convergente, {zy}rex, € £ C K. Na andlise que se segue,
supomos, sem perca de generalidade, que {dy/||dk||} é convergente para qualquer subsucessao
refinada considerada.

Por tltimo, usamos o facto de {axl||d||} convergir para zero em K. O valor deste limite
é garantido trivialmente na procura em padrao, dado que qualquer Dy é um subconjunto de
um conjunto gerador positivo, D, finito (ver a Subsec¢ao 3.2.3 ou Audet e Dennis [9]). No
caso do método de procura directa com grelha adaptavel, trata-se de uma condi¢ao imposta
sobre as direcgbes que sao usadas no passo de sondagem do algoritmo (ver a Subsecgao 3.3.1
ou Audet e Dennis [11]).

De acordo com o que foi referido na Seccao 5.4, o facto das iteradas de uma subsucessao
refinada corresponderem a iteracoes sem sucesso e as propriedades geométricas dos conjun-
tos geradores positivos permitem identificar conjuntos de amostragem em equilibrio-A. No
entanto, na analise que se segue, é necessario considerarmos que, dado um elemento de
uma subsucessao refinada, é sempre possivel identificar um subconjunto 7, do conjunto de

sondagem V},, definido como
Zy = {zp+apd: de Ey} C {ap+apd: de€ Dy} =V,

tal que
Yk = {:L’k} U Zk

estd em equilibrio-A para k € IC, para um dado A > 0. Nesta notacao, E; é um subconjunto
nao vazio de Dy. Designemos por Z; o subconjunto do conjunto de indices {1, ..., |Dg|} que
define os pontos de sondagem considerados em Zj (ou, de forma equivalente, as direcgoes de
sondagem em FEj). Um gradiente simpléctico é calculado de uma forma sobredeterminada
quando |Z;| > n + 1 e de uma forma determinada ou subdeterminada se |Z;| < n.
Comecemos por provar que, sob determinadas condigoes, a subsucessao de gradientes

simplécticos refinada tem um ponto limite. Para o efeito, sejam
Ap = max{||z — x| : 2 € Z,} = apmax{|ds| : di € Ex},

Vef(zy) = BS'UL6/A e S /Ay = USLY,

onde Sy, representa a matriz cujas colunas sdo (zy + ayd],) — ), = aydj, e 0y representa o
vector de componentes f(z;+oyd],)— f(xy), com dj, a variar em Ej,. Para deduzir o resultado
pretendido, é necessario supor que o nimero de direcgoes, | 2|, usadas na constru¢ao de um

gradiente simpléctico sobredeterminado é uniformemente limitado (ou seja, limitado para
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todo o k). Se todos os conjuntos Dy sao bases positivas, considerando que a cardinalidade
méxima de uma base positiva é 2n (ver a Subsecgao 3.1.1), entdo garante-se, trivialmente,
que |Z;| < 2n. Na generalidade, é razoavel considerar que o nimero |Dy| de elementos dos

conjuntos geradores positivos D é uniformemente limitado.

Lema 6.1.1. Seja {zy}rexc uma subsucessao refinada convergente para . tal que {Yy}rex
esta em equilibrio-A. Suponhamos que f € continua a Lipschitz numa vizinhanca de x,.

Entao, a sucessao de gradientes simplécticos {Vf(xk) trexc tem pelo menos um ponte limite.

Demonstracao. Seja ) a vizinhancga de z, onde f é continua a Lipschitz, com constante
de Lipschitz ; > 0. Por hipdtese, a sucessao {zj}rex converge para z,. Assim, para k
suficientemente grande, todas as iteradas xy pertencem a ). Daqui resulta que, para todo o

J € Zi e k suficientemente grande,

(),

Da cadeia de desigualdades anterior vem que

< IS HIVIZel vy < 120V 1Dxl s

fatod) = sl oyl
~ oapmax{||d,]| : di, € Ex} T max{||d.]| :di € Ex} —

0
9.0l = [visevr o
k

Como ||X; 1| < A para todo k € KC, obtemos que {V, f(x4) }rex 6 limitada, facto que implica,

trivialmente, o resultado do lema. O

O passo seguinte consiste em analisar, num contexto nao suave, as propriedades de
um ponto limite de uma subsucessao de gradientes simplécticos, identificado a partir do
Lema 6.1.1. Para esta tarefa recorremos a andlise nao suave de Clarke [18], cujos conceitos
mais basicos foram introduzidos na Subseccao 3.2.5 e que sao, agora, complementados com
outros elementos.

O conceito de derivada direccional generalizada de Clarke, calculada num ponto x,, esta
bem definido para qualquer funcao continua a Lipschitz numa vizinhanca de x,. O mesmo
acontece com o subdiferencial generalizado de Clarke (também designado por gradiente ge-

neralizado), dado por
Of(x,) = {s €R": f(x,;v) >v's, Yv € R"}.
E ainda conhecida a relagao
fo(xy;v) = max{v's: s€df(z.)}. (6.1)
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O subdiferencial generalizado de Clarke é um conjunto convexo, nao vazio. Quando visto
como uma aplicacao entre conjuntos, é fechado e localmente limitado (ver Clarke [18]). Pode
recorrer-se ao conceito de subdiferencial generalizado de Clarke para reformular o teorema
do valor médio para funcoes apenas localmente continuas a Lipschitz. De facto, se x e y sao
pontos em R™ e f é continua & Lipschitz num aberto que contém o segmento de recta [z, y],

entao existe um ponto z em (x,y) tal que

fy) = flo) = s(2)"(y — ), (6.2)

para algum s(z) € df(z) (ver Clarke [18]). Nota-se que s(z) é, neste contexto, um elemento
do subdiferencial generalizado de Clarke e nao o vector constituido pelas derivadas parciais
da funcao f.

Finalmente, salientamos que no caso de uma func¢ao ser estritamente diferencidavel num
ponto z, (ver a definigdo correspondente na Subsecgao 3.2.5), o subdiferencial generalizado

de Clarke reduz-se a um conjunto singular, mais concretamente a Of (z.) = {V f(x.)} (ver
Clarke [18]).

6.1.1 O caso de fungoes continuas a Lipschitz

Comecemos por analisar o caso em que | Z;| < n, ou seja, o caso em que todos os gradientes
simplécticos sao determinados ou subdeterminados. Na pratica, o calculo de gradientes
simplécticos subdeterminados nao é particularmente relevante. De facto, estes gradientes
nao ‘aproveitam’ as propriedades geométricas dos conjuntos geradores positivos. Refira-se,
ainda, que, na situagao limite em que |Z;| = 1 estamos na presenca de aproximagoes as

derivadas direccionais.

Teorema 6.1.1. Seja {xy brex uma subsucessao refinada convergente para . Consideremos
uma sucessao de conjuntos em equilibrio-A, {Yj}rex, tal que |Zx] < n para todo o k € K e
suponhamos que dy € Ey € uma direc¢ao usada no cdlculo de Vf(xy) para todo o k € K.

Suponhamos ainda que

y dy,
1m =
ek |

voe ]£1€I§1Cak||dk’| = 0.

Seja f continua a Lipschitz numa vizinhanga de x.. Entao, {Vsf(xy)}brex tem um ponto
limite, Vs fy, tal que
fo(x*§v) > vsf;l—v-

A demonstracao é omitida, uma vez que resulta, essencialmente, da demonstracao do

préximo teorema. Por sua vez, este é um resultado mais geral. De facto, a igualdade (6.3)
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descrita mais a frente reduz-se a 6, = S, V, f(2), quando | Z;| < n, pelo que a demonstragao
do Teorema 6.1.2 pode ser aplicada de forma trivial.

Consideremos, entao, o caso mais interessante em que |Z;| > n + 1 (construgdo de
gradientes simplécticos sobredeterminados). Da definigao de gradiente simpléctico temos
que

6, =S¢ Vf(zr) + Ridy, (6.3)

em que Ry, = (I — S (SiS))~1S)) representa um operador de projecgio no espago nulo de

Sk. Por uma questao de conveniéncia, designamos as linhas de Ry por (r7,)", com j € Z;.

Teorema 6.1.2. Seja {xy }rex uma subsucessao refinada convergente para .. Consideremos
uma sucessdao de conjuntos em equilibrio-A, {Yy hrex, tal que |Z,| > n+1 para todo o k € K
e suponhamos que dy € Ej, € uma direc¢ao usada no cdlculo de Vg f(xy) para todo o k € K.

Suponhamos ainda que

lim i
ke ||dkH

voe ]£1€T§1Cak||dk|| = 0. (6.4)

Seja f continua a Lipschitz numa vizinhanga de x,.. Entao, {Vsf(xy)}brex tem um ponto
limite, Vs f, = limge, Vi f(zg), L C K, tal que

fo(xe;v) > Veflv+limsup (rﬁ)T< Ok ), (6.5)

kel o ||
onde j; representa o indice em Zy para o qual dy = di’“ S

Demonstracao. O Lema 6.1.1 garante a existéncia de uma subsucessao £ C K tal que
Vsf(xy) converge para Vf., quando k € L. Representemos a ji-ésima linha de (6.3)

como
[ (o + apdy) — f(ar)

Qg

= Vf(zi) di + aik(rik)T((Sk).

Recorrendo as propriedades bésicas das derivadas direccionais generalizadas para fungoes

localmente continuas & Lipschitz (ver, por exemplo, a relagao (6.1)), concluimos que

dy, dy,
f(xyv) = f° (x*,hm ) lim f° (x*; —) )
K ldell ) wer ]

Como {agl||dk||} converge para zero, para k € K,

flay + aglldillgdsy) — f (o)

fo(z;v) > limsup

kek | dy ||
— Jimsup [y + ag di) — f(xg)
kek O‘kHdkH
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. Vf(zr) " dy T < Ok )}
= limsup § ———— + (17
ke,cp{ TR O A

. 5y
> V.f v+ limsup(ri*) " <7),
foolimsup(ri) | Sl

0 que permite concluir o resultado do teorema. O

A demonstracao do Teorema 6.1.1 segue os mesmos passos desta tltima demonstragao,

embora sem o termo correspondente a matriz Ry.

6.1.2 O caso de fungoes estritamente diferenciaveis

Para uma melhor compreensao do Teorema 6.1.2 e da relevancia do termo em limsup
em (6.5), consideremos o caso em que f ¢ estritamente diferencidvel em z, e em que |Z]
é constante para todo o k € K. Como exemplo, analisemos a situagao em que utilizamos
as direcgoes coordenadas, considerando Dy = [I — I] para todo o k. Calculemos um gra-
diente simpléctico sobredeterminado, utilizando todos os pontos de sondagem (|Z;| = 2n).

Facilmente se verifica que

I I
Ry = I, — S (SkS])™'Se = 0.5 [ i ]

Usando o Teorema 6.1.2, deduzem-se as 2n desigualdades

fl(zee) > Voflei +05[f (zee) + f(xe;—e)], i=1,...n, (6.6)

fl(ze;—e)) > Vofl(—e) +0.5[f (we) + f(we;—e)], i=1,..,n. (6.7)

Uma vez que f é estritamente diferencidvel em z,, temos que f'(x,;e;) + f'(xs; —€;) =0, 0
que resulta na eliminagao das parcelas envolvendo 0.5 nas desigualdades (6.6)-(6.7) (por sua
vez resultantes da parcela relativa ao limsup em (6.5)).

O proximo corolario resume uma consequéncia do Teorema 6.1.2, quando a funcao é

estritamente diferenciavel no ponto limite da subsucessao refinada.

Corolario 6.1.1. Consideremos verdadeiras as hipoteses do Teorema 6.1.2. Suponhamos,
ainda, que a funcao f € estritamente diferencidvel em x., que |Zg| € constante para todo o
k € K e que a forma normalizada de {Ey}, dada por {Ex/||dk||}, converge para V, em K.
Entao, para a direcgao refinada v € V,, dada por (6.4), tem-se que

folasv) = (fllwgv) = Vi) v) = Viflo (6.8)
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Demonstracao. Comecemos por salientar que

Ry = 1= (B/lldell)" ((Be/ |l del))(Er/ 1del)T) ™ (Be/lldll),

o que implica que R}, converge para R, =1 — V. (V,V.7)~'V, em K.
Desta forma, o resultado do corolario obtém-se substituindo as ultimas duas desigualda-
des por igualdades, na demonstracao do Teorema 6.1.2. Nota-se que a parcela envolvendo

limsup em (6.5) é nula:
(I -V, (VMV,)TV,) flas V) = (I=V, (WV,))'V) V'V f(z.) = 0.

Nestas igualdades, f'(z,;V,) representa o vector formado pelas derivadas direccionais gene-

ralizadas de f, calculadas em x,, ao longo das direccoes de V,. O

Salienta-se que V,, depende de v, uma vez que a normalizagao das colunas de Ej, é feita
relativamente a ||dg||, por sua vez associada a direccao refinada v. Suponhamos, agora,
que é possivel aplicar o Corolario 6.1.1 a um conjunto de direc¢oes refinadas linearmente
independentes, para as quais V,, = V para todo o v. Neste caso, ao aplicar-se o Corolério 6.1.1
(a relacdo (6.8)) para cada v € V, conclui-se que Vf. = Vf(z.).

O préximo teorema restringe-se ao caso em que f é estritamente diferenciavel no ponto
limite x, de uma subsucessao refinada convergente. Este resultado é estabelecido apenas
para gradientes simplécticos determinados ou sobredeterminados (|Z;| > n). No entanto,
é valido qualquer que seja a cardinalidade |Z;| = |Ex| > n e nao exige qualquer hipétese

relativa ao limite das direc¢oes normalizadas de Fj.

Teorema 6.1.3. Seja {xy }rex uma subsucessao refinada convergente para x, tal que {Yi brex
¢ uma sucessao de conjuntos em equilibrio-A e |Zx| > n para todo o k € K. Seja f estrita-

mente diferencidvel em x,. Entdo, existe uma subsucessao de indices L C IC para a qual
li s = ‘)
im V, fz) = V()

Demonstracao. Como f é estritamente diferencidvel em x,, entao f é continua a Lipschitz
numa vizinhanca de z,, pelo que podemos aplicar o Lema 6.1.1. Seja £ C K o conjunto de
indices para os quais a correspondente sucessao de gradientes simplécticos é convergente.

O teorema do valor médio para funcgoes localmente continuas a Lipschitz, formalizado

em (6.2), garante que, para j € Zj e k € L suficientemente grande, se tem que

Flon 4+ opdl) — flag) = aps(2])"dl,

em que z, é um ponto pertencente ao segmento de recta (x, 1 + axdl) e s(z]) € Of(2]).
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Sabemos que Jf é localmente limitada, enquanto aplicacao entre conjuntos, o que permite
concluir que {s(z})}rer é limitada. Como df é uma aplicagio fechada entre conjuntos e

21 converge para z, em £, qualquer ponto limite de {s(z))}res estd necessariamente em
. L 1 to limite d ! t t
Of (x.). Assim, {s(2])} converge para Vf(z.) em L.

Para todo o j € Z,

flaog + apd)) = flor) = aVf(n) &+ als(z) — V()] d.
Designemos por 7, o vector de dimensio | 2| e componentes [s(2]) — V f(x.)]"d}.. Entao,

S = S{Vf(x.) + anmy

€

st(:ck) = (SkS,;r)_ISkék = Vf(x*)+ozk(5k5,;r)_15kfk (69)
Além disso,

an(SpST) LS, = Z—’; [(Sk/ D) (S/AK) ] (Sk/AR) (6.10)

Seja 7, 0 vector de dimensao |Z;| e componentes ||s(z;) —V f(z,)||. Facilmente se verifica
que
7]l < max{||dy]l : dy, € Ei}7ll.

Desta desigualdade, da relagao (6.10) e do equilibrio-A de {Y} }rex vem que

1
max({[d] = dj € B}

| (SkSE) T Sk < =57l < Al

A demonstracao fica concluida, recorrendo a (6.9), ao notar que {7y} converge para 0 em L.
U

Nao existe a garantia de que o resultado do Teorema 6.1.3 seja verdadeiro quando os
gradientes simplécticos sao calculados com menos do que n + 1 pontos (|Z;| < n). Aliés,
neste caso, mesmo quando a funcao é continuamente diferenciavel, também nao existe a
garantia de que o resultado seja verdadeiro, como se pode observar a luz do Teorema 4.1.1
(nota-se que V # I quando g < n)

Por outro lado, da demonstracao do Teorema 6.1.3, temos que
IVf(2) = Vs flao)ll = All7ell, com lim 7]} = 0,

um resultado que pode ser visto como analogo ao estabelecido no Teorema 4.1.1, mas agora,

num contexto nao suave.
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6.2 Aplicacoes em métodos de procura directa

direccional

Seja f uma funcao continua a Lipschitz numa vizinhanca de um ponto x,. O ponto x, diz-se
um ponto estacionario, segundo a defini¢do de Clarke [18], se f°(z,;v) > 0, para toda a
direccao v em R". Prova-se, facilmente, que se a funcao f for estritamente diferenciavel
em z, entdo, para garantir a estacionariedade de x,, é suficiente garantir que f°(x,;d) > 0
para todo o d € D, onde D representa um conjunto gerador positivo para R™.

Os resultados estabelecidos na Secgao 6.1 sugerem, por exemplo, a definicao de um novo
critério de paragem para um algoritmo de procura directa direccional que explore um con-

junto gerador positivo em cada iteracao. De facto, se numa iteracao sem sucesso do algoritmo
st($k)T(Oékd) > —€1, Vd € E,

para uma dada tolerancia ¢, > 0, entao parece-nos sensato terminar a execucao do algo-
ritmo. Porém, dever-se-a garantir que |Z;| > n 4+ 1. Uma escolha natural para satisfazer
esta condigao é considerar E, = D,. Contudo, a nossa experiéncia numérica mostra que a
utilizagao de um critério de paragem deste tipo apresenta um desempenho semelhante ao
uso de um critério de paragem baseado somente no valor de ay,.

A estratégia de ordenacao baseada em gradientes simplécticos, sugerida na Secgao 5.2,
pode ser aplicada a um qualquer algoritmo que explore conjuntos geradores positivos. De
facto, pode definir-se um indicador de descida ao considerar —V, f(zx) e, posteriormente,
ordenar os vectores do conjunto gerador positivo de acordo com a magnitude crescente da
amplitude dos angulos que estes formam com o indicador de descida. Alguns resultados
numéricos, relativos a aplicacao desta estratégia a problemas nao suaves, sao reportados na

Seccao 6.4.

6.3 Validacao das estratégias propostas no contexto da

procura directa direccional nao suave

O calculo de gradientes simplécticos sobredeterminados, usando as direcgoes de conjuntos
geradores positivos, foi abordado na Seccao 5.4. Uma possibilidade consiste em usar a
totalidade das direcgoes de sondagem, ou seja, usar todos os vectores em cada conjunto
gerador positivo considerado no passo de sondagem. E fécil verificar que os correspondentes
gradientes simplécticos sobredeterminados estao bem definidos (ver o Teorema 5.4.1).
Nesta seccao, estamos interessados em abordar o equilibrio-A das sucessoes de conjuntos

de sondagem em dois contextos algoritmicos distintos, relativos a métodos de procura directa
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direccional. Em particular, é analisada a validade das condi¢oes necessarias aos teoremas
da Secgao 6.1 para a procura em padrao (ver a Secgao 3.2 ou Audet e Dennis [9]) e para a

procura directa com grelha adaptavel (ver a Secgao 3.3 ou Audet e Dennis [11]).

6.3.1 Procura em padrao

De acordo com o que foi visto no Capitulo 3, em cada iteracao de um método de procura
em padrao é permitida a seleccao de um conjunto gerador positivo distinto, Dj. Estes
conjuntos geradores positivos sao subconjuntos de um conjunto gerador positivo, D, com
um numero finito de elementos. Deste facto, resulta a finidade do nimero de conjuntos
geradores positivos distintos que é possivel considerar, pelo que também ¢é finito o ntimero
de conjuntos de direcgoes distintos £, C Dy, usados na construcao de gradientes simplécticos.

Assim, todas as subsucessoes de conjuntos de sondagem equilibrados, {Y}}rex, cons-
truidas com base em subsucessoes refinadas, estao em equilibrio-A para algum A > 0 apenas
dependente de D (ver o Teorema 5.4.1). O calculo de conjuntos de sondagem equilibra-
dos, Yi, para a construgao de gradientes simplécticos, pode adoptar, por exemplo, a escolha
E, = Dy.

A existencia de subsucessoes refinadas convergentes, geradas por um algoritmo de procura
em padrao, foi provada por Audet e Dennis [9] (ver o Teorema 3.2.6). Dado que D é um
conjunto finito, como {ay} converge para zero em subsucessoes refinadas, é facil mostrar que

{ag||dk||} converge para zero e que existem direcgoes refinadas.

6.3.2 Procura directa com grelha adaptavel

A existéncia de subsucessoes refinadas convergentes, geradas por um método de procura
directa com grelha adaptavel, foi estabelecida por Audet e Dennis [11] (ver, novamente,
o Teorema 3.2.6). As propriedades das direcgdes de sondagem, utilizadas por um método
de procura directa com grelha adaptével (ver (3.10) e pontos seguintes), permitem afirmar
que, para qualquer subsucessao refinada, {ax||dx||} converge para zero. Como foi dito na
Seccao 3.3, ¢é igualmente garantida a existéncia de direcgoes refinadas.

Consideremos, agora, a implementacao pratica, sugerida por Audet e Dennis [11], de
um método de procura directa com grelha adaptavel, descrita na Subseccao 3.3.3. Nesta
implementagao, os conjuntos geradores positivos considerados, Dy, sdo da forma | By —Bj |
ou [ B~ S 0

Comecemos por analisar o caso em que consideramos uma base positiva maximal [ By
—By]. Se pretendermos calcular gradientes simplécticos sobredeterminados, entdo podere-
mos considerar Ey, = Dy, = [ By — By ]. Neste caso, Sy = ai| By —Bi] e A = apmax{||bL]| :
bi € By}
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", bl], entdo o célculo de gradientes

Se utilizarmos uma base positiva minimal, [ By — 7,

simplécticos sobredeterminados ¢ igualmente directo. Basta-nos considerar E, = Dy =
[Br — >0, b.]. Nesta situacdo, a matriz Sy toma a forma S, = ax[ By — > b.] e
Ay = agmax{[| = 7, 0|, 163 = 0} € B}

Sabe-se que o menor valor singular de uma matriz nao decresce quando se adicionam
linhas ou colunas a essa matriz. Logo, em qualquer dos casos (maximal ou minimal, acima
expostos), as correspondentes sucessoes de conjuntos de amostragem {Yj}rex estdo em
equilibrio-A desde que a inversa da matriz oy By/Ag seja, em norma, uniformemente li-
mitada em K. Demonstremos este facto no caso das bases positivas maximais. Para as bases
positivas minimais a definicao de A, é ligeiramente diferente, mas a demonstracao é analoga.

De acordo com o que foi visto na Subseccao 3.3.3, a matriz By, resulta de permutacgoes de
linhas e de colunas de uma matriz triangular inferior L;, em que cada elemento da diagonal
principal é dado por £2¢ e os elementos abaixo da diagonal principal sdo inteiros pertencentes
ao intervalo aberto (—2¢,2%), com ¢ = —log,(c). Daqui resulta que os elementos da diagonal
principal sdo £1/,/ay, e os elementos abaixo da diagonal principal séo inteiros no intervalo
aberto (—1 [/, 1/ \/a_k) Uma vez que a norma ¢, de uma matriz é invariante a permutagoes
de colunas e de linhas da matriz, recorrendo a propriedade dos valores singulares mencionada

anteriormente, concluimos que
IS < lewBi/A) 7 = [l (enLe/Ak) M- (6.11)

E fAcil verificar que ay Ly, é uma matriz triangular inferior com elementos na diagonal prin-
cipal £,/a; e elementos abaixo da diagonal principal no intervalo (—,/ay,/ay). Logo,
as normas das colunas de oL pertencem ao intervalo [\/ag, /nay). Nota-se, ainda, que
ar Ly /Ay é uma matriz triangular inferior formada por elementos na diagonal principal com
valores absolutos em (1/4/n,1] e cujos elementos abaixo da diagonal principal apresentam
valores no intervalo (—1,1).

Por outro lado, sabe-se que a norma ¢; da inversa de uma matriz nao singular, triangular

inferior, de dimensao n ¢ limitada por

(B + 1)

L7, < :
It < 2

onde §; = max;~; |[(;;|/|lii| € f2 = min; |¢;;| (ver os trabalhos de Lemeire [61] e Higham [53]).
Assim, obtemos (com () =1 e (5 = 1/y/n):

I(eLi/Ae)7HE < Vall(orLe/Ax) 7l < n2" ™ (6.12)

Combinando (6.11) e (6.12), concluimos que {Y} hrex estd em equilibrio-A, com A = n2"~!.
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6.4 Resultados computacionais

Nos testes computacionais consideramos um conjunto de 14 problemas nao suaves, represen-
tativo de diferentes tipos de nao diferenciabilidade, recolhido a partir da literatura de Opti-
mizagao Nao Suave. Tanto quanto nos foi possivel verificar, todas as func¢oes sao continuas.

Na Tabela 6.1 encontra-se uma lista dos problemas considerados.

‘ problema ‘ fonte ‘ dimensao ‘

activefaces | [52] 20
clattar [71] 6
EVD61 | [71] 6

filter [71] 9
goffin [71] 50
HS7S | [71] 5
L1HILB [71] 50
MXHILB [71] 50
osborne2 [71] 11
PBC1 | [71] 5
polak2 [71] 10
shor [71] 5
wong1 [71] 7
wong2 [71] 10

Tabela 6.1: Conjunto de funcoes nao suaves considerado nos testes computacionais.

Os resultados da aplicagao de dois métodos de procura em padrao a este conjunto de
problemas sao relatados na Tabela 6.2. A versao base corresponde a uma implementacao
simples da procura em padrao, com um passo de sondagem oportunista. Como base positiva a
explorar no passo de sondagem consideramos a base [ —1|. Nao foi implementado qualquer
passo de procura e o comprimento do passo foi reduzido a metade em iteracoes sem sucesso
e mantido constante nas iteracoes bem sucedidas. Esta versao base coincide com a do
Capitulo 5. A versao ordem-ds difere da versao base apenas na ordenacgao das direcgoes
de sondagem, que ¢ feita de acordo com o procedimento descrito na Figura 5.2. Como
indicador de descida considerou-se a direccao simétrica do gradiente simpléctico, sendo este
calculado numa variante guarda-todos (ver a Secc¢ao 5.1). Imediatamente antes do passo
de sondagem, o algoritmo tenta construir um gradiente simpléctico a partir de um conjunto
em equilibrio-A (consideramos A igual a 100), com o maior nimero de pontos permitido.
Este nimero de pontos deverd estar entre S, = (n+1)/2 € Spax = 2n + 1, de acordo
com a notacao da Seccao 5.6. Esta versao corresponde a estratégia que permitiu alcancar os
melhores resultados computacionais na Seccao 5.6, diferindo apenas no ntimero de pontos

permitido na construcao de um gradiente simpléctico. Neste caso, permite-se o calculo de
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gradientes simplécticos sobredeterminados (sp.. = 2n + 1). Como critério de paragem
considerou-se um valor do comprimento do passo inferior a 107°.

A coluna fmelhor da Tabela 6.2 representa o melhor valor para a funcao objectivo, rela-
tado na referéncia considerada, favals designa o nimero total de calculos da funcao objectivo

e fvalor denota o valor da funcao objectivo na iterada final calculada pelo algoritmo.

favals fvalor
problema | fmelhor base | ordem-ds base [ ordem-ds
activefaces | 0.00e-+00 913 713 2.30e+00 | 2.30e+00
elattar 5.60e-01 1635 569 6.66e+00 6.91e-01
EVD61 3.49e-02 538 335 3.16e-01 9.07e-02
filter 6.19e-03 370 333 9.50e-03 9.50e-03
goffin 0.00e+00 22526 17038 0.00e+00 | 0.00e+00
HS78 -2.92e+00 329 212 -1.52e+00 | 2.07e-04
L1HILB 0.00e+00 | 3473240 7660 2.33e+00 2.20e-01
MXHILB 0.00e+00 26824 3164 1.24e400 | 1.24e400
osborne2 4.80e-02 727 761 2.80e-01 1.01e-01
PBCl1 2.23e-02 287 264 4.39e-01 4.34e-01
polak2 5.46e+01 2179 1739 5.46e+01 | 5.46e+01
shor 2.26e+01 215 257 2.43e+01 | 2.34e+01
wongl 6.81e+02 343 366 6.85e+02 | 6.85e+02
wong?2 2.43e+-01 819 763 3.97e+01 | 2.58e+01

Tabela 6.2: Resultados computacionais relativos & ordenacao das direcgoes de sondagem, recor-
rendo a gradientes simplécticos, quando aplicada a um conjunto de problemas nao suaves.

Os resultados evidenciam, de forma clara, a vantagem da utilizacao de uma estratégia de
ordenagao das direccoes de sondagem, quando minimizamos fun¢oes nao suaves com recurso
a um método de procura em padrao. A reducao média no nimero de cédlculos da funcao
objectivo é, aproximadamente, 27%, sendo em alguns casos bastante significativa. Quando
ocorre um acréscimo no numero de calculos, este é relativamente pequeno. A reducao média
obtida na Seccao 5.6, para funcoes continuamente diferencidveis, foi de cerca de 50%.

Os métodos de procura directa direccional sao bem compreendidos, quer de um ponto de
vista tedrico, quer na sua vertente numérica. Porém, a sua aplicacao a fungoes nao suaves nao
esta estudada com a mesma profundidade. Neste tipo de fungoes existem caracteristicas que
podem conduzir a um pior desempenho numérico destes métodos. Neste capitulo analisdmos
algumas propriedades dos gradientes simplécticos que, de certo modo, validam o desempenho

numérico observado na pratica.
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Capitulo 7

Dois novos algoritmos para

Optimizacao Sem Derivadas

Neste capitulo propomos dois novos algoritmos para a minimizacao de uma funcao
f : R* — R, nao sujeita a restrigoes e para a qual nao dispomos de qualquer informacao
acerca das derivadas. O primeiro algoritmo, descrito na Secgao 7.2, é um método de procura
directa direccional curvilinea. O segundo método, exposto na Seccao 7.4, consiste numa
abordagem hibrida, combinando as procuras directa e unidireccional.

Como foi referido no Capitulo 2, uma das classes de métodos adequadas a resolucao
de problemas de OSD é a classe dos métodos de procura directa direccional. De acordo
com o que foi visto no Capitulo 3, as propriedades de convergéncia global desta classe de
algoritmos resultam da andlise do comportamento da funcao ao longo de direcgoes com
determinadas propriedades de descida, em particular, ao longo de vectores pertencentes a
conjuntos geradores positivos ou a bases positivas (ver a Secc¢ao 3.1). No primeiro algoritmo,
propomos a substituicao dos vectores por curvas.

O uso de direcgoes curvilineas, em algoritmos de optimizacao baseados em derivadas,
remonta as contribuigdes de McCormick [74], Moré e Sorensen [77] e Goldfarb [47]. Mais
recentemente, Ferris, Lucidi e Roma [42] utilizaram uma estratégia ndo monétona num algo-
ritmo de procura unidireccional curvilinea. Uma extensao deste ultimo algoritmo, adequada
a optimizagao de grandes dimensoes, foi proposta por Gould, Lucidi, Roma e Toint [48].
Em qualquer destes casos, uma vez que as derivadas da funcao sao conhecidas, o principal
objectivo, ao utilizar direcgoes de procura curvilineas (e, em particular, direc¢oes de curva-
tura negativa), é garantir a convergéncia global dos algoritmos para pontos estacionarios que
satisfacam as condigOes necessarias de segunda ordem.

Na ausencia de derivadas, o nosso objectivo passa por incorporar, nos algoritmos, alguma
informacao relativa a curvatura da funcao objectivo, no sentido de os tornar mais eficientes.

Foi esta a motivacao para o primeiro algoritmo, que pode ser visto como um método de
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procura directa direccional curvilinea. Cada uma das curvas consideradas tem uma forma
quadrética, definida por um indicador de descida simpléctico e uma direc¢ao pertencente a
um conjunto gerador positivo para R".

Nos Capitulos 5 e 6 desta dissertacao, evidenciou-se a utilidade dos indicadores de descida
baseados em derivadas simplécticas (e, em particular, das direc¢oes simétricas dos gradientes
simplécticos), como processo de melhoramento da eficiéncia de uma iteracao de um método
de procura directa direccional. Os gradientes simplécticos sao, ainda, utilizados como di-
recgoes de procura nos algoritmos descritos no Capitulo 4 (como, por exemplo, no método
de filtro implicito de Bortz e Kelley [15] ou na versao de procura unidireccional proposta
por Conn, Scheinberg e Vicente [24]). Assim sendo, parece-nos adequado combinar os algo-
ritmos de procura unidireccional baseados em gradientes simplécticos (considerando o seu
bom desempenho), com os métodos de procura directa direccional (dada a sua robustez).
Com esta motivagao, desenvolvemos um algoritmo hibrido, situado entre um método de pro-
cura unidireccional baseado em derivadas simplécticas (de primeira e segunda ordem) e um
método de procura directa direccional.

Na Seccao 7.1 sao apresentados os conceitos necessarios a andlise de convergéncia glo-
bal dos dois algoritmos. O método de procura directa direccional curvilinea é descrito na
Secgao 7.2. A Secgao 7.3 é dedicada a sua analise de convergencia global. Uma descri¢ao
detalhada da estrutura do algoritmo hibrido de procura directa e unidireccional encontra-
-se na Secgao 7.4, sendo as respectivas propriedades de convergencia global analisadas na

Seccao 7.5.

7.1 Decréscimo suficiente e direccoes de descida

simpléctica

Como foi visto no Capitulo 3, a analise da convergéncia global dos métodos de procura
directa direccional assenta em dois procedimentos: na amostragem da funcao objectivo ao
longo de direccoes com propriedades de descida adequadas e no uso de uma estratégia de
globalizacao, que garanta a convergéncia para zero de uma subsucessao de comprimentos do
passo.

Uma estratégia de globalizacdo pode basear-se, por exemplo, no uso (implicito) de gre-
lhas racionais, em que o espacamento entre pontos é da ordem do comprimento do passo
(ver a Subsecgao 3.2.3). Neste caso, para aceitar um novo ponto gerado pelo algoritmo,
é apenas exigido um decréscimo simples do valor da funcao a minimizar. Impondo algu-
mas hipdteses relativas a estratégia utilizada na actualizagao do comprimento do passo e ao

calculo das direccoes que constituem os conjuntos geradores positivos considerados, garante-
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-se a convergéncia de uma subsucessao de comprimentos do passo para zero (ver, novamente,
a Subsec¢ao 3.2.3). Quando utilizamos ‘direcgdes’ de procura curvilineas é dificil garantir, a
priori, que os pontos gerados pelo algoritmo pertencem a algum tipo de grelha ou reticulado
racional. Como alternativa, pode considerar-se uma estratégia de globalizacao baseada na
exigéncia de um decréscimo suficiente para o valor da funcao objectivo. Na auséncia de
derivadas ou de suas aproximacoes, uma condi¢ao de decréscimo suficiente para aceitar um
novo ponto pode ser idéntica a da expressao (3.3).

O outro elemento essencial na andlise de convergéncia global de um método de pro-
cura directa direccional sao as propriedades dos conjuntos geradores positivos. Para funcoes
continuamente diferencidveis, a Proposicao 3.1.2 garante a existéncia de uma direccao de
descida entre os vectores pertencentes a um conjunto gerador positivo. No entanto, o teste
das direcgoes de sondagem pode resultar num nimero excessivo de calculos para a funcao.
Com o objectivo de melhorar a eficiéncia deste procedimento de amostragem, propos-se, na

Secgao 5.1, a construgao de indicadores de descida baseados em derivadas simplécticas.

O calculo de derivadas simplécticas foi descrito na Seccao 4.1. No caso linear, as com-
ponentes de um gradiente simpléctico, ¢, calculado num ponto x, coincidem com os coefi-
cientes do termo linear de um modelo de interpolacio m(y) = ¢ + g¢'(y — x), centrado
em x e que interpola a fun¢ao nos restantes pontos do conjunto de amostragem. No caso
quadratico, um modelo de interpolagao polinomial proporciona, simultaneamente, um gra-
diente simpléctico, g, e uma Hessiana simpléctica, H.

Foi referido, anteriormente, que a qualidade das derivadas simplécticas, enquanto apro-
ximacgoes das verdadeiras derivadas, depende, de forma directa, da qualidade da geometria
do conjunto de amostragem considerado (ver a Subseccao 4.1.3). De facto, se um gradiente

simpléctico, g, é calculado num ponto z, a partir de um conjunto em equilibrio-A, entao
V(@) = gl < keg A, (7.1)

onde K., > 0 depende, essencialmente, da constante A > 0 e da constante de Lipschitz
de V f, ambas referentes a uma bola de raio A, centrada em z, que contém o conjunto de
amostragem. No caso quadratico, supondo a continuidade & Lipschitz de V2f na mesma

bola, é possivel deduzir limites analogos para o valor do erro nas derivadas simplécticas:
IVf(z) = gll < teguA® e ||V f(2) = H|| < ken A (7.2)

Este assunto é analisado em Conn, Scheinberg e Vicente [26, 23].
Na Seccao 5.1 descreveu-se o uso de gradientes simplécticos e, mais geralmente, de deri-

vadas simplécticas para calcular indicadores de descida. Nao podemos afirmar que a direccao
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simétrica de um gradiente simpléctico é uma ‘verdadeira’ direc¢ao de descida (no sentido em
que faz um angulo agudo com a direcgao simétrica do gradiente). No entanto, os gradientes
simplécticos sao boas aproximagoes dos verdadeiros gradientes, quando calculados a partir
de conjuntos de amostragem com geometria adequada. Assim, se pretendemos considerar
como indicadores de descida outra forma de direcgoes simplécticas, devemos relacioné-las
com estes gradientes. Com este objectivo, consideremos um gradiente simpléctico g # 0,
calculado num ponto . Uma direccao d, calculada usando derivadas simplécticas, diz-se
uma direc¢ao de descida simpléctica se existirem constantes ¢; e ¢ em (0, 1], independentes
de z, g e d, tais que:

g'd < —algl® e lld| < el (7.3)

Seja, agora, ¢ = c¢1/ca. Nota-se que as duas condigoes anteriores implicam que d e —g

formam um angulo suficientemente afastado de m/2:

-
—g d 1
cos(—g,d) = ——— > — = ¢z > 0. (7.4)
gl ldll — 2
E sempre possivel calcular uma direccao de descida simpléctica ao escolher d = —g.

Quando temos disponivel uma matriz Hessiana simpléctica indefinida, podemos tentar
calcular uma direccao de descida simpléctica com curvatura negativa. Uma direccao de
descida simpléctica com curvatura negativa, d, calculada num ponto z, é uma direccao de
descida simpléctica que satisfaz d' Hd < 0, onde H representa a matriz Hessiana simpléctica

calculada em z.

7.2 Um método de procura directa direccional

curvilinea

Um método de procura directa direccional curvilinea, nos moldes por nés propostos, segue
um procedimento de minimizacao em tudo anadlogo ao de um método de procura directa
direccional com uma estratégia de globalizagao baseada em decréscimo suficiente. Contudo,
permite o uso de curvas na procura local em torno da iterada corrente, realizada no passo de
sondagem. Quando um indicador de descida simpléctico, ¢, esta disponivel na iteragao k, o
passo de sondagem do algoritmo consiste no teste de pontos pertencentes a familia de curvas
definida por

g(@) = gpa(@) = zp+’y +ad, a > 0, (7.5)

onde d representa uma direccao pertencente ao conjunto gerador positivo Dj. Caso nao

esteja disponivel um indicador de descida, a procura local restringe-se as direc¢oes definidas
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pelo conjunto gerador positivo Dy, ao testar pontos da forma xp + ad, com d € Dy e o > 0.
O critério para aceitacao de um ponto como uma nova iterada do algoritmo baseia-se numa
condicao de decréscimo suficiente.

De acordo com o que foi dito na Secgao 5.1, a qualidade dos indicadores de descida
simplécticos, enquanto direcgoes de descida, depende, de forma directa, da qualidade das
derivadas simplécticas utilizadas no seu calculo. Por sua vez, esta qualidade depende do
bom equilibrio do conjunto de amostragem, usado no céalculo das derivadas simplécticas. De
forma a garantir este bom equilibrio, cada conjunto de amostragem é extraido de uma regiao
de confianga, neste caso interpretada como uma bola fechada B(xy; Ay), centrada em xj (a
iterada corrente do algoritmo) e de raio Ay. O raio Ay estd directamente relacionado com
o comprimento do passo, ay_1, utilizado no ultimo passo de sondagem do algoritmo. Antes
do calculo de um indicador de descida simpléctico, ¢4, é feito um teste ao equilibrio-A do
conjunto de amostragem, para uma constante A > 0 relativamente pequena.

Uma descricao esquemética de um método de procura directa direccional curvilinea
encontra-se na Figura 7.1, utilizando regras para a actualizacao do comprimento do passo
tao simples quanto possivel. Estas regras podem ser mais flexiveis. Em particular, podem
adoptar uma estratégia semelhante a descrita na Figura 3.2.

Na Seccao 5.1 foram sugeridas algumas estratégias para a gestao dos conjuntos de pontos
de amostragem no decurso do processo de minimizagao, com o objectivo de calcular indica-
dores de descida baseados em derivadas simplécticas. Estas estratégias foram incorporadas
na implementacao computacional do algoritmo de procura directa direccional curvilinea. Na
analise das propriedades de convergencia global do método é apenas necessario impor um
limite uniforme a norma dos indicadores de descida, ;. Na prética, uma normalizacao dos
vectores permite satisfazer esta condigao. Por outro lado, é possivel provar que gradientes
simplécticos, construidos a partir de conjuntos em equilibrio-A, sao uniformemente limitados
em norma, desde que a func¢ao a avaliar seja continua & Lipschitz (ver Conn, Scheinberg e
Vicente [26, 23]).

7.3 Analise de convergéncia global do método de

procura directa direccional curvilinea

Se a funcao f for limitada inferiormente, entao é possivel garantir que a sucessao dos com-
primentos do passo gerados pelo algoritmo converge para zero. Este comportamento é uma
consequencia directa da condi¢ao de decréscimo suficiente imposta e da estratégia utilizada

na actualizacao do comprimento do passo.
Teorema 7.3.1. Seja verdadeira a Hipotese 3.2.1. A sucessao de comprimentos do passo,
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Um Método de Procura Directa Direccional Curvilinea

Inicializagao
Escolher g € R™, ag > 0, A >0, 0 > 1 e ¢ > 0. Escolher um conjunto
gerador positivo, Dy, para R™. Considerar k = 0.

Calculo de um indicador de descida simpléctico

Para k > 0, seja Ay = oag_1max4ep, , ||d||. Tentar identificar um
conjunto de pontos em equilibrio-A, para os quais se conheca o valor
da funcao, contido em B(x;Ag) e que inclua xp. Em caso de sucesso,
calcular um indicador de descida simpléctico, ¢.

Teste ao decréscimo suficiente
Testar a condigao de decréscimo suficiente f(z) < f(z))—cai, para pontos
x da forma:

e v =11 + Oé%Lk + apd, d € Dy, se esta disponivel um indicador de
descida simpléctico na iteracao k;

o © =uxp + apd, d € Dy, caso contrario.

Assim que se identifique um ponto que satisfaz a condicao de decréscimo
suficiente, terminar o teste e declarar a iteracdo como bem sucedida. Caso
contrario, declarar a iteracao como um insucesso.

Actualizagao da iterada corrente e do comprimento do passo

Se a iteracao foi bem sucedida, entao x;41 = x e considerar a1 = 2 ou
agy+1 = ag. Caso contrario, xp11 = xp € g1 = ag/2. Escolher um novo
conjunto gerador positivo Dy41 para R™. Incrementar k em uma unidade
e regressar ao passo onde ¢é calculado o indicador de descida simpléctico.

Figura 7.1: Um método de procura directa direccional curvilinea.

gerada por um método de procura directa direccional curvilinea, satisfaz

lim oy, = 0. (7.6)

k—+o00

Demonstracdo. Suponhamos que é infinito o conjunto de indices, S, correspondentes a

iteragoes com sucesso. Seja {xy} a sucessao de iteradas gerada por um método de procura di-
. . , . ~ ~ 2

recta direccional curvilinea. Se k é uma iteragao com sucesso, entao f(zp41)— f(zx) < —cag.

Em iteragoes sem sucesso xpyq = & e como tal f(xpyq1) — f(xr) = 0. Assim,

n

f(o) = flan41) = Zf(xk) — f(xp1) > Z cai.

k=0;keS
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VT . . . ~ .. - n 2
Como f é limitada inferiormente em L(xg), a sucessao das somas parciais S, = > k=0:kes C O
é convergente, o que implica

}ﬁlgg ag = 0. (7.7)

Este limite generaliza-se a qualquer subsucessao de comprimentos do passo gerada pelo
algoritmo. Para £’ suficientemente grande, indice de uma iteracao sem sucesso, consideremos

Iy = max{k : k € Sek < k'}. A estratégia utilizada na actualizacdo do comprimento

do passo garante que ayp < ﬂ% Esta desigualdade, em conjunto com o limite (7.7),

permite-nos concluir que

lim o4 = 0.
k—+00
Suponhamos agora que existe um nimero finito de iteragoes com sucesso. Se o conjunto

das iteragoes com sucesso ¢ vazio entao, para todo o k, ap = 2. Caso contrrio, seja [ o

ultimo indice correspondente a uma iteracao com sucesso. Para todo o k > [, ap < 2,ff,2.

Em qualquer dos casos obtém-se o resultado pretendido. O

A semelhanca do que foi feito no Capitulo 3, para garantir a convergéncia para um ponto
estaciondario, da sucessao de iteradas gerada por um método de procura directa direccional,
necessitamos de restringir a escolha dos conjuntos geradores positivos, Dy, nao permitindo
medidas do coseno demasiado proximas de zero. Os vectores de Dy devem, ainda, ser

limitados em norma (inferior e superiormente).

Hipétese 7.3.1. Ezistem d,uipn, dmaz € Kmin tais que

0 < dmin < ||d|| € das, Vd € Dy, Vk € Ny

I{(Dk) > Emin > 0, VkeNo.

Esta hipdtese é trivialmente satisfeita se D, for escolhido a partir de um conjunto finito
de conjuntos geradores positivos (nao contendo o vector nulo).
A demonstracao do proximo teorema inspira-se, em parte, na demonstracao do Teo-

rema 3.2.3 (ver ainda Kolda, Lewis e Torczon [58]).

Teorema 7.3.2. Seja {x} a sucessio de iteradas gerada por um método de procura di-
recta direccional curvilinea, que utiliza conjuntos geradores positivos, Dy, a satisfazerem a
Hipotese 7.53.1.

Consideremos verdadeiras as Hipoteses 3.2.1 e 3.2.3 e suponhamos, ainda, que o gradi-
ente Vf € continuo a Lipschitz num aberto contendo L(x), com constante gy > 0.

Se a sucessao de indicadores de descida for limitada, i.e., se existir M > 0 tal que

k]l < M,VEk € N, entao existe pelo menos uma sucessao infinita de iteradas sem sucesso e
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qualquer ponto limite de uma sucessao de iteradas sem sucesso € estaciondrio, ou seja,
liminf ||V f(x)|| = 0.
k—+o00

Demonstracao. Tendo em conta o Teorema 7.3.1 e a estratégia de actualizacao do compri-
mento do passo utilizada pelo algoritmo, garante-se a existéncia de uma subsucessao de
iteracoes sem sucesso, indexada por N, cujos comprimentos do passo convergem para zero
(ver a demonstracao do Teorema 3.2.4). Seja k € N o indice correspondente a uma destas

iteracoes.

Para k suficientemente grande (e consequentemente «y suficientemente pequeno), se na
iteracao k£ do algoritmo nao foi possivel calcular um indicador de descida, entao o Teo-

rema 3.2.3 com p(a) = ca? (ver a equagao (3.7)) permite-nos concluir que

C

A <7Vfdmax+d '_) . (78)

VIl <

Suponhamos, agora, que na iteracao k o algoritmo calculou um indicador de descida .

Como k é uma iteragao sem sucesso,
flzp + i +apd) > f(ar) —caj, Yd € Dy.
Uma vez que Dy é um conjunto gerador positivo, existe di € Dy tal que
~Vf(wr) de = w(D)Vf (@)l lldill. (7.9)
Consideremos a curva de equagao g(a) = x3, + o, + ady. Entao,

0< (fog)(ar) = (fog)(0)+caf,

o que implica
0 < Vf(g(tear)) g (trow) o +ca?, com t;, € (0,1).

Para k suficientemente grande, se dividirmos ambos os lados desta desigualdade por ay,
subtrairmos —V f(z)"dr = —V f(g(0))T¢’(0) a ambos os membros e, depois, somarmos e

subtrairmos V f(g(0))"¢'(trax) no segundo membro da desigualdade, obtemos

—Vf(ze) T de < [V f(g(teon)) — VF(g(0)]" g (teon)
+ V(9(0) g (tear) — ¢'(0)] + cay
< vsllg(teaw) — g(O)|| g (tro) |
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+ V(O |9 (trew) — g'(0)]] + c o

Usando (7.9) vem que

1
R(Dr) |

+ 204V £ @) llgll + c ).

IV f(xr)|l < (Wf“lfi@ibk + trapdy| || 2tk tr + d |

Daqui resulta,

(1= e V1V (ol

(7.10)
S m (”)/VthzOé]%Lk -+ tkakdkH ||2tk04kLk -+ dk” -+ CO&k).

Sabemos que a subsucessao dos comprimentos do passo {ay}ren converge para zero.
Este facto, em conjunto com as desigualdades (7.8) e (7.10), permite obter o resultado
pretendido. O

Embora seja desejavel utilizar indicadores de descida com boa qualidade, a analise de
convergencia global desta classe de algoritmos nao depende de forma directa dessa qualidade,
resultando das propriedades das curvas consideradas. Neste sentido, consideremos uma

familia de curvas do tipo {g;(a)}, i € I (e finito), que satisfaz
e g; ¢ uma fungao continuamente diferencidvel em Ry .
e ¢/ é continua & Lipschitz em Ry .
e Para cada iteracao k, existe I, C I tal que:

a) g:(0) = xy, Vi € I,
b) Dy € {gi(0),1 € I},

onde [ representa o conjunto de indices correspondentes as curvas utilizadas na

iteragao k.

Esta familia de curvas permite definir um método de procura directa direccional curvilinea
globalmente convergente (no sentido de se verificar o resultado estabelecido no Teorema 7.3.2).
A escolha particular do conjunto de curvas (7.5) justifica-se por serem simples e semelhantes
as utilizadas em optimizacao baseada em derivadas, quando se tenta incorporar informacao
sobre a curvatura da funcao. Este tipo de curvas possibilita, ainda, um uso directo dos in-
dicadores de descida simplécticos, cuja utilizagao permite melhorar a eficiéncia dos métodos

de procura directa direccional (ver o Capitulo 5).
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Para as curvas consideradas em (7.5), o resultado de convergéncia global, formalizado no
Teorema 7.3.2, pode generalizar-se a qualquer subsucessao de iteradas gerada pelo algoritmo,

desde que se aumente necessariamente o comprimento do passo em iteragoes com sucesso.

Teorema 7.3.3. Sejam verdadeiras todas as hipoteses do Teorema 7.5.2 e suponhamos que

apa1 = 20y em iteragoes bem sucedidas. Entao,

Jm V()] = 0.

Demonstracao. A demonstracao é feita por reducao ao absurdo e a sua estrutura segue
a forma classica das demonstragoes dos algoritmos de regioes de confianga. Suponhamos,

entao, que existe uma subsucessao de iteradas, {zy,}, tal que
|V f(xy,)]| > € >0, para todo o i € Ny. (7.11)

Para cada i € Ny, o Teorema 7.3.2 garante a existéncia de uma primeira iteragao ((k;) = [;,
tal que
€
IVf ()l < - (7.12)

Desta forma, existe uma subsucessao de iteradas, {z;, }, tal que

IVl = 2 para ki <k <; e (7.13)

€
I )l < §,
para ¢ suficientemente grande.

Seja KK = Uen, 1k € No @ k; < k < [;}. Comegamos por provar que todas as iteragoes
k € IC sao bem sucedidas, para k € K suficientemente grande. Para o efeito, suponhamos
que existia uma subsucessao indexada em £ C K de iteragoes sem sucesso. Neste caso,
ao tomarmos o limite em (7.8) e (7.10), para k € L, viria, de (7.6), que {||Vf(xk)|}rec

convergiria para zero, o que contradiz (7.13).

Como todas as iteradas com sucesso, xy, satisfazem a condicao de decréscimo suficiente

f(zp1) — f(x) < —cai, temos, para i suficientemente grande,

l;—1 li—1
Flaw) = fla,) =D fla) = flagm) > > cal. (7.14)
J=k; Jj=k;



Por outro lado, sabemos que

li-1 i1 li-1
|z, =il < D llwy = @il €D dinew 0 + Y Ma. (7.15)
J=ki Jj=k; Jj=k;

De (7.14) concluimos, pelo facto de f ser limitada inferiormente, que

lim Y af = (7.16)

(pois lim; o f(xg,) = lim; 1 f(x1,)).

Para i suficientemente grande, como todas as iteracoes em K sao bem sucedidas, tendo

em conta a forma de actualizacao de a4, nestas iteragoes, vem que

1;—1 li—1 li—1—j li—1—k; li—k;

1 1 1—(1/2)4 " 1
Yo=Y (5 R e <y e = 20y, .
= (2) e (2) =0 = T

Jj=ki J=ki
Logo, usando (7.6), conclui-se que
li—1
lim Y " a; =0. (7.17)

1—+00 4
Jj=k;

Utilizando agora (7.16) e (7.17) obtemos (ver (7.15))

i ([, — 2, ]| = 0. (7.18)

O limite (7.18) permite-nos considerar a norma ||z;, — x,|| tdo pequena quanto se queira.
Desta forma, para 7 suficientemente grande, tem-se, recorrendo a continuidade a Lipschitz

do gradiente V f e a (7.12), que

IVF)ll < IV () = V()] + 1V F ()
< yvrllen — el + [V f ()
_ L f_¢
4 4 2
o que contradiz (7.11). O teorema fica, assim, demonstrado. O
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7.4 Um método hibrido de procura directa e

unidireccional

Uma iteracao do novo algoritmo consiste numa procura unidireccional, usando uma direc¢ao
de descida simpléctica, ou num passo de sondagem de um método de procura directa direccio-
nal. A escolha depende de uma comparagao entre o raio da regiao de confianca considerada
para o calculo da direccao de descida simpléctica e a norma do gradiente simpléctico.

A convergéncia global do algoritmo pode resultar apenas da aplicacao de um dos dois tipos
de passos considerados. Assim, pode dar-se o caso de apenas se aplicarem passos baseados
em direccoes de descida simpléctica, pelo que é necessario assegurar a qualidade destas
direcgoes. De acordo com o que foi referido na Subseccao 4.1.3, tal equivale a monitorizar
e melhorar a qualidade da geometria do conjunto de amostragem utilizado no calculo das
derivadas simplécticas. A nova classe de algoritmos é descrita na Figura 7.2.

O célculo de uma direcgao de descida simpléctica foi descrito na Secgao 7.1. A condigao
de decréscimo suficiente é diferente da descrita no Capitulo 4. O objectivo é incluir um
termo de segunda ordem que incorpore o decréscimo ao longo de uma direccao de descida

simpléctica de curvatura negativa. A nova condi¢ao toma a forma

flar+ Bu) < flzx) +c[Bggw + (82/2)) Hity] - (7.19)

Quando se calcula apenas uma direcgao de descida simpléctica, e nao uma direccao de descida
simpléctica com curvatura negativa, nao existe a garantia de que a quantidade ¢, Hy; seja
negativa. Assim, quando ¢} Hyt, > 0, consideramos H, = 0 e a condicio de decréscimo

suficiente (7.19) toma a forma mais simplificada

flan + Bu) < f(z) + ¢ By wh- (7.20)

A grande diferenca entre o método hibrido de procura directa e unidireccional e os algorit-
mos de procura unidireccional baseados em gradientes simplécticos, descritos no Capitulo 4,
reside no facto do algoritmo hibrido apenas seleccionar o procedimento de procura unidireccio-
nal se o raio da regiao de confianca (que contém o conjunto de amostragem utilizado
no calculo das derivadas simplécticas) for pequeno, relativamente a norma do gradiente
simpléctico calculado. Caso contrario, o algoritmo executa um passo de sondagem, explo-
rando as direcgoes de um conjunto gerador positivo. Por outro lado, a semelhanca do que
é feito no método de procura unidireccional de Conn, Scheinberg e Vicente [24], descrito na
Secgao 4.2, o procedimento de procura unidireccional (backtrack) é aplicado de forma cau-
telosa. Apds um ntumero finito (jaerwar) de passos de backtrack, se a procura unidireccional

tiver falhado, entao a geometria do conjunto de amostragem é verificada e, possivelmente,
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Um Método Hibrido de Procura Directa e Unidireccional

Inicializacao
Escolher 29 € R", ag > 0, A > 0,0 > 1,0 < ¢,7 < 1€ jimaz € N. Escolher um
conjunto gerador positivo, Dy, para R™. Considerar k£ = 0.

Caélculo das derivadas simplécticas

Para k > 0, seja Ay = oag_1 maxg4ep, , ||d|. Tentar identificar um conjunto de
pontos em equilibrio-A, para os quais se conheca o valor da funcao, contido em
B(xk; Ag) e que inclua z;. Em caso de sucesso, calcular um gradiente simpléctico,
gk, €, possivelmente, uma Hessiana simpléctica, Hy. Considerar jocival = Jmaz €
& = 1. Caso nao se consiga identificar um conjunto em equilibrio-A, considerar
gr = 0.

Passo de procura unidireccional (S6 executar este passo se A < &||gxll-)

e Cldlculo de wma direccao de descida simpléctica
Calcular uma direccao de descida simpléctica, ¢, usando as derivadas
simplécticas g e Hi. Se 1 nao for uma direccao de descida simpléctica de
curvatura negativa, entao considerar Hy = 0.

e Teste ao decréscimo suficiente

(A) Para j - 07 17 27 o 7jactual
* Considerar 3 = 77 e avaliar f em xj, + Buj.

x Se se verifica a condicao de decréscimo suficiente

flog + Bu) < flag) +c [ﬂggbk + (52/2)L2Hkbk] ,

entao terminar o passo de procura unidireccional, declarar a iteragao
como bem sucedida e considerar zp 1 = x + PBig.

(B) Se a procura unidireccional nao foi bem sucedida, entao dividir { por
dois e, se necessario, melhorar a geometria do conjunto de pontos usado
no calculo das derivadas simplécticas até que o conjunto de amostragem
esteja em equilibrio-A em B(xp; Ag), para Ar < ||gkl|- Incrementar
Jactual €M uma unidade e repetir o passo de procura unidireccional.

Passo de sondagem

Se Ar > ||gkll, entao testar a condigao de decréscimo suficiente f(zy + apd) <
f(x1)—c(ag]|d||)? para d € Dy,. Se se identificar uma direccao, dy, tal que a condicio
de decréscimo suficiente é satisfeita, entao parar o teste, considerar xy1 = xp + axdy,
e declarar a iteracdo como bem sucedida. Caso contrario, declarar a iteracao como
um insucesso e considerar rg1 = .

Actualizacao do comprimento do passo

Se a iteracao foi bem sucedida, entao considerar api1 = ap ou apyr1 = 2ay. Caso
contrario, axr1 = /2. Escolher o conjunto gerador positivo Dy.q a utilizar na
iteracao k 4+ 1. Incrementar k£ em uma unidade e regressar ao calculo das derivadas
simplécticas.

Figura 7.2: Um método hibrido de procura directa e unidireccional.




melhorada numa regiao de confianca de raio proporcional a dimensao do gradiente simpléctico
(A < &lgkll), mas para um valor de £ menor. Este procedimento é fundamental na anélise
de convergéncia global do algoritmo, embora a sua implementacao pratica possa tomar uma
forma mais ligeira, a fim de melhorar o desempenho numérico do método. E ainda im-
portante notar que no decorrer deste processo (descrito em (B) na Figura 7.2) o gradiente
simpléctico g; e a Hessiana simpléctica Hy podem ser recalculados, alterando igualmente ¢.
O préprio valor de Ay, ao ser alterado, deixa de seguir a regra Ay = ooy_1 maxgep, , ||d||
do principio da iteracao. O processo de encontrar Ay, g e Hy a satisfazerem Ay < &gk |

pode ser do tipo descrito na demonstracao do Lema 4.2.1.

7.5 Analise de convergéncia global do algoritmo hibrido

de procura directa e unidireccional

Comecamos por mostrar que é possivel satisfazer a condicao de decréscimo suficiente num
numero finito de passos de backtrack. Para tal, é necessario supor que é possivel identificar um
conjunto em equilibrio-A, executando apenas um numero finito de passos de melhoramento
do conjunto de amostragem utilizado no célculo das derivadas simplécticas. Consequen-
temente, serd verdadeiro um dos limites no erro das derivadas simplécticas expressos nas
desigualdades (7.1) ou (7.2). Por um passo de melhoramento do conjunto de amostragem
entenda-se a substituigdo de um dos pontos do conjunto. Conn, Scheinberg e Vicente [26]
propuseram algoritmos para a implementacao destes passos de melhoramento, que garantem

a validade da hipdtese seguinte.

Hipétese 7.5.1. Para qualquer valor de Ay, > 0, uma das condi¢oes (7.1) ou (7.2) pode ser

satisfeita apds um numero finito de melhoramentos da geometria do conjunto de amostragem.

O préximo resultado, em conjunto com o Lema 4.2.11, garante a finidade do procedimento

de backtrack utilizado na verificacao da condigao de decréscimo suficiente.

Lema 7.5.1. Seja f uma funcao duas vezes continuamente diferencidvel em R™, cuja Hes-
siana V2f € limitada em R"™ e seja M2y > 0 a respectiva constante. Suponhamos ver-
dadeira a Hipotese 7.5.1. Em qualquer ponto nao estaciondrio, xy, resultante do passo de
procura unidireccional do método hibrido de procura directa e unidireccional, a condi¢ao de

decréscimo suficiente € satisfeita para todos os 3 e & tais que

c3(l—c¢) — €key 2c3(1 —¢) — 2§K69HA> (7.21)

0 < B <min , _
6 ( MV2fC2 2Mv2f62 + A/{eHCQ

'A demonstracio deste lema é facilmente adaptada ao caso (7.2) em que |V f(z) — g|| < keguA2.
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c3(1—c)

max(Keg, KegrA)

0 < ¢ < (7.22)

onde A representa um limite superior para a sucessao dos raios das regides de confianca
consideradas pelo método € Key, Keg € Kem SG0 as constantes dos erros em (7.1) e (7.2).
Desta forma, o procedimento de backtrack termina apds um numero finito de redugoes de

B e & e um numero finito de tentativas de melhorar a geometria do conjunto de amostragem.

Demonstracao. Devemos considerar dois casos distintos, consoante a condi¢ao de decréscimo
suficiente inclua ou nao um termo relativo a Hy # 0.

Suponhamos que 1, nao é uma direccao de descida simpléctica de curvatura negativa.
Entao Hy é tomada como a matriz nula e a condicao de decréscimo suficiente apresenta a
forma (7.20). Aplicando o teorema do valor médio, utilizando o limite do erro no gradiente
simpléctico (7.1), as condigoes (7.3)—(7.4) e a desigualdade Ay < £||gx||, deduzimos, com
tr € (0,1), que

foe + Bu) — flow) = BVf(vk + tefu)
= BIVf(xr+teBu) — V)] o+ BV f(zx) — i) " + Bl w

< B*Myeglleg|® + BregAxllull + Bgy

C2
< /62Mvzfg(—gijbk) + Brieg(Ellgr Dl exll + Boy tr
<

M2 pc Ke
(—6ﬂ —e 1) Bap k.

C3
Assim, a condicao de decréscimo suficiente verifica-se desde que

M2 e K c3(l—c)—¢Er
ST s = B< 3 ) 5ege
c3 c3 Mgz pco Keg

—f

(7.23)

Suponhamos, agora, que ¢, € uma direccao de descida simpléctica com curvatura nega-
tiva. Neste caso, a condigao de decréscimo suficiente a satisfazer é (7.19). Para mostrar o
resultado, consideremos uma expansao quadratica de Taylor, os limites do erro nas derivadas
simplécticas (7.2) e a desigualdade A, < A, para todo o k. Alguns passos sao andlogos aos
utilizados na primeira parte da demonstracao, pelo que sao omitidos. Assim sendo, tem-se,

com t; € (0,1), que

2
flzr+ Bu) — flag) = ﬂvf(xk)Tbk + %LkTV2f($k + kB b
2

= B[V f(r) - gk]TLk + ﬁgi;rbk + %%T[V2f($k + tiBu)
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2 2

—V2f(l’k)]bk + %LkT[sz(:):k) — Hk]bk + %LkTHkLk

52
< BreguDillull + By v + B°Myzg|u||” + 7Akf*€eH||Lk||2
2
+%LkTHkLk
< Briegr (AL gil) ||l + By e + 8> M2y okl || gx
52 - g
+7A/‘€eH02||Lk||||gk|| + o U Hiuy,
et A M, Ak, 2
C3 C3 2 C3 2

A condicao de decréscimo suficiente serd satisfeita desde que

A
_5%4_1_6
C3

u _

v2f G2 éA/‘%ech > ¢
C3 2 C3

0 que equivale a -

_ 2¢3(1 —¢) — %gmegHA o £ < c3(1 —70)‘
2My2pcy + AKepco Kegr A

Os limites para (e £ em (7.21) e (7.22) resultam de (7.23) e (7.24).

Como xp nao é um ponto estacionario, o Lema 4.2.1 garante que é finito o nimero de

g

(7.24)

redugoes de Ay e de tentativas de melhorar o conjunto de amostragem de forma a garantir
que ¢ satisfeito um dos limites do erro nas derivadas simplécticas (7.1) ou (7.2), em B(xy; Ag),
para Ay < £||gk||, no processo descrito em (B) na Figura 7.2. A demonstragao finaliza-se

notando que (7.21) e (7.22) implicam um nimero finito de redugoes de (5 e de &. O

O limite superior, A, para A; pode ser assegurado através de ay,; = min(2ay, @), nos
casos em que se queira aumentar oy em iteragoes com sucesso (com @ > 0 independente
de k).

Como resultado do Lema 7.5.1 e da estratégia para actualizar o valor de (3, podemos

garantir que [ é limitado inferiormente por

c3(1 —¢) = Ekey 203(1 —¢) — 2&@691{5) _

> § = mi : - 7.25
ﬁk - /6 T ( MvszQ QMVZfCQ + A/{eHCQ ( )

onde £ é um numero positivo a satisfazer

F c3(l —c)

max (Keg, KegrA)

Analogamente ao que foi feito na analise de convergéncia global do método de procura

directa direccional curvilinea (ver a Secgao 7.3), vamos supor que as direcgoes que constituem
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os conjuntos geradores positivos sdo limitadas em norma (inferior e superiormente) e que
a medida do coseno destes conjuntos geradores positivos é suficientemente afastada de zero
(Hipdtese 7.3.1). Estamos, agora, em condi¢oes de estabelecer a convergéncia global do

método hibrido de procura directa e unidireccional.

Teorema 7.5.1. Seja {z} uma sucessao de iteradas gerada por um algoritmo hibrido de
procura directa e unidireccional, que utiliza conjuntos geradores positivos, Dy, a satisfazer a
Hipotese 7.53.1.

Seja f uma funcdo duas vezes continuamente diferencidvel em R™, cuja Hessiana V2 f é
limitada em R"™ e seja Myz25 > 0 a respectiva constante. Suponhamos, ainda, verdadeiras as
Hipoteses 3.2.1 e 7.5.1.

Entao,

lim inf |V f(z,)|| = 0.

k—-+o00

Demonstracao. Suponhamos que existe uma sucessao infinita de iteragoes com sucesso.

Nesta situagao, devem analisar-se dois casos distintos:

e Existe uma subsucessao de iteragoes com sucesso tal que
flarn) < flaw) +c [Brgy o+ (52/2)u Hiw]
e Existe uma subsucessao de iteragoes com sucesso tal que

fl@ren) < flaw) — clonl|dil])*. (7.26)

No primeiro caso, uma vez que f é limitada inferiormente em L(xg), a condigao de
decréscimo suficiente garante que existe uma subsucessao de iteracoes com sucesso, indexada
pelo conjunto S, tal que

}ﬂiéglﬁkgl;rak +(B2)2)1f Hytye = 0.

Uma vez que 1 ¢ uma direcgao de descida simpléctica com curvatura negativa ou que Hy = 0,

concluimos que

. T : 2 T —
Egglﬁkgk =0 e }ﬁlergl(ﬁk/Q)LkaLk = 0.

Usando o limite inferior definido em (7.25) temos que

lim g, ¢, = O.
hes Ik

Sabemos que ¢, é uma direcgao de descida simpléctica, logo g, 1 < —c1|gx/|?, para todo o k.
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Daqui se conclui que

lim| g4 = 0.

Os limites do erro nas derivadas simplécticas, expressos nas desigualdades (7.1) ou (7.2), em

conjunto com o facto de A, < ¢||gx||, para algum & € (0, 1] e para todo o k, garantem que
li = 0.
Lim [V f (2 )[| = 0

Consideremos, agora, o caso em que existe uma subsucessao de iteragoes com sucesso a
satisfazer (7.26). O Teorema 3.2.1, com p(ay) = c(ag||di||)?, garante a existéncia de uma
subsucessao de comprimentos do passo a convergir para zero. A estratégia de actualizacao
do comprimento do passo garante a existéncia de uma subsucessao de iteracoes sem sucesso,
com indices no conjunto N, para a qual a correspondente sucessao de comprimentos do passo
converge para zero (ver a demonstragdo do Teorema 3.2.4).

Aplicando o Teorema 3.2.3 (equagao (3.5)), com p(ay) = c(ag||dy||)?, obtém-se

1

VIl <

a (Myz2s + ¢) dmaz, Yk €N
Como {ay} converge para zero em A, vem que

lm [V F(a)] = 0.

Para finalizar a demonstracao, é necessario considerar o caso em que existe apenas um
ntumero finito de iteragoes com sucesso. Nesta situagdo, {ax} converge para zero e xp =
Z a partir de uma certa ordem. Recorrendo novamente ao Teorema 3.2.3, com p(ay) =

¢ (ag||d|])?, concluir-se-ia que V f(z) = 0. O

126



Capitulo 8

Breve introducao aos métodos de
procura directa direccional para

problemas com restricoes

Consideremos agora um problema de optimizac¢ao nao linear com restri¢oes, escrito na forma

min f(x) (8.1)
onde f: Q CR" — RU {400} é uma funcao definida em €. Um ntimero significativo de
algoritmos de OSD que lidam com restrigdes geram apenas iteradas admissiveis (ou seja,
iteradas que satisfazem as restri¢oes impostas). Como foi referido no Capitulo 2, o objectivo
de um utilizador, quando aplica um algoritmo de optimizacao a um problema de OSD,
nao passa necessariamente pela determinagao de um minimizante local ou global, dado o
custo envolvido no seu calculo. Em muitos casos, considera-se suficiente um melhoramento
significativo do valor previamente conhecido para a funcao objectivo. A admissibilidade das
iteradas geradas pelo algoritmo, ao longo do processo de optimizagao, permite que este seja
interrompido a partir do momento em que o utilizador considere o valor da funcao objectivo
como aceitavel. Por outro lado, nao existe a garantia de que a fun¢ao objectivo esteja definida
fora da regiao admissivel do problema.

Existem varias metodologias para resolver problemas com restri¢oes em Optimizagao Nao
Linear. Uma abordagem popular, nos anos 60 e 70, para lidar com restrigoes nao lineares,
mas que encontra aplicagao actual em OSD, consiste na utilizacao de funcoes de penalidade
e de barreira. Os algoritmos baseados em fungoes de penalidade permitem gerar iteradas nao
admissiveis, adicionando a funcao objectivo um termo envolvendo, tipicamente, o produto
de um parametro de penalidade por uma medida de nao admissibilidade. Nas fungoes de

barreira, o termo que é adicionado a fungao objectivo tem uma composicao diferente. Neste
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caso, é adicionada uma fun¢ao (multiplicada por um parametro de barreira), que se aproxima
do valor +00 quando pontos estritamente admissiveis se aproximam da fronteira da regiao
admissivel. Desta forma, os métodos baseados em fungoes de barreira geram sempre iteradas
admissiveis.

Como foi referido, em OSD é conveniente que um algoritmo gere sempre iteradas que
satisfacam as restri¢oes do problema, o que justifica a utilizagao de uma fungao de barreira.
A fungao de barreira utilizada em OSD (e, em particular, na procura directa direccional)
tem uma composicao diferente das funcoes de barreira cldssicas. Os algoritmos sao aplicados,

nao a funcao f, mas a funcao de barreira, fq, definida por

f(x), sexe€q,

- (8.2)
+00, caso contrario.

fa(z) =
A fungao de barreira pode ainda ser escrita como fo = f + Vg, em que Vg é a fungao
indicatriz de Q (que vale zero em 2 e +00 caso contrario). Resulta desta definicdo que nao
¢é necessario avaliar a fungao objectivo em pontos nao admissiveis. Em vez disso, é atribuido
o valor +o00 a fungao de barreira, algo compativel com os métodos de procura directa que se
baseiam apenas em comparacoes entre os valores da funcao.

Os métodos de procura directa direccional para optimizacao sem restri¢oes, descritos
no Capitulo 3, sao directamente aplicaveis a minimizacao de fo. Contudo, a técnica de
barreira nao pode ser aplicada recorrendo a um conjunto gerador positivo arbitrario. De
facto, encontrar uma direccao que diste, em amplitude, menos de 90° da direccao de descida
maxima, nao é o suficiente para garantir a convergencia global na presenca de restrigoes. A
exigéncia de admissibilidade pode inviabilizar um passo que garantiria decréscimo do valor
da funcao objectivo. As direccoes a explorar devem reflectir a geometria da regiao admissivel
em torno da iterada corrente do algoritmo.

No caso das restrigoes consistirem apenas de limites aos valores das varidveis, o conjunto
gerador positivo formado pelas direc¢oes coordenadas e os seus simétricos reflecte adequa-
damente a geometria da regiao admissivel. Desta forma, um algoritmo de procura directa
direccional, quando aplicado & minimizagao da funcao (8.2), que considere sempre no passo
de sondagem este conjunto gerador positivo, apresenta convergéncia global para pontos es-
tacionarios de primeira ordem do problema (8.1) (ver Lewis e Torczon [64]).

Na presenca de restrigoes mais gerais, mas para as quais se conheca o valor das derivadas,
é necessario identificar as restricoes activas, ou quase activas, de forma a construir um
conjunto de geradores positivos adequado. Seja 2 = {z € R" : ¢;(x) < 0,Vi = 1,...,m}.
Dados x € Q e € > 0, define-se o conjunto dos indices das restricoes e-activas no ponto
x por I(z;e) = {i € {1,...,m} : ¢;(x) > —e}. Se as restri¢oes forem lineares, apds um

escalonamento adequado da matriz que define as restri¢oes, constata-se que uma restri¢ao
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é e-activa no ponto = se e s se a distancia de x ao hiperplano que define a restricao nao
excede €.

Suponhamos, numa primeira abordagem, que é possivel calcular as derivadas das funcoes
que definem as restrigoes do problema. Dado z € (2, designa-se por N(x;€) o cone gerado
nao negativamente pelos vectores V¢;(z), com i € I(x;€). O seu cone polar, designado por

T(x;€), é definido como
T(x;e) = {v:w'v<0,Yw € N(zse)} .

Para escolhas adequadas de € e na presenca de uma qualificacao de restri¢oes, = + T'(z;€)
aproxima a geometria da regiao admissivel em torno de x. Esta propriedade garante que um
algoritmo pode percorrer uma distancia de € a partir de x ao longo de qualquer direccao em
T'(x;€) mantendo a admissibilidade. Nota-se que N(x;0) é o cone normal definido em z e
T'(z;0) é o respectivo cone tangente (se, por exemplo, os gradientes das fungées que definem
as restrigoes activas forem linearmente independentes).

Se na iteracao k tivermos N(zx;€) = {0} entdo T'(zx;€) = R™, o que faz com que o
problema possa ser visto, localmente, como um problema sem restricoes. Num contexto de
métodos de procura directa direccional, esta propriedade significa que no passo de sondagem
do algoritmo é suficiente considerar um conjunto gerador positivo para R™. No caso em
que N(zg;€) # {0} varias estratégias podem ser usadas para a constru¢do do conjunto de
direcgoes a considerar no passo de sondagem, desde que se garanta que o conjunto de direccoes
escolhidas reflicta a geometria da regiao admissivel em torno de z;. Foram propostas algumas

abordagens, em que

e D, contém geradores positivos para todos os cones T'(xy;€), qualquer que seja o € €

0, €], onde €, > 0 ¢é independente de k (ver Lewis e Torczon [65]);

e D é um conjunto gerador positivo para o cone T'(xy; €;), onde €x = dpaeQr, COM dppyay
uma constante independente de k tal que ||dg|| < dpnaz, Vdx € Dy (ver Lewis, Shepherd
e Torczon [62] e Kolda, Lewis e Torczon [60]);

e Dy, é um conjunto gerador positivo para o cone T'(xy; €;), onde € é actualizado apenas
nas iteragoes mal sucedidas e é utilizada uma estratégia de globalizagao baseada na im-

posigao de uma condigao de decréscimo suficiente (ver Lucidi, Sciandrone e Tseng [70]).

Quando os geradores de N (zy; €) sdo linearmente independentes, algoritmos para a cons-
trugao de geradores de T'(xy; €) encontram-se descritos em [62, 65, 70]. O caso de restri¢oes
lineares degeneradas é abordado por Lewis, Shepherd e Torczon [62] e por Abramson, Brezh-
neva, Dennis e Pingel [5]. O caso degenerado coloca desafios computacionais adicionais,

quando o ntumero de restrigoes nao redundantes é elevado.
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No caso de restricoes lineares, a sucessao de iteradas gerada por um método de procura
directa direccional apresenta um ponto limite que satisfaz as condigOes necessarias de pri-
meira ordem para o problema (8.1) (ver Lewis e Torczon [65] e Kolda, Lewis e Torczon [60]).
Quando as restrigoes do problema sao gerais, mas ainda no contexto de derivadas conhe-
cidas, sao necessarias algumas hipoteses adicionais sobre a regularidade das restrigoes para
permitir obter um resultado andlogo de convergéncia global de primeira ordem (ver Lucidi,
Sciandrone e Tseng [70]). Neste caso, a estratégia de globalizacao baseia-se numa condigao

de decréscimo suficiente.

Para o caso em que as derivadas (das restrigdes que definem a regiao admissivel do pro-
blema) nao estao disponiveis, Lewis e Torczon [66] sugeriram uma abordagem baseada na
fungao de Lagrangeano aumentado, generalizada em Kolda, Lewis e Torczon [59]. As res-
tricoes que nao sao lineares sao incorporadas na funcao Lagrangeana aumentada, sendo a
solugao do problema obtida através da resolucao (aproximada) de uma sucessao de subpro-
blemas de Lagrangeano aumentado, sujeitos as restantes restricoes. Este método apresenta
propriedades de convergéncia global para pontos estacionarios de primeira ordem, embora

ainda nao existam estudos que viabilizem a sua utilizacao numérica.

Liuzzi e Lucidi [68] desenvolveram e analisaram um algoritmo baseado numa fungao de
penalidade exacta mas nao suave, impondo uma condi¢ao de decréscimo suficiente para a
redugao do seu valor. Nesta funcao penalidade nao sao incluidas as restri¢oes lineares. O
método proposto apresenta propriedades de convergéncia global para pontos estacionarios

de primeira ordem.

Com o objectivo de lidar com restrigoes gerais, Audet e Dennis [10] propuseram a
aplicacao de um método de filtro. A técnica de filtro foi desenvolvida recentemente, por
Fletcher e Leyffer [43] (ver o resumo elaborado por Fletcher, Leyffer e Toint [44]), para
globalizar algoritmos de optimizacao nao linear com restrigoes. De uma forma grosseira,
esta metodologia encara um problema com restricoes como um problema de optimizacao
bi-objectivo, que tenta minimizar simultaneamente a funcao objectivo e uma medida da vio-
lacao das restrigoes, dando alguma prioridade ao segundo objectivo. Recorrendo a anélise
de Clarke [18], Audet e Dennis [10] mostraram, para o seu algoritmo de procura directa
direccional baseado em filtros, a convergéncia de uma subsucessao das iteradas geradas pelo
algoritmo para um ponto que satisfaz as condi¢oes necessarias de primeira ordem de um pro-
blema relacionado com o problema original. Esta discrepancia nos resultados de convergéncia
global obtidos resulta do niimero de direcgoes de procura ser finito.

Num contexto de restrigcoes continuamente diferenciaveis mas cujos gradientes nao estao
disponiveis (sendo aproximados), Dennis, Price e Coope [34] permitiram o uso de um ntimero
infinito de direccoes de procura, embora tenham seguido igualmente uma abordagem de

filtro. Sob a hipdtese de diferenciabilidade estrita da funcao objectivo, num ponto limite da
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sucessao de iteradas gerada pelo algoritmo, garante-se a convergéncia global para um ponto
estacionario do problema original. Neste trabalho, o conceito de envelope de um filtro é
usado como forma de impor uma condic¢ao de decréscimo suficiente para o valor da funcao.

Este trabalho foi generalizado através do método de procura directa com grelha adaptavel
de Audet e Dennis [11], descrito na Seccao 3.3, que utiliza um conjunto de direc¢oes de son-
dagem cuja uniao ¢ assimptoticamente densa em R". Este algoritmo ¢é aplicédvel a problemas
com restricoes gerais, com ou sem derivadas conhecidas, incluindo o caso em que as restrigoes
funcionam como se tratasse de um oraculo, como acontece com alguns cédigos que apenas
retornam sim ou nao como resposta a verificacao da admissibilidade de um ponto. Um tra-
balho mais recente combina a procura directa com grelha adaptavel e conceitos relacionados

com a abordagem de filtro (ver Audet e Dennis [12]).
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Capitulo 9
Resolucao de dois problemas aplicados

De acordo com o que foi referido no Capitulo 2, uma das grandes motivagoes para o desen-
volvimento de algoritmos de OSD e, em particular, para o desenvolvimento dos métodos de
procura directa direccional é o elevado nimero de aplicacoes cientificas e industriais onde
surgem problemas passiveis de resolucao por aplicacao de algoritmos pertencentes a esta
classe.

Neste capitulo descrevemos, de forma sucinta, duas aplicacoes onde a procura directa
direccional assume um papel de relevancia na melhoria das solugoes conhecidas. A Seccao 9.1
descreve um problema de Mecanica Computacional, resultante da simulacao de um sistema
mecanico de potencial contacto com atrito. A Seccao 9.2 respeita a calibracao de parametros
estelares em Astrofisica. Na resolucao de ambos os problemas foram consideradas estratégias
baseadas em derivadas simplécticas, com o objectivo de melhorar a eficiéncia da procura

directa direccional.

9.1 Simulacao de um sistema mecanico de potencial

contacto com atrito

9.1.1 Uma descricao resumida do problema

O estudo da estabilidade dinamica dos estados de equilibrio dos sistemas lineares-elasticos,
com movimento plano, de dimensao finita, que incorporam potencial contacto com atrito,
reveste-se de um interesse pratico significativo. Em primeiro lugar, porque a instabilidade
destes sistemas pode originar oscilacoes induzidas pelo atrito que, por sua vez, podem re-
sultar em ruido e/ou desgaste consideravel das superficies de contacto. Por outro lado,
estes sistemas constituem prototipos para o comportamento plastico-elastico encontrado em

diferentes estruturas, nomeadamente em solos, rochas e betao.
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O modelo representado na Figura 9.1 consiste numa barra horizontal, flexivel e axialmente
deformavel, com massa desprezavel. Uma das extremidades da barra esta encastrada num
bloco fixo, o que impede deslocamentos e rotacoes. A extremidade oposta estd ligada a
um perno rigido, que assume a posicao vertical na configuracao indeformada do sistema
(representada na Figura 9.1) e que assenta num tapete rolante. E o deslocamento deste
tapete que coloca o sistema em movimento. No topo do perno encontra-se uma massa M,
com angulo de rotagao rp; > 0, a distancia hy; > 0 do tapete rolante, conferindo inércia ao

sistema.

()

Ug

\/
@) @

Uny

A 4

Figura 9.1: Configuracao indeformada do sistema mecéanico de potencial contacto com atrito.

Em cada instante, o sistema é caracterizado por um minimo de trés parametros indepen-

dentes. Nesta analise, as coordenadas generalizadas escolhidas sao:

e ur: o deslocamento do ponto inferior do perno, tangente ao tapete rolante. Este
deslocamento considera-se nulo na configuracao indeformada do sistema e positivo a

direita desta configuracao.

e uy: o deslocamento do ponto inferior do perno, normal ao tapete rolante. Este deslo-
camento considera-se positivo sob o tapete rolante e nulo na configuracao indeformada
do sistema. Uma vez que o tapete nao é penetravel, este deslocamento nunca assume

um valor positivo.

e uy: o angulo de rotagao do perno, nulo na configuracao indeformada do sistema e

positivo no sentido directo.
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Uma descricao detalhada do sistema de equagoes diferenciais ordindrias que regem o
movimento encontra-se em Martins, Barbarin, Raous e Pinto da Costa [73]. Considerando

um escalonamento adequado, uma formulagao possivel é dada por

1 0 —hM UT” 1 0 -1 ur 0 rr

e 0 1 0 uy” |+ 0 12p2  6prre uy | =1 |+]| rn

—hy 0 ha 42 ug” —1 6ppry 1+ 4r,2 Ug 0 0
(9.1)

Neste sistema de equagoes diferenciais ordindrias, rr e ry representam as forcas de reaccao
do tapete rolante sobre o ponto inferior do perno, nas direcgoes tangencial e normal, respec-
tivamente. O parametro ¢ > 0 ¢ fixo e usado na conversao adimensional (com valor igual
a 0.15 na implementagao computacional considerada). A segunda matriz do sistema e as
quantidades py e r; estao relacionadas com a rigidez da barra.

O ponto inferior do perno esta sujeito, potencialmente, a contacto (com atrito) com
o tapete rolante. Assim, é necessario considerar alguns constrangimentos adicionais. O

primeiro conjunto de restricoes impoe as leis de contacto unilateral:
uy <0, ry <0, uy ry =0. (9.2)
O ponto inferior do perno deve ainda satisfazer a lei de atrito de Coulomb
rr € pryo(ur —1). (9.3)

Neste caso 1 > 0 representa o coeficiente de atrito e uy’ — 1 a velocidade tangencial do ponto
do perno relativamente ao tapete rolante. Na adimensionalizacao adoptada, a velocidade do

tapete é unitaria. A aplicacao o(-) é definida em R como,

= se x # 0,
o(x) =4 o
[—1,1], sex=0.

E ainda necessério modelar um impacto, ou seja, modelar a situacao em que o perno,
em voo livre, choca com o tapete rolante. No instante de contacto, ha que fazer uma
interpretagao impulsiva das equagdes governativas que regem o movimento (9.1), das leis de
contacto unilateral (9.2) e de atrito (9.3).

O sistema ¢é regido por cinco parametros (adimensionais) independentes,
Wy har, rar, e € pr, que ainda devem satisfazer uma condigao suficiente para a ocorréncia

de instabilidades de Flutter
gty hars Tar, s pi) <0, (9.4)
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onde
g(/J,, hM, ISVE Tk,pk) = [1 + 47”k2 + ’/’M2 + th — hM(2 — 6/J,7”kpk)]2 — 47”M2(47’k2 -+ 6MTkpk)

Do ponto de vista da aplicacao, o objectivo é determinar um conjunto de parametros
para os quais exista perca de contacto do ponto inferior do perno com o tapete rolante. O

correspondente problema de optimizacao pode formular-se como:

min  |uy|
s.aa. >0, hy >0,
ry >0, rp >0,
pr >0,
gy har, rar, Ty pr) < 0.

A regiao admissivel do problema é definida por uma restrigao nao linear e cinco limites ao
valor das variaveis. As derivadas das funcoes que definem estas restrigoes sao, facilmente,
calculaveis.

Cada calculo de um valor para uy implica a integragao, no tempo, do sistema de equacgoes
diferenciais ordindrias (9.1). Neste processo de integracdo, as restrigdes ao sistema (9.2) e
(9.3) s@o consideradas de forma implicita. Este procedimento introduz nao diferenciabilida-

des na func¢ao objectivo, o que torna interessante o recurso a métodos de OSD.

9.1.2 Resultados computacionais

Na resolucao deste problema consideramos um método de procura directa direccional, em
conjunto com as estratégias baseadas em derivadas simplécticas sugeridas no Capitulo 5, de
forma a melhorar a respectiva eficiéncia. Na identificacao dos conjuntos em equilibrio-A e no
calculo das derivadas simplécticas consideraram-se parametros de valor igual aos descritos
na Subsecgao 5.6.

Uma vez que as derivadas das restricoes estao disponiveis, a classificacdo duma res-
tricao como e-activa é feita de acordo com o descrito no Capitulo 8. Neste caso ¢, =
min(€min, 10 ax), com €., = 1071, Quando T'(xy;€e;) = R"™ consideraram-se as duas bases
positivas, [I —I] e [—e I']. Nos restantes casos, o conjunto de geradores positivos para
T'(xy; ) é calculado de acordo com o algoritmo descrito em Lewis e Torczon [65].

A implementacao computacional foi testada num processador dual Intel Xeon (2.2 GHz e
1G de RAM). Cada avaliagao da fungao objectivo demora, em média, cerca de 1.2 segundos
de tempo de CPU. Embora apenas se testem pontos pertencentes a regiao admissivel do

problema, nem sempre a simulacao é bem sucedida, ou seja, nem sempre é possivel gerar um
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estratégia tempo(seg) ‘ %equilibrio ‘ favals ‘ finft ‘ fvalor

ordem-ds,sgradiente (guarda-todos) 2.50e+03 53% 130 28 1.00e-05
ordem-ds,passo-HKT,sgradiente (guarda-todos) 2.51e+03 53% 130 28 1.00e-05
ordem-ds,procura-ds,sgradiente (guarda-todos) 2.60e+03 53% 133 29 1.00e-05
ordem-ds,procura-ds,passo-HKT,sgradiente (guarda-todos) 260€—|—03 53% 133 29 1.00e-05
ordem-dinamica 1.69e+02 — 154 0 | 1.02e-05
ordem-dindmica,passo-ds,shessiana (guarda-todos) 172e—|—02 23% 154 0 1.02e-05
ordem-dindmica,procura-ds,sgradiente (guarda-sucesso) 1.74e+4-02 29% 155 0 1.02e-05
ordem-dindmica,procura-ds,shessiana (guarda-sucesso) 1.73e+402 13% 155 0 1.02e-05
ordem-ds,shessiana (guarda-todos) 2.27e402 21% 157 0 1.01e-05
ordem-ds,passo-ds,shessiana (guarda-todos) 228e—|—02 21% 157 0 1.01e-05
ordem-ds,passo-HKT,shessiana 2.28¢4-02 21% 157 0 1.01e-05
ordem-dindmica,passo-HKT 1.94e+-02 — 159 0 1.02e-05
ordem-dinémica,procura-ds,passo-HKT,

sgradiente (guarda-sucesso) 1.99e+02 29% 159 0 1.02e-05
ordem-dindmica,procura-ds,shessiana (guarda-todos) 176e—|—02 23% 160 0 1.02e-05
ordem-dindmica,procura-ds,passo-ds,

shessiana (guarda-todos) 1.74e+4-02 23% 160 0 1.02e-05
base 2.27e+02 — 161 0 | 1.01e-05

Tabela 9.1: Resultados computacionais para as melhores estratégias na simulacao de um sistema
mecanico de potencial contacto com atrito. Na auséncia de restrigoes e-activas, considera-se como
conjunto de sondagem a base positiva D = [I —1].

valor para uy. Esta situacao é contornada seguindo uma abordagem de funcao de barreira,
descrita no Capitulo 8. Quando o simulador falha, nao calculando um valor para a funcao
objectivo, é atribuido a esta funcao o valor infinito (como se tratasse de uma fungao de
barreira do tipo (8.2)). Em média, a atribuigdo de um infinito demora cerca de 80 segundos
de tempo de CPU, aumentando em 67% o tempo computacional médio correspondente a
uma avaliagao bem sucedida.

Os limites aos valores das variaveis rp > 0 e p, > 0 foram relaxados para ry > 0 e p. > 0,
respectivamente. A restri¢ao nao linear foi igualmente relaxada para g(u, har, 7o, 75, pr) < 0.

A aproximagao inicial fornecida ao optimizador foi
(10, g, 7ar T p] T = [2.2,0.5,1.5,0.7,0.07] T,

correspondendo a |uy| = 0.194605876. Como critério de paragem considerou-se um valor do
comprimento do passo inferior a 107°.

Nas Tabelas 9.1 e 9.2 encontram-se os resultados para as versoes que apresentaram um
desempenho computacional superior ao da versao base do algoritmo de procura directa
direccional. A Tabela 9.1 corresponde ao caso em que, na auséncia de restrigoes e-activas,

se utiliza a base positiva D = [I —I]. No caso da Tabela 9.2, a base positiva considerada
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estratégia tempo(seg) ‘ %equilibrio ‘ favals ‘ finft ‘ fvalor

ordem-ds,shessiana (guarda-todos) 1.36e+4-02 14% 114 0 1.00e-05
ordem-ds,passo-ds,shessiana (guarda-todos) 1.36e+4-02 14% 114 0 1.00e-05
base 1.39e+02 — 117 0 | 1.00e-05

Tabela 9.2: Resultados computacionais para as melhores estratégias na simulacao de um sistema
mecanico de potencial contacto com atrito. Na auséncia de restrigoes e-activas, considera-se como
conjunto de sondagem a base positiva D = [—e I].

na auséncia de restrigoes e-activas é D =[—e I ].

Relativamente ao valor da fungao na iterada final do algoritmo, os resultados nao apre-
sentam diferencas significativas. Em qualquer das tabelas, a ordenacao das direc¢oes de
sondagem, de acordo com um indicador de descida simpléctico, figura entre as estratégias
que apresentam melhor desempenho, quando se considera o total de célculos exigidos para a
funcao. Contudo, nos resultados reportados na Tabela 9.1 nota-se um aumento do nimero de
falhas do cédigo ao avaliar a funcao, quando se utiliza uma estratégia de ordenagao baseada
na direccao simétrica do gradiente simpléctico, calculado numa variante guarda-todos.

De acordo com o que foi descrito no Capitulo 8, a convergéncia dos métodos de procura
directa direccional encontra-se bem estabelecida quando a regiao admissivel é definida por
restrigoes lineares (ver Lewis e Torczon [65]). Na presenca de restri¢oes mais gerais, embora
com derivadas conhecidas, sao necessarias algumas modificagoes algoritmicas (que passam
pela projeccao de pontos na regiao admissivel) e algumas hipdteses adicionais acerca da re-
gularidade das restrigoes, para garantir a convergéncia global dos algoritmos (ver Lucidi,
Sciandrone e Tseng [70]). Na impossibilidade de garantir que estas hipéteses adicionais sao
satisfeitas pelas restricoes do problema em andlise, optamos por linearizar as restrigoes para
os melhores pontos encontrados com a versao nao linear e as duas diferentes bases positivas.
Posteriormente, aplicAmos a procura directa direccional e as estratégias baseadas em deriva-
das simplécticas na resolugao dos problemas correspondentes (agora com restrigoes lineares).
Com esta abordagem, estamos a resolver problemas diferentes do original e nao temos a
garantia que as iteradas geradas pelo algoritmo de procura directa direccional satisfacam a
restrigao nao linear (9.4). Os resultados obtidos sao sumariados nos dois paragrafos seguin-
tes.

Para a base positiva [/ —I|, a estratégia correspondente ao melhor resultado consiste
na ordenacao das direcgoes de sondagem de acordo com a direccao simétrica do gradiente
simpléctico, calculado numa variante guarda-todos. A utilizagao desta estratégia traduziu-
-se num valor final da funcao objectivo igual a 1.00703796e—05, exigindo um total de 175
calculos, dos quais 7 sao infinitos. A versio base do método de procura directa direccional

corresponde o valor da fungao 1.00029056e—05, com um total de 575 calculos e 174 infinitos.
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Quando, na auséncia de restricoes e-activas, se considera como conjunto gerador positivo
a base [—e I], entdo a estratégia que apresenta o melhor desempenho continua a ser a
do paragrafo anterior, embora as derivadas simplécticas sejam calculadas numa variante
guarda-sucesso. O valor da fungao na iterada final é de 1.47019677e—05, com um total de
132 célculos e 35 infinitos. Neste caso, a versao base corresponde a 138 calculos para o valor
da funcao, com 16 infinitos, mas apenas permite obter um valor final para a funcao igual a
1.11235872e—03. As Figuras 9.2 e 9.3 representam a evolucao do valor da funcao objectivo
em funcao do total de célculos efectuados durante o processo de minimizagao, para a versao

base e para a estratégia baseada em derivadas simplécticas com o melhor desempenho.

Problema de contacto com atrito
2,0E-01
o
'S, 1,5E-01 -
c
2 —base
1,0E-01
§ ’ —ordem-ds
2 50602
> k
0,0E+00 T T ]
0 200 400 600
Numero total de calculos para a
funcao

Figura 9.2: Aplicagdo de um método de procura directa direccional & simulagao de um sistema
mecanico de potencial contacto com atrito. Na auséncia de restrigoes e-activas, considera-se como
conjunto de sondagem a base positiva [ —I']. O indicador de descida simpléctico é calculado numa
variante sgradiente, guarda-todos.

E dificil generalizar conclusoes a partir de um tnico problema. Contudo, confirma-se o
valor das estratégias baseadas em derivadas simplécticas como forma de melhorar a eficiencia

da procura directa direccional.
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Problema de contacto com atrito
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Figura 9.3: Aplicagdo de um método de procura directa direccional & simulagao de um sistema
mecanico de potencial contacto com atrito. Na auséncia de restricoes e-activas, considera-se como
conjunto de sondagem a base positiva [—e I']. O indicador de descida simpléctico é calculado numa
variante sgradiente, guarda-sucesso.

9.2 Calibracao de parametros estelares

9.2.1 Descricao do problema

O conhecimento de alguns parametros estelares, em particular os valores da massa e da idade,
permite a caracterizacao da estrutura interna e da evolucao de uma estrela. A determinacao
destes parametros tem um impacto abrangente em Astrofisica, nomeadamente ao nivel das
teorias que descrevem a formagao dos sistemas planetarios e de estrelas e das teorias que
descrevem a evolugao quimica das galaxias.

Para a generalidade das estrelas, exceptuando-se o caso do Sol, o valor destes parametros
nao esta disponivel por observacao directa. Contudo, arbitrando o seu valor, a resolucao das
equacgoes que caracterizam a estrutura interna da estrela permite calcular algumas grandezas
para as quais se dispoem de valores observados, o que permite ajustar os valores arbitrados
e medir a sua qualidade.

A definicao de um modelo tedrico que descreva a evolucao de uma estrela exige o conheci-

mento da massa estelar M, da idade ¢ da estrela e das abundancias iniciais de hidrogénio X,
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de hélio Y e de outros elementos Z. A massa estelar, M, é definida proporcionalmente a
massa do Sol (de valor igual a 1.989e+33 gramas). A idade da estrela, ¢, é expressa em
Gyr (1 Gyr equivale a 1000 milhoes de anos). Os valores de X, Y e Z sao calculados em
percentagem da composicao total da estrela, pelo que é valida a relagao Z =1— X — Y.

Os valores arbitrados para os parametros que caracterizam uma estrela (M, ¢, X e Y)
tém implicacoes na simulagao da evolucao da propria estrela, afectando alguns mecanismos
ainda nao completamente compreendidos. Como exemplo, podemos mencionar o trans-
porte de energia por convec¢ao (no interior da estrela), actualmente descrito pela Teoria de
Comprimento de Mistura. A modelacao da conveccao estelar, recorrendo a referida teoria,
exige considerar dois parametros adicionais: o parametro de convecgao (a) e o coeficiente de
overshooting (ov) (que representa a extensao do niicleo convectivo de uma estrela).

Um modelo tedrico que define a evolucao de uma estrela pode ser caracterizado por seis
parametros nao observaveis (M, t, X, Y, a e ov). Quando se atribui valores a estes seis
parametros do modelo, pode resolver-se as equagoes diferenciais que caracterizam a estrutura
interna e a evolugao da estrela. Estas equacoes modelam a conservagao de massa, a con-
servacao de energia, o equilibrio hidrostatico, a producao e destruicao de elementos quimicos
por reaccoes termonucleares e o transporte de energia. Neste tiltimo caso, a equagao consi-
derada é uma instancia particular de uma equacao de difusao. Da resolucao destas equacoes
resultam algumas grandezas comparaveis as observaveis para a estrela, nomeadamente a tem-
peratura efectiva (7.sr), a luminosidade total (L) e o raio da estrela (R), o qual é utilizado
para determinar a gravidade estelar (g).

Os valores de Tisf, g € de Z/X podem ser directamente observaveis através de andlises
de espectroscopia. As caracteristicas especificas de algumas estrelas permitem, ainda, deter-
minar o valor de L. Desta forma, a calibragao dos seis parametros estelares corresponde ao

problema de optimizagao
min f(M,t, X, Y, a,ov),

em que

2
Teff_TEffObS)2 (L_Lob5)2 %_ %)obs (g_gobs)2
M t,X,Y,a,0v)= | L —H02% ) 4 (| — ") | A X7 ) (22
f( ) ( 6Teff,0b8 6Lobs (5( )obs 5gobs

—~

N

Nesta expressao, o indice obs representa grandezas observaveis e os erros absolutos nas
observagoes sao precedidos da letra 9.

A resolucao deste problema nao é trivial, dada a sua nao linearidade e nao convexi-
dade e devido ao ntimero dos parametros a determinar ser superior ao nimero de grandezas

observéveis (seis e quatro, respectivamente). Actualmente, a idade estelar e a massa sao
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(Mt [ X [V [afov]
07] 10 | — |023]05] 0
1.4 | 10000 | 0.761 | 0.4 | 25| 0.5

Tabela 9.3: Limites a considerar nos valores das varidveis do problema da calibracao de parametros
estelares.

estimadas usando interpolacao em grelhas de modelos estelares, considerando algumas apro-
ximacgoes ad-hoc para as restantes variaveis.

Na Tabela 9.3 estao representados os limites no valor das variaveis. Existe ainda uma
restricao adicional, que modela o valor minimo de outros elementos presentes na estrela, que

nao o hélio e o hidrogénio, com a forma
X+Y <0.991.

Todas as restricoes sao lineares, pelo que é garantida a convergéncia global para um ponto
estacionario, quando aplicamos um método de procura directa direccional a resolugao deste
problema.

Fixando os valores das variaveis M, t, X, Y, a e ov, o cédigo de evolugao estelar CESAM,
Versao 3 (ver Morel [78]) determina os valores de T,rs, L e R correspondentes. O valor de g

é calculado a partir de R considerando

_cM

=T

A constante ¢ resulta do produto entre o valor da constante de gravidade universal e algu-
mas constantes utilizadas para conversao de unidades das varias grandezas envolvidas nos

calculos.

9.2.2 Resultados computacionais preliminares

Numa primeira fase, foi utilizado um algoritmo de procura directa direccional (incorporando
estratégias baseadas em derivadas simplécticas) na estimacao de parametros conhecidos para
algumas estrelas, nomeadamente o Sol e as estrelas HD37124 e HD46375. Pretendia-se
verificar em que condigoes é que o algoritmo de optimizacao escolhido era capaz de reproduzir
(e eventualmente refinar) os parametros conhecidos para estas estrelas. Conforme jé foi
referido, é pratica corrente em Astrofisica calcular o valor destes parametros por interpolacao
em grelhas de pontos, que vao sendo sucessivamente refinadas, o que se traduz num nimero
excessivo de calculos para a funcao objectivo. Num futuro préximo, pretende-se a calibragao

de parametros para estrelas acerca das quais nao existe muita informacao disponivel sobre
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os valores 6ptimos.

A implementagao computacional foi testada num processador Intel Xeon (2.0 GHz e 1G de
RAM). Cada célculo de um valor para a fun¢ao a minimizar, recorrendo ao cédigo CESAM,
demora cerca de 55, 73 e 39 segundos de tempo de CPU para o Sol, a estrela HD46375 e a
estrela HD37124, respectivamente. A semelhanca do que sucede com a simulacao do sistema
mecanico de potencial contacto com atrito, existem conjuntos de parametros, admissiveis face
as restrigoes consideradas para o problema, em que falha o cdlculo do valor da funcao. Como
exemplo, se as abundancias iniciais de hélio (Y') e de hidrogénio (X) nao forem suficientes
para simular a vida da estrela até a idade (t) considerada, o valor gerado pelo cédigo CESAM
nao corresponde ao valor indicado para t, mas sim ao t correspondente a idade em que se
esgota um dos elementos quimicos. Nestas situacoes, é seguida uma abordagem de funcao
de barreira, descrita no Capitulo 8, atribuindo-se o valor infinito a funcao.

Dado o tempo computacional envolvido em cada simulagao relativa a um conjunto de
parametros, restringimos os testes computacionais as versoes base e ordem-ds, utilizando
como indicador de descida simpléctico a direccao simétrica de um gradiente simpléctico,
calculado numa variante guarda-todos (ver o Capitulo 5). Esta tltima versao corresponde
a estratégia baseada em derivadas simplécticas que permitiu a maior reducao no nimero
total de calculos necessarios para a fungao objectivo (ver a Seccao 5.6). Como critério de
paragem considerdmos um valor do comprimento do passo inferior a 10~%.

Na identificacao dos conjuntos em equilibrio-A, a utilizar no calculo das derivadas simpléc-
ticas, consideraram-se parametros A e g, de valor igual aos descritos na Subseccao 5.6. O
nimero minimo de pontos permitido para a construcao de um gradiente simpléctico foi
(n+1)/2. Testaram-se ainda duas variantes, relativas ao nimero maximo de pontos con-
siderado na construcao dos gradientes simplécticos, n + 1 e 2n + 1, respectivamente. Os
resultados foram idénticos em qualquer uma das variantes escolhidas.

A classificacao de uma restricao como e-activa e o célculo do respectivo conjunto gerador
positivo a utilizar no passo de sondagem ¢ feita de forma andloga a do problema de simulacao
do sistema mecanico (ver a Subsecgao 9.1.2). Exceptua-se o valor de €,,, que, neste caso,
se considerou igual a 1072, Na auséncia de restricoes e-activas, o conjunto de sondagem
consistiu na base positiva [ —1I].

O conjunto de parametros uniformemente aceites para o Sol pela comunidade Astrofisica
é [M,t,X,Y,a,ov]" = [1,4600,0.70612,0.2765,1.65,0] ", correspondente ao valor da fungao
2.84006802e—01. A aproximacao inicial que foi fornecida ao algoritmo de procura directa
direccional foi [M,t, X, Y, a,ov]" = [1,4600,0.707174,0.2755,1.69,0] ", & qual estd associado
o valor 1.46714528e+01 para a funcao.

No caso das estrelas HD37124 e HD46375, as aproximacoes iniciais foram extraidas de

Fernandes e Santos [41]. Neste artigo, fixando uma idade para cada uma das estrelas, cujos
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valores foram determinados por Donahue [39] recorrendo a uma calibracao de actividade
cromosférica, e considerando ov igual a zero, foram estimados os valores das restantes quatro
variaveis, recorrendo a cinco modelos de evolugao estelar distintos. Para cada uma das duas
estrelas, calculamos o valor da funcao objectivo em cada um dos cinco pontos determinados.
A aproximacao inicial fornecida ao método de procura directa direccional corresponde ao
ponto de valor minimo, para cada uma das estrelas. Assim, considerou-se como aproximacao
inicial os pontos [M,t, X, Y, a,ov]" =[0.90,3.9,0.721,0.27,0.9,0.00]" e [M,t, X,Y,a,00]" =
[1.03,4.5,0.696,0.27,1.55,0.00] T, para as estrelas HD37124 e HD46375, respectivamente. Os
correspondentes valores da fungao objectivo sao 3.03271524e+01 e 1.85986383e-+00.

Os resultados obtidos para as trés estrelas, com as duas versoes da procura directa di-
reccional, encontram-se descritos na Tabela 9.4

Da anélise desta tabela, conclui-se que, desde que seja fornecida uma aproximacao inicial
de qualidade razodvel, um método de procura directa direccional melhora a aproximacao
fornecida, permitindo um ajuste final de boa qualidade. Para o Sol e a estrela HD46375,
nao ha beneficios significativos com a introducao de estratégias de ordenacao baseadas em
gradientes simplécticos. No entanto, para a estrela HD37124, a ordenacao das direccoes de
sondagem permitiu uma reducao de 8% no total de calculos necessarios, o que se traduz
numa reducao de 47 minutos de tempo de CPU. A Figura 9.4 representa a evolugao do valor
da fungao, de acordo com o total de cédlculos efectuados, durante o processo de minimizagao
da estrela HD37124.

No caso do Sol, avalidmos ainda o que sucedia se a aproximacao inicial fornecida ao
método de procura directa direccional fosse de méa qualidade. Consideramos, como apro-
ximagao inicial, o vector [M,t, X,Y,a,0v]" = [0.8,2,0.7,0.29,1,0.2]", correspondente ao
valor 1.03134593e+05 para a funcao. Neste caso, mesmo utilizando uma estratégia de or-
denagao das direcgoes de sondagem, os resultados foram de méa qualidade. A iterada final
calculada pelo algoritmo corresponde ao valor 1.73476314e+02, exigindo um total de 10271
calculos para a funcao.

Este problema de minimizacao pretende determinar o valor de seis parametros, a par-
tir do ajuste de quatro grandezas observaveis. Parece-nos plausivel a existéncia de varios
minimizantes locais, o que justificaria o mau ajuste obtido quando a aproximacao inicial
fornecida ao optimizador esta longe do minimizante global. No futuro, pretendemos conti-
nuar a trabalhar neste problema, nomeadamente utilizando como aproximacoes iniciais, a
fornecer ao método de procura directa direccional, as iteradas finais geradas pelo cédigo de

optimizagao global PSwarm (ver Vaz e Vicente [91]).
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Sl

estrela

| tempo(seg) | Y%equi | favals | finft |

fvalor

M

X

Y

ov

base

Sol
HD37124
HD46375

10620
25440
18200

194
650
249

1.09184748e-01
5.49551854e4-00
1.39574948e-03

1.00345267e+-00
9.83563030e-01
1.03000000e+-00

4.58046875e+03
2.29600328e+03
6.60241699e+-03

7.08638844e-01
7.46390625e-01
6.96000000e-01

2.74035156e-01
2.44609375e-01
2.70000000e-01

1.65252441e+00
9.32714844e-01
1.42475586e+00

1.18164062e-01
5.98144531e-03
3.14697266e-01

ordem-ds

Sol
HD37124
HD46375

10660
23760
18100

29%
45%
14%

1.63831070e-01
5.38259757e+00
1.39574948e-03

1.00414320e+00
9.78362029e-01
1.03000000e+-00

4.58046875e+03
2.29640779e+03
6.60241699e+03

7.09127125e-01
7.43521973e-01
6.96000000e-01

2.73546875e-01
2.47478027e-01
2.70000000e-01

1.65362305e+-00
9.36132813e-01
1.42475586e+-00

1.17797852e-01
1.66015625e-02
3.14697266e-01

Tabela 9.4: Resultados computacionais para a calibracao de parametros estelares.
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Figura 9.4: Calibragao de parametros para a estrela HD37124.
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Capitulo 10

Conclusoes e questoes em aberto

10.1 Conclusoes

A principal contribuicao do trabalho de investigacdo, que conduziu a escrita desta dis-
sertacao, consistiu na utilizacao das derivadas simplécticas como forma de melhorar a eficién-
cia dos métodos de procura directa direccional. As derivadas simplécticas, em particular os
gradientes simplécticos, ja eram utilizadas como direcgoes de procura em métodos de procura
unidireccional para problemas de OSD (ver o Capitulo 4). A sua utilizagdo na construgao de
indicadores de descida, como forma de melhorar a eficiencia dos métodos de procura directa
direccional, constituiu uma contribuicao original que se revelou compensadora.

A qualidade dos gradientes simplécticos, calculados a partir de conjuntos com boa geo-
metria, enquanto aproximagoes dos verdadeiros gradientes, ja fora analisada para funcoes
continuamente diferencidveis (ver o Teorema 4.1.1). No Capitulo 6 generalizamos esta andlise
a gradientes simplécticos de fungoes nao suaves, calculados em pontos pertencentes a subsu-
cessoes refinadas convergentes geradas por um método de procura directa direccional. Em
particular, mostramos a existéncia de um ponto limite para a subsucessao de gradientes
simplécticos (ver o Lema 6.1.1), o qual pode ser utilizado na construcao de limites inferiores
para as derivadas direccionais generalizadas da funcao, calculadas ao longo das direcgoes
de sondagem (ver a Subsecgao 6.1.1). No caso em que a fungdo objectivo é estritamente
diferenciavel no ponto limite de uma subsucessao refinada convergente, x,, provamos que
um dos pontos limite da subsucessao de gradientes simplécticos coincide com o verdadeiro
gradiente da fungao calculado em z, (ver o Teorema 6.1.3).

O Teorema 5.4.1 e a Proposicao 5.4.1 garantiram-nos a possibilidade de identificacao
de conjuntos com boa geometria (que satisfazem uma condi¢ao de equilibrio-A), a partir
de conjuntos de pontos previamente avaliados no decurso da aplicacao de um método de
procura directa direccional. Desta forma, estes conjuntos de pontos podem ser utilizados na

construcao de derivadas simplécticas. Estabelecida a sua qualidade enquanto aproximacoes
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das verdadeiras derivadas, mesmo para fungoes nao suaves, justifica-se o uso de derivadas
simplécticas na construcao de indicadores de descida com o intuito de melhorar a eficiencia

de um método de procura directa direccional (ver a Secgao 5.1).

Sugeriram-se trés estratégias distintas para melhorar a referida eficiéncia: a ordenacao
das direcgoes de sondagem de acordo com o angulo que formam com o indicador de descida,
a actualizacao do comprimento do passo baseada na exigéncia de um decréscimo suficiente
no valor da fungao e a definicdo de um passo de procura (ainda que grosseiro) baseado na
direccao do indicador de descida simpléctico (ver as Seccoes 5.2 e 5.3). Na Seccao 6.2 propos-
-se, ainda, um critério de paragem baseado no sinal de estimativas das derivadas direccionais
generalizadas, calculadas nas direccoes de sondagem do algoritmo, utilizando os gradientes
simplécticos. Porém, a nossa experiéncia numérica mostrou que a utilizacao de um critério
de paragem deste tipo é semelhante a utilizacao de um critério de paragem baseado somente

no comprimento do passo.

Qualquer uma das estratégias propostas nao implica, a priori, um acréscimo no nimero
de calculos necessarios para a funcao objectivo. A sua eficiéncia foi avaliada computacio-
nalmente, quer para fungoes continuamente diferencidveis (ver a Secgao 5.6), quer para
fungdes nao suaves (ver a Secgao 6.4). Da experiéncia computacional realizada, conclui-se
que a introdugao de estratégias baseadas em derivadas simplécticas em métodos de procura
directa direccional permite reduzir, de forma significativa, o nimero total de calculos da
func@o objectivo (e, em alguns casos, melhorar a qualidade da iterada final calculada pelo
algoritmo).

Como indicadores de descida simplécticos, as direc¢oes simétricas dos gradientes simpléc-
ticos evidenciaram uma qualidade superior as direccoes de Newton simplécticas. A es-
tratégia de ordenagao das direcgoes de sondagem, baseada na direccao simétrica do gradiente
simpléctico, apresentou ganhos significativos relativamente ao ntimero total de calculos exi-
gidos para a fungao (aproximadamente 50% para fungoes continuamente diferencidveis e 27%
no caso de fungoes nao suaves).

As estratégias baseadas em derivadas simplécticas foram ainda testadas em duas aplica-
¢oes reais, uma resultante da simulagao de um sistema mecanico de potencial contacto com
atrito e outra proveniente da calibracao de parametros estelares (ver o Capitulo 9). Em
qualquer dos casos, obtiveram-se beneficios com a introdugao destas estratégias.

Os resultados tedricos acerca da qualidade dos gradientes simplécticos, bem como as
reducoes significativas obtidas para o nimero total de avaliacoes da fungao objectivo, resul-
tantes da incorporagao de estratégias baseadas em derivadas simplécticas em métodos de pro-
cura directa direccional, motivaram o desenvolvimento de dois novos algoritmos para OSD.
No Capitulo 7 foram propostos um método de procura directa direccional curvilinea e um

método hibrido de procura directa e unidireccional. Para o primeiro algoritmo, mostrou-se a
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convergeéncia global da sucessao de iteradas gerada pelo algoritmo para um ponto estacionario
de primeira ordem, no contexto da minimizagao de func¢oes continuamente diferenciaveis. No
caso do algoritmo hibrido, o correspondente resultado de convergéncia global exigiu a con-
tinuidade da Hessiana da funcao e foi apenas obtido para uma subsucessao da sucessao de

iteradas gerada pelo algoritmo.

10.2 Questoes em aberto

O desenvolvimento de novos algoritmos de optimizacao deve, em geral, ser acompanhado de
uma analise das propriedades de convergéncia que os validam. Porém, esta analise nao é
suficiente para os tornar atraentes. E também necessdrio mostrar a sua competitividade com-
putacional face a algoritmos ja existentes. Alguns testes preliminares revelaram resultados
promissores para os dois novos algoritmos propostos no Capitulo 7. Contudo, é necessario
um estudo numérico mais completo para comprovar esta competitividade.

O trabalho relativo a aplicacao descrita na Seccao 9.2 nao esta, igualmente, terminado.
Quando foi fornecida uma boa aproximacao inicial ao algoritmo de procura directa direc-
cional, este efectuou uma calibracao adequada dos parametros ja conhecidos para algumas
estrelas. Neste caso, a introdugao de uma estratégia de ordenacao baseada em gradien-
tes simplécticos foi acompanhada de alguns beneficios. Pretende-se passar a calibracao
de parametros de estrelas para as quais nao se dispoe de informacao acerca dos valores
Optimos. Numa primeira fase, pretendemos utilizar como aproximacoes iniciais as resultan-
tes da aplicacao do codigo de optimizacao global PSwarm, cujo algoritmo também nao recorre
a derivadas (ver Vaz e Vicente [91]).

Tal como foi dito no Capitulo 2, o que pode viabilizar o uso de métodos de procura directa
direccional em problemas com um ntmero consideravel de varidveis é o facto destes algorit-
mos serem facilmente paralelizaveis. Nesta dissertacao propuseram-se diferentes estratégias
que permitiram aumentar a eficiéncia dos métodos de procura directa direccional, mas num
contexto sequencial. As ideias propostas sao generalizdveis a procura directa direccional em
paralelo, constituindo uma extensao natural deste trabalho.

Uma questao que deixamos em aberto prende-se com a identificagao de conjuntos com
boa geometria na presenca de restrigoes. Conforme foi visto no Capitulo 6, mesmo quando se
trata da minimizacao de funcoes nao suaves, os gradientes simplécticos, quando construidos
a partir de conjuntos com boa geometria, constituem boas aproximacoes aos verdadeiros
gradientes. O Teorema 5.4.1 e a Proposigao 5.4.1 garantem a identificacao de conjuntos com
boa geometria na auséncia de restricoes. Quando estas estao presentes, dependendo de quais
as restricoes que se encontram aproximadamente activas, o nimero de pontos de sondagem

pode nao ser suficiente para calcular uma derivada simpléctica com a qualidade necesséria, ou
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porque nao existe um numero suficiente de geradores positivos do cone tangente, ou porque,
mesmo sendo este nimero suficiente, alguns pontos de sondagem nao sao admissiveis.

Como exemplo, refira-se o caso do método de procura directa com grelha adaptavel de
Audet e Dennis [11]. Este algoritmo nao explora a estrutura das restri¢oes na construgao dos
conjuntos geradores a utilizar no passo de sondagem. Em cada iteracao é considerado um
conjunto gerador positivo para R", garantindo-se que a uniao destes conjuntos ¢ assimpto-
ticamente densa em R" (e, por maioria de razao, assimptoticamente densa no cone tangente
de interesse). Neste caso, o nimero de geradores considerado em cada iteracao permite
a construcao de gradientes simplécticos com qualidade, desde que seja possivel garantir a
admissibilidade dos pontos correspondentes.

Em geral, de acordo com o que foi descrito no Capitulo 8, na presenca de restrigoes
lineares, ou mesmo de restricoes nao lineares com derivadas conhecidas, os algoritmos explo-
ram a estrutura das derivadas das restrigoes e-activas na construcao de conjuntos geradores
positivos a testar no passo de sondagem. Neste caso, além do problema da admissibilidade,
levanta-se ainda a questao do nimero de geradores ser ou nao ser, por si sO, suficiente para
a construcao das derivadas simplécticas.

E nosso objectivo analisar a minimizacao de funcoes sujeitas a restri¢coes recorrendo a
métodos de procura directa direccional, propondo formas de identificacao de conjuntos com
boa geometria que validem estratégias baseadas em derivadas simplécticas, com o intuito de

melhorar a eficiéncia destes algoritmos.
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