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Resumo: Neste trabalho comparamos, por simulagao, dois modelos usados para
modelar o comportamento da cauda da distribuicdo dos log-retornos de dados
financeiros. Numa perspectiva paramétrica utilizamos uma generalizagdo assimétrica
do modelo t de Student e fazemos a estimacdo por méaxima verosimilhanga. Num
contexto semi-paramétrico, e de caudas pesadas, utilizamos alguns dos mais recentes
estimadores de viés reduzido.

Palavras—chave: Distribuicio ¢ de Student assimétrica, Cauda pesada, Indice de
valores extremos.

Abstract: In this work we compare, by simulation, two models used for the log
returns distribution’s tail. The first one is the a variant from the Student’s t
distribution which could be skewed and the inference will be done by maximum
likelihood. The second models is a semi parametric method where we will use some
of the most recent reduced bias estimators.

Keywords: Skew t distribution, Heavy tail, Extreme value index.

1 Introducao

Os log-retornos de muitos indices financeiros, como por exemplo taxas de cam-
bio, cotacoes de titulos ou taxas de juro, medidas em intervalos de tempo muito
curto (diariamente ou semanalmente) ndo apresentam um comportamento nor-
mal nas caudas. A distribuigao, F', subjacente aos log-retornos pode ser ligeira-
mente assimétrica, e as caudas sao geralmente mais pesadas que as caudas da
distribuicao normal. Consequentemente, valores elevados ocorrem com maior
probabilidade do que sob o modelo normal. Dizemos que F' é um modelo com
cauda (direita) pesada se e s6 se,

. 1—F(tx) o
tli}I{.lol_ipm—I7 O[>O7 (1)
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onde a > 0 é o indice de caudal. A v = 1/a dé-se o nome de indice de valores
extremos. Propomos comparar duas metodologias distintas, usadas para estimar
o indice de valores extremos da cauda direita. Por um lado uma metodologia
semi-paramétrica que apenas pressupoe que o modelo tenha cauda pesada, por
outro lado a metodologia paramétrica de estimagao por maxima verosimilhanga.
Neste trabalho comegamos por descrever as metodologias paramétrica e semi-
paramétrica nas seccoes 2 e 3, respectivamente. Na seccdo 4 comparamos o
comportamento das duas metodologias por simulacao de Monte Carlo. Final-
mente, na sec¢do 5, apresentamos um aplicagao a dados financeiros.

2 Estimacao Paramétrica

Recentemente, Ferguson and Platen (2006) sugeriram que o cldssico modelo t
de Student, com aproximadamente 4 “graus de liberdade”, representa adequa-
damente o comportamento de muitos indices de retorno. Como existe a pos-
sibilidade dos log-retornos apresentarem uma ligeira assimetria, outros autores
aconselham a utilizagao de outros modelos, como por exemplo, generalizagoes do
modelo t que possuem um parametro adicional associado & sua assimetria. Pode-
mos encontrar na literatura varios destes modelos, como por exemplo os modelos
propostos por Fernandez and Steel (1998), Azzalini and Capitanio (2003) e Jo-
nes and Faddy (2003). Na metodologia paramétrica, vamos apenas considerar
o modelo Skew-t introduzido em Jones and Faddy (2003), por ser o dnico que
permite que os indices de valores extremos das duas caudas nao sejam iguais,
ou seja, vamos utilizar o modelo com funcao densidade:

1 - at1/2 b+1/2
I e
20+b=1B(a,b)va + b a+b+az? a+b+a?

onde a > 0 e b > 0 sao parametros de forma, e B é a funcao beta. Quando a = b,
f é a densidade do modelo t de Student cldssico com 2a graus de liberdade. A
Figura 1 tem esta funcdo densidade, representada para vérios valores de (a, b).
Observacao: Trata-se de um modelo de cauda pesada com indice de valores
extremos, da cauda direita, igual a v = %.

Vamos considerar o modelo Skew-t com parametros de localizagao e escala,
isto é,

f(ac;,u,o*,a,b)z%f(%;a,b), neER o0>0 a>0, b>0.

Como nao existe solugdo explicita para os estimadores de méaxima verosimi-
lhanga, as estimativas sao obtidas através de métodos numéricos. Este método
foi implementado no software R utilizando o comando fitdistr da biblioteca
MASS. Devido a propriedade invariante, o estimador de méxima verosimilhanga

do indice de valores extremos é YyLp = ﬁ

LA defini¢do de cauda pesada pode ser adaptada para a cauda esquerda
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Figura 1: Funcédo densidade do modelo Skew-t, para distintos valores de (a,b).

3 Estimacao Semi-paramétrica

Sejam X1, Xo,..., X, v.a’siid. com fungao de distribuicao F. Na abordagem
semi-paramétrica, a inferéncia é feita a partir das k + 1 maiores observacoes,
onde k representa uma sequéncia intermédia de valores inteiros em [1, n], isto é,

k =k, — oo, k/n — 0, n — oo.

3.1 Estimadores do indice de valores extremos

Para caudas pesadas, o estimador classico do indice de valores extremos é o
estimador de Hill (1975),

k
1
H(k) = ﬁf(k’) = % § lanfH»l:n —In X, _pin,
i=1

onde X1., < Xoun < ... < Xpun. Este estimador tem algumas propriedades,
comuns a muitos outros estimadores classicos do indice de valores extremos:
e variancia elevada para pequenos valores de k;

e viés elevado para pequenos valores de k;

e pequena regido de estabilidade da trajectéria amostral de H (k) vs k, junto
ao verdadeiro valor do indice de valores extremos.

Devido a estas propriedades, nos ultimos anos varios autores propuseram
outros estimadores de viés reduzido, isto €, estimadores com componente domi-
nante de viés assintético nula. A trajectdria das estimativas, fornecidas pelos
novos estimadores (enquanto fungéo de k), costuma ser mais estdvel, junto ao
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valor do indice de valores extremos.
De modo a conseguir conhecer e remover o termo dominante de viés, é necessario
considerar uma condigao de segunda ordem relativa a velocidade de convergéncia

de T_F—Ir(ff)) para /7, ou equivalentemente, relativa & velocidade de convergén-
ciade U(tz)/U(t) para 27, onde U(t) := F—(1—-1/t) = inf{z : F(z) > 1-1/t},
t > 1 (de Haan, 1970). Assim, vamos admitir que
1 tx) —1 t) —~l1 P —1

lim nU(tz) —nU() yns_ 2 , Vx>0, (2)

100 A(t) p
onde A(t) é uma fungdo tal que |A(tx)/A(t)| — x*, Vo > 0 e p < 0 (Geluk and
de Haan, 1987). Vamos ainda considerar que F pertence & classe de Hall (Hall
1982; Hall and Welsh, 1985) e assim, na equacao (2), A(t) := y5t* e p < 0.
Observagao: A maioria dos modelos de cauda pesada, como por exemplo os
modelos Fréchet, Burr, GP, t de Student e Skew-t, pertencem a esta classe.

Proposigao 3.1. Usando a notagio A(t) = v Bt°, para k intermédio, e F na
classe de Hall,

Hk) 2+ \ZEZ . (”/];)(Hop(l)),

onde Zj, € uma v.a. assintoticamente normal padrao.

A componente dominante de viés do estimador de Hill é A(n/k)/(1 —p) e
pode pode ser estimada e removida através de dos estimadores introduzidos em
Caeiro et al. (2005) e em Gomes et al. (2007), respectivamente,

H(k) = Hk)(1- 1%(%)’3) (3)

M (k) := H(k) — B (2)° N7 (k) (4)

onde p e (3 sdo estimadores consistentes dos pardmetros de segunda ordem de p
e 3, respectivamente,

k

“r 2 ) (5)

sao estimadores consistentes de 7 e U; sdo os espagamentos escalados das log-
observagoes definidos por U; := i(In X, jt1.n — In Xy _ip).

N(a)

?v\)—‘

3.2 Escolha do nivel k&

Para modelos pertencentes a classe de Hall, o nivel k£ éptimo que minimiza o
erro quadratico médio assintético, do estimador de Hill, é dado por:

e (F 00 - (5A5) T o
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Para os estimadores de viés reduzido, a escolha do nivel k 6ptimo é um tema
ainda em aberto. Propomos a utilizagao da heuristica sugerida em Gomes and
Pestana (2007), como escolha adaptativa. Esta escolha corresponde ao nivel
onde a trajectéria do estimador de Hill sai da regiao de 95% de confianca de
um dos estimadores de viés reduzido, que corresponde a solugao da equagao,
|8](n/k)? = 1.96/Vk, ou seja, ao nivel

kor = (1.96(1 — pyn/|])*/ 7% (7)

3.3 Estimacao dos parametros de segunda ordem p e (8

Para estimar p, vamos utilizar a classe de estimadores propostos em Fraga Alves
et al. (2003),

(MWD (k)" —(MP (k)/2)7*

MP (k) /2) 7 (P (k) /6) 7
In(MD (k) - In(M? (k) /2) . ’
1 1n(M,<f) (k)/z) -1 ln(Mff') (lc)/ﬁ)

s se T#0
T(k) ==

onde Mr(ba)(k) = %Zle (In Xy si1n — Xy ), o >0, e7 € R&um

pardmetro de controlo. As estatisticas Tér)(k) convergem para 3(1 —p)/(3 —p),
independentemente de 7, sempre que for valida a condi¢ao de segunda ordem
em (2), e VE A(n/k) — oo, quando n — oo. O estimador de p é,

pr(k) = P (k) = — BT (k) = /(T (k) = 3)|. (8)

Observacao 3.1. O valor de T pode ser escolhido com base em qualquer critério
de estabilidade, mas a escolha T =0 ou T = 1 conforme |p| <1 or |p| > 1 tem
stdo uma das escolhas aconselhadas do ponto de vista pratico.

Observagao 3.2. Neste trabalho, iremos considerar a estimacgao de p em
ky := [n%9%]. (9)

Para a estimacgao de 3 consideramos o estimador proposto em Gomes and
Martins (2002),

s (2 () 7)ND () = NP (k)
) , (10)

( i () YNEP (k) — N2 (k)

com p = p,(k) e Néa)(k:) definido em (5). Nas simulagdes, e ao usar os estima-

dores do fndice de valores extremos (3) e (4), trabalhamos com 3 = Bﬁ(kl), com
k1 dado em (9).
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4 Estudo de simulacao

Nesta sec¢gdo comparamos, por simulacoes de Monte Carlo, o comportamento
dos vérios estimadores do {ndice de valores extremos (semi-paramétricos e o
paramétrico de maxima verosimilhanga para o modelo Skew-t). Os resultados
foram obtidos com base em 1000 “runs” para amostras de dimensao n = 500,
1000 e 5000 do modelo Skewt-t(a,b) e do modelo Skewt-t(a,b) contaminado com
10% das observagoes proveniente de outro modelo com o mesmo indice de valo-
res extremos. Escolhemos a =1e b€ {0.5,1,2}.

O indice de valores extremos foi estimado, no nivel ko, no estimador de Hill, e
nos niveis ko e ko1, nos estimadores de viés reduzido H e M em (3) e (4), respec-
tivamente. Consideramos os parametros de segunda ordem p e 3 desconhecidos
e fizemos a sua estimagéo em ki, definido em (9).

Na Tabela 1 apresentamos os resultados do valor médio e raiz quadrada do
erro quadrético médio (RMSE), para o modelo subjacente Skew-t e Skew-t com
10% de contaminagao. Para facilitar a comparagao, o valor médio associado &
mais pequena RMSE estd sublinhado. Quando o modelo subjacente é o Skew-t,
o método paramétrico dd-nos quase sempre o mais pequeno valor de RMSE.
Quando comparamos os resultados do modelo sem e com contaminacao con-
cluimos que a contaminacdo nao afecta muito o desempenho dos estimadores
semi-paramétricos. Para varios valores dos parametros do modelo com conta-
minagao, os estimadores semi-paramétricos sao os que tém melhor desempenho.

5 Aplicagao a dados financeiros

Nesta secgao analisamos os n = 2049 log-retornos da taxa de cdmbio do Euro /
Franco Suigo, entre 4 de Janeiro de 1999 e 29 de Dezembro de 2006. Na Figura
2, apresentamos os graficos da taxa de cambio didria, dos log-retornos didrios e

o grafico de quantis normais dos log-retornos didrios.
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Figura 2: Esquerda: Taxa de cambio didria do Euro/Franco Suigo; Centro: Log-
retorno diario (x100) da taxa de cAmbio Euro vs Franco Suigo; Direita: Grafico de
quantis normais dos log-retornos (x100) da taxa de cAmbio Euro / Franco Suigo.
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Tabela 1: Valor médio simulado (Raiz quadrada do erro quadrdtico médio si-
mulado), dos estimadores indicados e populagoes subjacentes Skew-t e Skew-t
contaminada.

Con= | 500 | 1000 | 5000 |
Skew-t(1,0.5) (y=1, p=—2)

MLE 0.9964 (0.0910) | 1.0006 (0.0619) | 1.0020  (0.0268)
H(ko) | 1.0796 (0.1252) | 1.0560  (0.0913) | 1.0295  (0.0466)
M(ko) | 1.0307 (0.0991) | 1.0205 (0.0737) | 1.0118  (0.0378)
M(kor) | 1.0839 (0.1178) | 1.0626  (0.0882) | 1.0330  (0.0445)
H(ko) | 1.0342 (0.1005) | 1.0224  (0.0744) | 1.0123  (0.0380)
H(kor) | 1.1227 (0.1572) | 1.0821  (0.1044) | 1.0373  (0.0480)
Skew-t(1,0.5) com 10% de contaminagao (y = 1)

MLE 0.9537  (0.0997) | 0.9583  (0.0758) | 0.9580  (0.0495)
H(ko) | 1.0823 (0.1283) | 1.0618  (0.0976) | 1.0350  (0.0506)
M(ko) | 1.0334 (0.1018) | 1.0260 (0.0785) | 1.0172  (0.0402)
M(kot) | 1.0876  (0.1224) | 1.0676  (0.0932) | 1.0393  (0.0493)
H(ko) | 1.0370  (0.1034) | 1.0280  (0.0794) | 1.0178  (0.0404)
H(kor) | 1.1281 (0.1652) | 1.0875  (0.1099) | 1.0439  (0.0531)

Skew-t(1,1) (y =0.5, p = —1)
MLE | 04921 (0.0630) | 0.4970  (0.0420) | 0.4995 (0.0192)
H(ko) | 05565 (0.1055) | 0.5409  (0.0791) | 0.5220  (0.0469)
M(ko) | 04762  (0.0817) | 0.4788  (0.0648) | 0.4857  (0.0415)

M(ko1) | 0.4800  (0.0596) | 0.4800  (0.0491) | 0.4821  (0.0332)
H(ko) | 04806 (0.0813) | 0.4810 (0.0643) | 0.4863  (0.0414)
H(ko) | 0.4921 (0.0584) | 0.4866  (0.0475) | 0.4838  (0.0324)

Skew-t(1,1) com 10% de contaminagao (y = 0.5)

MLE 0.4546 0.0748 | 0.4592 0.0571 | 0.4617 0.0426
H(im) 0.5509 0.1017 | 0.5396 0.0800 | 0.5211 0.0480

M(/%O) 0.4726 0.0829 | 0.4783 0.0667 | 0.4853 0.0432

M(iﬂm) 0.4695 0.0636 | 0.4736 0.0514 | 0.4799 0.0343
ﬁ(im) 0.4767 0.0820 | 0.4804 0.0663 | 0.4858 0.0431
F(l%ol) 0.4802 0.0607 | 0.4795 0.0492 | 0.4815 0.0334

Skew-t(1,2) (y = 0.25, p = —0.5)
MLE 0.2437  (0.0449) | 0.2474  (0.0312) | 0.2494  (0.0146)
H(ko) | 0.4232 (0.1900) | 0.3897 (0.1518) | 0.3350  (0.0913)
M(ko) | 0.3389  (0.1087) | 0.3276  (0.0923) | 0.3025  (0.0605)

M(kor) | 0.3754  (0.1359) | 0.3596  (0.1171) | 0.3237  (0.0772)
H(ko) | 0.3480 (0.1179) | 0.3331  (0.0977) | 0.3042  (0.0622)
H(ko1) | 0.4003 (0.1614) | 0.3739  (0.1317) | 0.3280  (0.0815)

kew-t(1,2) com 10% de contaminagio (v = 0.25)

MLE 0.2218 0.0536 | 0.2250 0.0415 | 0.2277 0.0268
H(l%o) 0.3613 0.1311 | 0.3429 0.1074 | 0.3166 0.0738
M(l%o) 0.2922 0.0703 | 0.2900 0.0610 | 0.2861 0.0462

M(I;Ol) 0.2889 0.0552 | 0.2897 0.0512 | 0.2900 0.0450

TTr/71 \ N O n APEA N AaNO A N ACPOO N OO N N AFTO

0
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O grafico de quantis normais dos log-retornos didrios, da Figura 2, mostra
que a distribuicao subjacente tem caudas mais pesadas que as da distribuigao
normal. Por isso, parece sensato considerar a hip6tese da distribui¢ao subjacente
aos log-retornos ser a Skew-t.

5.1 Estimacgdo paramétrica (Maxima Verosimilhanga)

Vamos assim considerar que a distribuigao Skew-t é adequada para modelar
os log-retornos (x100). Utilizando o software estatistico R, para estimar por
maxima verosimilhanga os parametros, obtemos:

m o a b
0.026551962 0.165135302 2.267396625 2.514174955
(0.012585340)  (0.004473282)  (0.241624579)  (0.280802537)

Aplicando a propriedade de invaridncia dos estimadores de maxima verosimi-
lhanga, obtemos para a estimativa do indice de valores extremos da cauda di-
reita, Yy = 0.1989. Apresentamos, na Figura 3, a qualidade do ajusta-
mento do modelo Skew-t estimado. Apesar deste modelo fornecer uma melhor
aproximagao do que o modelo normal, nas caudas continuam a existir algumas
diferengas entre o modelo ajustado e as maiores/menores observagoes.

Grafico de quantis Skew-t
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Figura 3: Esquerda: Histograma dos log-retornos da taxa de cdmbio do Euro
vs Franco Suico, com a densidade Skew-t estimada; Direita: Gréfico de quantis
do modelo Skew-t estimado e dos log-retornos da taxa de cambio.

5.2 Estimacgao Semi-paramétrica

Como apenas pretendemos estimar o indice de valores extremos da cauda direita,
vamos trabalhar com a sub-amostra dos log-retornos positivos. O nimero de
log retornos positivos na amostra é nt = 1040. Apresentamos na Figura 4
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as trajectorias amostrais das estimativas dos parametros de segunda ordem p
e 3. Escolhemos a trajectorias amostral de p com 7 = 0 devido & sua maior
estabilidade. Utilizando 7 = 0 e k; = n%9%%, obtemos as estimativas (o, Go) =
(—0.650,1.042).

= R
By =1.04

— B
)
T

T T T T
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

k k
Figura 4: Trajectoria amostral das estimativas dos parametros de segunda or-
dem p (esquerda) e 3 (direita) para os log-retornos positivos da taxa de cAmbio
do Euro vs Franco Suigo.

A Figura 5 contém as trajectérias amostrais dos estimadores semi-paramé-
tricos do indice de valores extremos, para todos os possiveis valores de k. Inclui-
mos também a estimativa obtida por maxima verosimilhanga (que nédo depende
do valor k), de modo a permitir a sua comparacdo. Junto ao grafico da Fi-
gura 5, estd a tabela com as estimativas fornecidas pelos varios estimadores
semi-paramétricos. Podemos concluir que as estimativas fornecidas pelos es-
timadores semi-paramétricos nao diferem muito e sdo um pouco superiores a
estimativa obtida por maxima verosimilhanga.

06
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— H() O]
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Figura 5: Trajectérias amostrais de H, H e M.
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