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Estimacao de quantis elevados em estatistica de extremos
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Resumo: Nas mais variadas areas de aplicagdo, de entre as quais destacamos os
Seguros e as Financgas, pretende-se fequentemente estimar um quantil elevado, ou
equivalentemente, em linguagem de dmbito financeiro, o pardmetro VaR, (de Value
at Risk), em que p, pequeno, representa a probabilidade de excedéncia de VaR,. A
estimacao semi-paramétrica deste parametro depende néao s6 da estimagao do indice de
cauda 7, o principal parametro na area de Estatistica de Extremos, mas também de um
parametro de escala de primeira ordem, aqui denotado C'. Recentemente, para além de
classes interessantes de estimadores de 7, com viés reduzido, foram também estudadas
novas classes do parametro de escala C, dependentes da estimacao de parametros de
segunda ordem. A utilizagdo de novas classes de estimadores de v e de C' na estimagao
de VaR, permite-nos introduzir novas classes de estimadores de quantis elevados. Es-
sas novas classes sdo comparadas entre si e com algumas das classes ja existentes na
literatura, através da utilizacdo de técnicas de Monte Carlo. Serd ainda fornecida uma
aplicagdo na area das finangas.

Palavras—chave: Estatistica de Extremos, Caudas pesadas, Quantis elevados, Es-
timagao semi-paramétrica.

Abstract: In the most diversified areas of application, like Insurance and Finance,
we often need to estimate a high quantile, or equivalently, the Value at Risk, VaR,,
a value that is exceeded with a probability p, small. The semi-parametric estimation
of this parameter depends not only on the estimation of the tail index ~y, the primary
parameter in Statistics of Extremes, but also of a first order scale parameter or func-
tional, here denoted C. Recently, new interesting classes of reduced bias v and C
estimators have appeared in the literature, all dependent on the estimation of second
order parameters. The use of one of those new classes of v as well as of C' estimators
in the estimation of VaR, enables us to introduce new classes of high quantile esti-
mators. These new classes are compared among themselves and with previous ones,
through the use of Monte Carlo simulation. An application in the area of finance is
also provided.

Keywords: Statistics of Extremes, Heavy tails, High quantiles, Semi-parametric es-
timation.
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1 Introducao e preliminares

Dizemos que um modelo F' tem cauda direita pesada se a funcdao de cauda
F:=1-F¢cRV_, /> 7 >0, onde RV,, denota a classe das fungoes de variagao
regular no infinito com indice de variacao regular «, i.e., fungoes mensuraveis e
nao-negativas g(-) tais que g(tz)/g(t) — =, quando t — oo, para qualquer z > 0
(Gnedenko, 1943). Denotemos U(t) := F* (1 —1/t) =inf {z : F(x) > 1 —1/t}.
Entao, podemos equivalentemente dizer que um modelo F' tem cauda direita
pesada se e s6 se U € RV, (de Haan, 1970), i.e.

U(tx)
500 U(t)

=17, para qualquer x > 0. (1)

Para valores pequenos de p, queremos estimar um quantil elevado x, =
VaR,, um valor tal que 1 — F(VaR,) = P(X > VaR,) = p, um parametro
tipico nas areas de seguros e finangas. De modo mais especifico, pretendemos
estimar o parametro,

VaR, =U(1/p), p=pn—0, npy<L, (2)

e admitiremos estar a trabalhar na classe de modelos de Hall (Hall and Welsh,
1985), em que existe v > 0, p < 0, C' > 0 e § # 0 tais que

Ut)y=Ct"(L+~ B t°/p+o(t’)), quando t — oco. (3)

A classe em (3) contém muitos dos modelos de caudas pesadas mais frequente-
mente usados em aplicagoes, tais como os modelos Fréchet, Pareto Generalizado
e t-de-Student.

Vamos basear a inferéncia nas k estatisticas ordinais (e.o.) de topo, e admi-
tiremos que k é uma sucessao intermédia de inteiros em [1,n), i.e.,

k=k,— o0, kell,n), k = o(n), quando n — oo. (4)

Como a partir de (2) e de (3), VaR, = U(1/p) ~ C p~7, quando p — 0, um
estimador ébvio de VaR, é dado por C p~7, com C e 7 quaisquer estimadores
consistentes de C e de v, respectivamente. Dada uma amostra (X1, X, -+ , X,,),
denotemos (X;.,, 1 <i<mn), a amostra das e.o. ascendentes. Seja ¥ uma
varidvel aleatéria (v.a.) Pareto padrao, i.e, uma v.a. com funcao de distribuigao

(fd.) F,(y) = 1—-1/y, y > 1. A transformacdo uniformizante permite-nos

entao escrever X,,_j.n 4 U(Yp—kn), € como Yy, R (n/k), para k in-

termédio, e admitimos estar a trabalhar com modelos em (3), podemos escrever
Xpepm ~ C Y) R C (n/k)?, quando n — oo. Consequentemente, um
possivel estimador de C' é CA'Q(k) = X, (k/n)7, sendo

Qs5(k: ) = Xt (’“)7 (5)

np



Actas do XIII Congresso Anual da SPE 219

o estimador 6bvio de VaR, (Weissman, 1978).

Para caudas pesadas, é usualmente o estimador cléssico do indice de cauda
que ¢ inserido em (5). E esse estimador cldssico é o estimador de Hill, ¥ =
~N(k) =: H(k) (Hill, 1975), com a expressao funcional,

k
1
H(k) := ¢ > Ui, (6)
i=1
onde
U,:=1i (ln Xn,iJrl;n —1In ani:n) , 1<i<k<n, (7)

sao os espagamentos escalados das log-observagoes. Com base no estimador de
Hill H(k) em (6), obtemos entdo o chamado estimador cldssico do pardmetro
VaR,, para o qual usamos a notacdo Q,, (k;p).

Para derivar o comportamento assintético nao-degenerado de estimadores
semi-paramétricos de parametros de acontecimentos extremos necessitamos de
impor condigoes sobre a velocidade de convergéncia em (1). Admitiremos aqui
que existe uma funcao A(t) tal que

. InU(te) —InU(t) —ylnz 2f -1
p Al = ®)

para qualquer x > 0. Entdo, a fungdo A é uma funcdo de sinal constante
préximo do infinito (positivo ou negativo), e p < 0 é um pardmetro de “forma”de
segunda ordem. A fungdo limite em (8) tem de ser necessariamente desta forma,
e |A] € RV, (Geluk and de Haan, 1987). Admitiremos em todo o trabalho que
p < 0, e que estamos a trabalhar com modelos em (3), para os quais temos a
validade de (8), com

At)=~pBt, v>0, 8#0, p<O. 9)

Sob a validade da condigdo de segunda ordem em (8), e para k intermédio,
i.e., sempre que se verifica (4), conseguimos garantir a normalidade assintética
do estimador de Hill em (6), para valores adequados de k. Na realidade, podemos
escrever (de Haan and Peng, 1998),

o 1P A

P.=Vk (Zle E;/k— 1), com {E;} v.a.’s 1.i.d. e exponenciais unitarias. Con-

sequentemente, mesmo que escolhamos um nivel k tal que vk A(n/k) — X # 0,
finito, quando n — oo, V& (H(k) — 7) é assintoticamente normal, com variancia
igual a v e um viés nao nulo, dado por A\/(1 — p). Muito frequentemente, este

H(k)
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tipo de estimativas exibem um viés elevado para valores de k moderados, e tra-
jectérias amostrais com regioes de estabilidade diminutas, em torno do valor alvo
v. Este tipo de comportamento tem levado & construgao de novos estimadores
de viés reduzido, aqui genericamente denotados 7, (k), amplamente discutidos
em Peng (1998), Beirlant et al. (1999), Feuerverger and Hall (1999) e Gomes et
al. (2000), entre outros. Entao, para k intermédio, i.e., sempre que se verifica
(4), e sob a validade da condigdo de segunda ordem em (8), podemos escrever,

com P, v.a. assintoticamente normal padrao,

o, P
+ Bk 4o (An/k)),
L~ p(A(n/k))
onde o, > 0, sendoA(-) a fungdo em (8). Consequentemente, a sucessdo de

v.a’s, Vk (7, (k) — ) é assintoticamente normal com variancia o?

médio nulo, mesmo quando vk A(n/k) — X\ # 0, finito, quando n — oo.

4

Y (k)
e um valor

Gomes and Figueiredo (2003) sugerem que se utilizem, em (5), estimadores
do indice de cauda de viés reduzido, tais como os estudados em Gomes and
Martins (2001, 2002) e Gomes et al. (2004), conseguindo assim também reduzir
a componente dominante do viés assintético do estimador classico de quantis.
Recentemente, Gomes et al. (2004) e Caeiro et al. (2005) consideram novas

~

classes de estimadores do indice de cauda, dependentes de (3, p), um estimador
consistente adequado de (8, p), o vector dos pardmetros de segunda ordem em
(9). A influéncia de estimadores deste tipo na estimacao de quantis foi também
estudada em Gomes and Pestana (2005).

Muito recentemente foram propostos, em Caeiro (2005), novos estimadores
de C, em que, em vez de se usar unicamente X,,_x.,, Se usa um espacamento
X—iok:n — Xn—kn, 0 < 8 < 1. De modo mais especifico, podemos estimar C

através de ~
~ Xn— 0klin — Xo—km (K v
Cs(k0) o= 2t —ocken (B

onde 6 € (0,1) é um parametro de controlo, sendo ¥ um qualquer estimador do
indice de cauda 7. Caeiro (2005) estuda o termo dominante do viés assintético
de 57 (k; 0) e, com a parametrizagdo A(t) = v 8 t, obtem explicitamente esse
termo, o qual é dado por

n

(0,(%@ _ 1) y ﬁ(n/k)”.

By B,p,0) = 55— ;

(10)
E pois sensato considerar o seguinte estimador semi-paramétrico de C:

Oty = Kettin ok (N (1 p(5.550)). )
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com B (v, 3, p,0) dado em (10).

Iremos aqui considerar o estimador de viés reduzido introduzido em Caeiro
et al. (2005),

H(k) = H; (k) = H(k) (1 - %ﬁ (Z)’j : (12)

com (3, p) estimadores adequados do parametro de segunda ordem (3, p),
baseados num nimero de estatisticas ordinais de topo k; superior ao nimero
de e.0.’s de topo k usadas para a estimagao do indice de cauda. Paralelamente,
e por analogia com o que foi feito em Gomes e Martins (2002), iremos também
considerar um outro possivel estimador de 7, com uma expressao funcional
semelhante & do estimador em (12), mas em que o estimador de 8 é calculado
no mesmo nivel k, que se usa para a estimacao de . Mais especificamente,
trabalharemos também com

15
o (FE 7)) ¥0m - v
o) = (5) —
<i ) (,g)ﬂ) NP (k) = NP (k)
onde

com U; dado em (7).

Observagao 1.1 Note-se que ﬁ(k) em (13) coincide com FE‘(]C) (k). sendo
ﬁg ~(k) dado em (12).
P

Observagao 1.2 Note-se ainda que, contrariamente ao que acontece na classe
de funcionais de Drees (1998), em que a varidncia assintdtica minima de um
estimador do indice de cauda de viés reduzido é dada por (v(1—p)/p)?, tal
como acontece com o estimador em (13), com o estimador em (12) consegue-
se (Caeiro et al., 2005) uma varidncia assintética igual a v%, a varidncia as-
sintdtica do estimador de Hill, que é por sua vez o estimador de mdxima vero-
stmilhanga de v para um modelo de Pareto standard.
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Neste trabalho, e em conjunto com os estimadores Q,, = Q,, (k;p), Q. =
Q. (k;p) e Q? = Q?(k;p), com Q5 (k;p) dado em (5), sendo H, H e H, os

estimadores do {ndice de cauda «y fornecidos em (6), (12) e (13), respectivamente,
iremos também estudar, por simulacao, as novas classe de estimadores

Q-=Q.(kip) == C5(k;1/2) xp™7, com7=H, HeH, (15)

sendo C5(k; ) dado em (11). Os estimadores (B, p) dos pardmetros de segunda
ordem irado ser especificados na Secgao 2 deste trabalho. Na Seccao 3, compara-
mos os diferentes estimadores por simulagao de Monte Carlo, para valores finitos
de n. Finalmente, na Secgao 4, ilustramos a “performance”destes estimadores
através da andlise dos log-retornos do Euro versus a Libra inglesa.

2 Estimacao dos parametros de segunda ordem

Os estimadores de segunda ordem com viés reduzido, introduzidos em (12) e
(13), necessitam da consideracao prévia de estimadores do parametro de segunda
ordem (8, p) em (9). Iremos aqui considerar mais uma vez os estimadores do
pardmetro de segunda ordem p propostos em Fraga Alves et al. (2003). Essa
classe de estimadores pode ser parametrizada num parametro de controlo real
7 € R, e depende das estatisticas

(MO (k)" = (M (k) /2)""*
0
(@ wy/2) " = (P 6) ™" e
Tr(l‘r) (k) = 9
(M (k) -4 In(ME (k)/2) 0
30 (M2 (k)/2) - 3 1n (M) (k) /6) e
onde
1 k
M) (k) = - ; (In Xy ip1m —In Xy 1), a>0.

As estatisticas T, }f)(k) convergem para 3(1 — p)/(3 — p), independentemente de
7, sempre que for vélida a condi¢do de segunda ordem em (8), k verificar a

condicao (4) e vk A(n/k) — oo, quando n — co. Os estimadores de p que aqui
consideramos tém a expressao funcional,

—S(T’gﬂ(’“) — 1)> . (16)

T (k) -3
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Observacao 2.1 Para um valor apropriado do parametro de controlo T os esti-
madores de p em (16) exibem trajectorias amostrais estdveis para valores eleva-
dos de k, o nimero de e.o.’s de topo usadas. Esse valor de T pode ser escolhido
com base em qualquer critério de estabilidade, como os considerados em Gomes
and Pestana (2004), mas a escolha 7 =0 ou 7 =1 conforme |p| <1 or|p| > 1
tem sido uma das escolhas aconselhadas do ponto de vista prdtico. Neste tra-
balho iremos sempre utilizar o valor 7 = 0 em (16), uma vez que ele fornece
genericamente bons resultados.

Observagao 2.2 Os resultados tedricos e simulados obtidos em Fraga Alves
et al. (2003), e o uso destes estimadores de p em diferentes estatisticas de
viés reduzido, tem frequentemente levado ao aconselhamento da estimacdo de
p no nivel elevado ki = min(n — 1,[2n/Inlnn]). Neste trabalho, de forma
andloga ao feito em Gomes et al. (2004), e por razées que se prendem com as
at especificadas, iremos considerar a estimagao de p em

ky = [n®9%] + 1. (17)

Denotaremos genericamente p qualquer dos estimadores em (16). Sempre que
estivermos a usar 7 = 0 em (16), usaremos a notacao py. Para a estimagao
de B consideraremos o estimador estudado em Gomes and Martins (2002), e ja
referido em (14). Nas simulagoes, e ao usar o estimador do indice de cauda em
(12), ou estimadores de quantis que lhe estejam associados, trabalharemos com

~

Bo = Bgo(kl), com k; dado em (17).

3 Comportamento simulado dos estimadores VaR

Iremos aqui usar a notagado pg = po(k1), 30 = Bﬁo(k1)7 Ho(k) = Fﬁo % (k) e

Ho(k) = H,(k), com Hp(k), Hg 5(k), Bs(k), p-(k) e ky dados em (12), (13),
(14), (16) e (17), respectivamente.

Nas Figuras 1, 2 e 3 apresentamos, para p = 1/n e com base em N = 5000
“runs”, os padroes simulados do valor médio, E[], e da raiz quadrada do erro
quadrético médio, RMSE[], de Q,, = Q,,(k;p), Qu, = @, (k; p), Q. =

o o o o - 0
Q_ (kip), Q. =Q_ (kip) e Q_ = Q_ (k;p), com Q5(k;p) e Q5(k;p) da-

0 0 0 Ho Ho
dos em (5) e (15), respectivamente. A Figura 1 esta relacionada com o modelo
Fréchetcom v =1 (p = —1, 8 =0.5). Os modelos simulados subjacentes as Fi-
guras 2 e 3, sdo os modelos de Burr(vy,p), com (y=1, p=-05)e(y=1, p=
—2), respectivamente. A f.d. Burr(v, p) é dada por F(z) =1— (1 + x_p/“f)l/p,

x>0,7>0, p<0,sendo a f.d. Fréchet(y) dada por F(z) = exp (fxfl/”’),
z>0,v>0.
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Figura 1: Modelo subjacente: Fréchet com v =1 (p = —1).
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Figura 2: Modelo subjacente: Burrcom v =1e p = —.5.
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0 e — : : K 0
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Figura 3: Modelo subjacente: Burrcom y=2e p = —2.
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Os resultados obtidos levam-nos a aconselhar a utilizacao, para |p| > 1,
do novo estimador de quantis em (15), com 7 substituido por Hy = HBO o

o estimador em (12). Para p perto de zero, aqui ilustrado na Figura 2, com
p = —0.5, é preferivel usar o estimador “cldssico”’em (5), mas com % substituido
mais uma vez por Hg, estimador de viés reduzido.

Observacao 3.1 Note-se que, de modo semelhante ao que se passou anterior-
mente com a estimagdo do indice de cauda (Gomes et al., 2004; Caeiro et al.,
2005), e para muitos dos modelos na classe de Hall em (3), a estimagdo dos dois
parametros de sequnda ordem 3 e p no nivel kv em (17), permite-nos trabalhar
com estimadores de quantis elevados com um erro quadrdtico médio inferior ao
erro quadrdtico médio do estimador cldssico Q,,, para quase todos os valores
de k. Esses estimadores de quantis sao fornecidos pelo uso em (5) e (15), do
estimador de indice de cauda H em (12). Note-se ainda que a utilizacdo do
estimador do indice de cauda em (13) nos estimadores de quantis elevados em
(5) e (15) pode levar a a erros quadrdticos médios minimos mais pequenos para
valores elevados de k, No entanto, estes estimadores sao extraordinariamente
voldteis para valores pequenos e moderados de k.

Denotemos genericamente por @.(k; p) qualquer dos estimadores (ou v.a.’s)
em estudo. Procedemos & simulagdo de propriedades de Qo (k3;p), com k§ :=
argming MSE [@. (k; p)} , usando o método multi-amostra com dimensao 5000 x

10. Para detalhes sobre simulagdo multi-amostra, veja-se, por exemplo, Gomes
and Oliveira (2001).

Tabela 1: Valores Médios / RMSE’s, escalados por VaR,, dos estimadores indicados, calculados
nos seus niveis éptimos, para p = 1/n e populagdes subjacentes Fréchet com v = 1.

’ " ‘ Qn @, Q?O Hg éﬁo ‘
l Fréchet(y = 1) ‘
200 | 1.4015/1.0204 | 0.7402/0.6225 | 0.7683/0.6628 | 1.0016/0.6281 | 1.2667 /0.8194
500 1.3156 / 0.7603 0.8016 /0.5163 0.8058 /0.5314 | 0.9980/0.5075 | 1.1985/0.6220
1000 1.2618 /0.6111 0.8582 /0.4319 0.8281/0.4402 | 0.9985/0.4210 | 1.1781/0.5056
2000 1.2162/0.4947 | 0.8899/0.3530 0.8419/0.3605 | 0.9894 /0.3366 | 1.1435/0.4074
5000 1.1673 /0.3790 0.9172 / 0.2655 0.8620/0.2670 | 0.9798 /0.2437 | 1.1216 /0.3083

Na Tabela 1 apresentamos uma ilustracao parcial dos resultados obtidos, para
um modelo subjacente Fréchet com v = 1, para amostras de dimensao n =
200, 500, 1000, 2000 e 5000, e p = 1/n. Sao ai apresentados os valores médios e
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0os RMSE’s dos estimadores @, , Qﬁo’ Qﬁo’ Qﬁo e @ﬁo’ divididos por VaR,,
e calculados nos seus niveis 6ptimos. Por entre os estimadores e para cada valor
de n, sublinhamos as entradas relacionadas com menor viés e menor erro médio
quadratico.

4 Uma aplicacao a dados reais

Iremos aqui ilustrar o comportamento dos estimadores em estudo através da
andlise das taxas de cambio do Euro versus a Libra Inglesa desde Janeiro 4, 1999,
até Dezembro 14, 2004. Estes dados foram coleccionados pelo Sistema Europeu
de Bancos Centrais e foram obtidos em http://www.bportugal.pt/rates/cambiz/.

Na Figura 4, a analise dos ng = 725 log-retornos positivos, permitiu-nos
obter as trajectérias amostrais seguintes, para os estimadores dos parametros
de segunda ordem p e 8 em (16) e (14).

0 K 2.0
800
-1 1.5 4
~ 1.0 §

2 Pi(K)

0.5
-3

0.0 T T T k
-4 0 200 400 600 800

Figura 4: Estimativas do pardmetro de “forma”de segunda ordem p, através de pr(k) em (16),
7 = 0 e 1 (esquerda) e do pardmetro de “escala”de segunda ordem B, através de Bp, (k) em (14)
(direita), para os Log-retornos didrios do Euro versus a Libra Inglesa.

As trajectérias amostrais dos estimadores de p associadosaT=0e 7 =1
em (16)levam-nos, com base em qualquer critério de estabilidade para valores
elevados de k, & escolha da estimativa associada a 7 = 0. Obtivémos py =
po(702) = —0.72. A utilizacao de 35,(k) em (14), calculado também no nivel k;

em (17), conduz-nos a estimativa Sy = 1.04.

As trajectdrias amostrais associadas ao estimador cldssico H em (6), e ao
estimador de viés reduzido H em (12), bem como dos estimadores Var asso-
ciados, genericamente explicitados em (5) e em (15), e para p = 0.001, sdo
apresentados na Figura 5. Para p = 0.001, qualquer critério de estabilidade
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para valores moderados de k leva-nos & escolha do estimador Q7 e & estimativa
2.87 for VaRy o1, ilustrada também na Figura 5.

1.0 8
H
6
H
0 i
0.5 4 4 4
Qg,
j‘,: 0.3C 24 VaRO_OOJ =2.89
0.0 T T T k 0 . . . K
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800

Figura 5: Estimativas fornecidas pelos estimadores de Hill, H(k) ¢ H(k) em (6) e (12), respec-
tivamente (esquerda) e estimatimativas de In-VaR, fornecidas pelos estimadores em (5), com ¥

substituido por H(k) e H(k) e pelo estimador de quantis em (15), com 7 substituido por H(k),
para os Log-retornos didrios do Euro versus a Libra Inglesa, e para p = 0.001.
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